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Mlinar RudoH, Geom. - Kikinda

Vektori u ravni njihova primena u geodeziji
(Nastavak)

Daljnju prim.enu vektora prikazat ćemo u nelooCi.ko najobičnijih rešenda, koja
su našim stručnjacima inače poznata na primer kod iskolčenja kružne krivine. Sl. 1.

Pretpostavnno dakle, da su poznata osnovni elementi krivine t. j. absohrtna
vrednost poluprečnika r, ugao azmeđu Ro i Rn, kao ii po,lož.ad tačalka o, n, t. j. vektori
polw;ajai ovih tačaka Ro i Rn.

Postavimo zadatak:
1.) Odrediti krivinu, odnosno luk, od tačke nul do n ortogonalno sa baze A,, A~---

A n talko da bude x'maks < m gde jle m ma!ksirn.alna vrednost upravne na An.
2.) Odrediti. istUJ kri"linu polarno iz tačaka O, 1, . . . n.

Rešenje:

Uzmimo prethodno centar kruga sa poluprečnikom r ik.ao dshodište lkoolrdin.aitnog
sistema (x, y) te pravac na tačku o kao nulti pravac.

Stavimo osim toga:
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Slika 1.

Numerički primer.

To, Tn, položaj tačaka o, n, određeni su.
Osmi toga neka je:

A= a·a = B!EO ((l) = (ln - (lo

B = bs = bso (LI (l) = e - (lo

((l) -
<p=o=-2 -

(Lio)
.d <p = -1-

onda će biti:

1) s; = M
2) B'n = [BL!tl..=.f_

vektorsko rešenje ovog zada
tka za obadva slučaja.

Ro = 500o
Rn = 500gg0

Traže se:
a.) ortogonalni podatci u svrhu iskolčenja kružnog' luka u intervalu od 0°--98°

pod uslovom, da maksimalna vrednost upravne ne prelazi iznos od 2-0,00 odnosno
b.) podatci za polarno određivanje ta:čakia na upitnom krugu,

Rešenje:
1.) Biramo (e) prema postavljenom uslovu, n. pr.

(e) = 3()0, pa je h = 500. 0,0341 = 17,05 = x' maks
ar onda je:
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a = r chord e = 500 . 0,5176 = 258,80
<f11 = c51 = 15° te iz toga:
A1 = 258,801so +,; I = 258,80m0

2.) Za određenu dužinu luka 1, n. pr.

, I= 96,0
96,0 .

biće (6-f!) = 500,0 = 0,19199 ili

te 6-<p, = 5°30'

Prema tome će biti:
b = r chord 6-(! =0 95,85

Bt,1'1 = 95,85901 + s• 3-0' = 95,85J5,:;•
8'1 = 95,8595,;;0-,;1 = 95,85so,s0

i sada će biti
a.) u ortogonalnom koordinatnom sistemu

y' 1 = 95,85 sm so,5° = 94,53
x'1 = 95.85 cos 8()),5" = 15,82

b.) u polarnom lkooridLnatnom sistemu, ako uzimamo To 1so kao nulti pravac,
odmah

B'1 = 95,8595,s' + 90• = 95,851ss,5o
Na ovaj način možemo odrediti proizvoljno mnogo tačaka na upiitnom llru:ku,

bilo pod uslovorn, određenih razmaka na luku (kao u našem slučajlU) ili. ·II)Od drugim
uslovama, kao n. pr. na svakn stepen lili određeni stepen, na jedinaklim odstodanjima
u pravcu usvojene baze A, ili sl~čno.

Osim toga baza A ne mora bbti selkanta, nego može !biti i tangenta, te je u tom
slučanu B'n = BM i prema tome postoji dosta mogućnosti, da se prdlagodimo terenu.

' \
\

RESAVANJE TROUGLOVA

1. Slučaj:
Poznate su dve strane
a, c, te zahvaćeni ugao (/J)

Traži se: b, (Y), (a)

REŠENJE:

B=C-A 

Slika 2.

Objašnjenje:
Ovo rešenje možemo skalaeno .iskoristtti na dva načina:

a.) Stavimo prethodno: y = o
onda j_e a = - (P},
ako raderno u levom koord. sistemu.

I sada je
A= a (oos a+ i silna) = x, + !i Y1
C = c (cos o + i sin o) = x, + i Ya = C

a dz toga
B = X2 + i Yz = (C-x1) + i. (-Y1)

Cepanjem realnog od imaginarnog dela dobivamo skalare:
X2 = C-x1
Y2 = -y1
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Y2pravac /J = are. tgx;

Na ta način smo od.rediili B = bs i sada možemo, ako nam je potrebno, odrediti
uglove (r), (a) ilZ relacije

(a) = fJ
(y) = 180 - ({J + a)

2. način
b.) Po istom osnovu ćemo imati, ako podignemo obe strane na kvadrat

B. B = (C-A). (C-A)
B. B = C. C- 2 AC + AA odnosno, pošto je to skalarnt pro'zvod:
b2 = c2 - 2 ac cos (>' - a)+ a2

iz čega dobivamo abschrtnu vrednost vektora B, dok se time istovremeno dokazuje
i l<:iositnusna teorema.

Nepoznate uglove (a), (r) računamo dalje po s'..nusnO\il teoremi, što nam je do
voljno (Porznato iz ipraik,se.

2. S 1 u čaj
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. Poznato je: Jedna strana

i dva ugla (/J), (y).

Traže se absolutne vrednosti
strana b, c.

a

Sli:ka 3.

iz čega sledi n. p_r;. za b:

Stavimo: a = o pa će biti

fJ = - (y)

>' = (/J)

Iz toga onda

REŠENJE
{J

C = A J

r sin(-r) -smr
b - ao fJ - a sin (fJ-r) - a sin (/J-r)

POTENOTOV PROBLEM.
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Poznato je: } { x, y }

t. j. vektori A, B, C

Mereno je: 'Jii, <Jl2

Slika 4.



148

Trati se vektor položaja tačke 4 t. j. R1

Stavimo:
1.) C = A + B = D + E = S1 + S2

2.) M = D-A = B - E
Pošto iz, merenčh podataka dobivamo

IIDll=d=r-'1'1 IIEll=6=r-q.,,
i pošto na osnovu ti<ednačina podl 1.) 6. 2.) dobivamo

M = D - A = B -- E = x + i y
li MI!=µ= arrctg J.....X

li S1 li = <11 = µ + .,,.
S1 = c~: ·

to možemo sada napisatli
R, = R1 + c"• = Ra-C"1

0'1 3„ 
i to je rešenje Poteotovog problema.

!I s, H = "• = µ + '1'1
S2 = C~~

BANSENOV PROBLEM.

~-_.!!----:?f '2 Poznato: 1 2{x, y} Vektor A

Slika 5.

Meren.o: '1'1, '1'2, '1'• '1'•

'I'raže se: Vektora pdložaja za tačke

0 3, 0 4 t. j. R,, R•
Stavimo:

~ 1.) M = E + C = D + B
2.) A= D-E = C- B

Iz meremh podataka dobivamo:

li B li = /J = µ + .,,,
li D li = d = µ + '1'2

dok iz jednačena pod 1.) i 2.) sledi:

B = Mi.= M::

C = M' = M9''Y ,,,.

D=Me = M9•u ,,,,

li C li = ,, = µ + .,,.
li E li = e = µ + '1'1

A= C-B = M9' -M,,,'
~J ~,

M=__A__ A

Prema trune možemo napisaJti :
3.) Ra = R1 + C = R, + B
4.) Rt= R1-E = R,-D

i to je rešenje Hamesenovog problema.
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POVRŠINA.

Međusobnim spaoanjem triju tačaka nastaje osnovni oblilk: površine, čija se
općenita vrednost more izrezati sa

p = f (x, y)

Ako staMimo f (x, y) E x ~ y onda time dobivamo osnovni obrazac, sa kojim

je određena površina trougla. U speciđalnom slučaju ova površina može biti] nula
alko je jedan od faktora jednaik. nuli.

, Svi ostali oblici, koje izvesna površina može da prima, samo su kombinacije
ovog osnovnog obhka, Ma kakav obluk imala međutim jedna površina, ona je uvek
određena izrazom

p = f (x, y)

Zahtev1i prakse stvorili su osim ovog osnovnog oblika, t. j. trougta li neke
druge osnovne ol:ililke, 'kao n. pr. pravougaondk, kvadrat, trapez, romb .iJ t. d. gde je
za svalki od ovih oblika dat poseban obrazac za određivanje vrednost:L odgovarajućih
površina Ovi izrazi nisu međutim ništa drugo, ooiJm irarzni oblici, 'koj,e poprdma :f (x, y)
u određenom slučaju.

Nakon ovih razmatranja prelazimo na vektore.
U prostoru sa dve dimenzije biće tri tačke određene sa tri vektora položaja Ri

te će spajanjem tih tačaka biti određen i osnovni oblik pow-š.iJne - itrougao.
Sa svoje strane, sv.aika dva vektora ipoložaija određuju po jedan vektor Mi

gde je
Mi= Ri+ - Ri (i = 1, 2, 3)

Mi možemo pri tome u svakom slučaju odrediti Mi tako, da bude
.2Mi=o=A+B+C

Iz A+ B + C = o sledi međutim, da je n. pr. A+ B = C1so ili A.+ C = B1ao li t. d.
odnosno, alko stavimo A+ B + C1so = o onda je A+ B = C i t. d.

Prema tome, ma kQj:iJ od ova tri vektora, zavisan j,e od ostala dva, talko da su
i tri tačke u ravni dovoljno određene sa dva od tri vektora, za koje važi

.2 Mli = o (i = 1, 2, 3)

U lcol.iko bi međutim jedan od vektora Mi padao u [Pravac jednog od ostada
dva, onda nastupa specijalan slučaj, u kome se tri tačke nalaze u jednoj pravi, te
se prema tome trougao n e može ostvair..rtri..

Kao što je p = f (x, y) tako će biti i P = f (M, N) gde će za osnovni oblak -
trougao - u našem slučadu biti

analogno
a.) 12 P I = I B X C I = I A X B I = I A X C I

2p=X.y=a.h
Ako u slučaju Pod a) dovedemo dva odgovarajuća vektora na jedan zaiednički

početak i ako ovaj početak izaberemo za ishod:Lšte jednog novog kOOl'dinaitnog si!
stema (x, y), onda možemo naipisami.

Pošto su, ~aio što j,e uvodne navedeno, svi ostali obhci površina samo razne
kombinacije osnovnog obl!iika, to će i površina malka!kvog oblaka biti određena So

c.) 12 P I = IKZ O

RK X RK + 1/
K=l

Ako je to tačno, onda moraju d. svi ostali obrasci, kodd. su nam pozna.tii iz prakse
slediiti d.z ovog temeljnog obrasca.
4 Geodetski list
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I zaista - uzmimo n. pr. oblak pravougla:

I f\
,;!.---------1 

B

Poznat obrazac za računanje
površine pravougla je

p=a.b=x.y
Prema obrascu pod c.) je

I 2 P I = ., KZ n RK X RK
K =1

Za pravougaonik biće n = 3, pa je
I 2 P I ·= I R1 X R2 + a, X Ra I

Pošto jie Ra = R1 + Ra to je

Slika 6.

I 2 P, = IR1 X (R, + Ra) + (R1 - Ra) X Ra I
odnosno 12 PI = :o + R1 X Ra + R1 X Ra + 01

to je

I P I = I R1 X Ra I a pošto je prema pretpostavci
R1 l. Ra te R1 = B, Ra = A

I P I = P = r1 . ra = a. b
Posmatrajmo dalje n. pr. poznati obraeac ill pilain:imetnije z.ai površinu 1Jra,peza

a+b
P = -2-.hTu je

I
I

:_ - - - ,__..:...A ~
I .,.,.,.,

/
Q.>"'
/.,

/

/'.,.,.,

Sllica 7.

Prema našem obrascu je

12 PI = IKin RK X RK-+ 11
K=t

Osim roga je u trapezu.
(vtldi isliiku )

A=ao
R2 = R1 + A
R3=B=bo=mA
h = r, sin !21

n=3

daikle 12 Pl = IR1 X R2 + Rz X Ral= IR1 X (R1 +A)+ (R1 + A>X Ral
odnosno usled Ra = B = m A

12 PI = IR1 X R1 + R1 X A+ R1 X B + A X m AI

12 PI = I O + R1 X A + R1 X B + O I

12 PI = r1 a sin (>1 + r1 b sir; (>1 = a h + b h

12 PI = 2 p = h (a+ b)t. j.

ili
a+b

p=-2-•h

U praksi. posl:.O[ ie u glavnom dve metode određivanja površine, polarna, di orto
g,onalna

Naš obrazac važi za obadve metode.
Tako je n. pr. za četverougao, !koji je snimljen polarnom metodom:
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Slika&.

Alko jie is1ti četvorougao snimljen ortogonalnom metodom

onda je opet

2 p = IR1 X R2 + R2 X Ral
gde će biti:

R1 = X1 + i Y1

R2 = X2 + iy2

~ = X3 + iy3

Slika 9.

i konačno 2 p = I Xt Yt I+ I X2 Y2 I= 61 + 62
X2 Y2 Xa Ya

Sve ovo možemo proširitt na proizvoljan zatvoren poligon, za koji važi isti
obrazac, koji je uvodne naveden.

Jednu ikontrolu za obračunasu površanu doblvamo IB altem:aciij,e vektorskog pro
izvoda, za lkojru va2li

\-~-

~

. Cll t

2 p = I R1 X R2 + R2 X R3 I

odnosno 2 p = :r1 r2 san ,(e2-!/1) + r2 r3 sin (!/r-!/2)

što sledi, iz definici:j.e vektorskog proizvoda,

R1 X R2 = - (R2 X R1)

Kao druga kontrola mora biti,:

_2'M = o

Slika 10.

što je očigledno, iaiko zatvorimo naš polilgon, IJ®o što je p:rtlkazano u slici.
U svim dosadašnlidan rasmatranjima služ:iilli. srno se vektorskim pročzvodom

vektora.
Mi se možemo međutim isto tako služiti i adgebarskim proizvodom vektora,

jer je

t. j.
R1 X R2 = R1 Ri°90

R1 R/go-=- [r1 r2P,-P, ]090
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Pošto je

[
sin ((>2 - (>1) - sin o] .

[r1 r2p, - P,)090 = r1 r2 sin 90 - sin o 90 = [r1 r2 sm ((>2 - (>1)]90

r1 r2 sin ((>2 - (>1) = r2 sin (12 • ro cos (>1 - r2 cos (>2 • r1 sin (>1

odnosno r1 r2 sin (1?2-1?1) = Y2 x,- x2 Y1
to je, alko smo snimalti crtogonalno :isto ta:ko:

- 0 I X1 Y1 IR1 R2 90 = = 6.
X2 Y2

ili, alko smo sn:imali po,18!r'I10
•

o .
R1 R2 90 = r1 r2 sm (()2 - ()1)

te je prema tome dokazano, da su uvodno navedena dva izraza IPOtpuno ekviva
lentna, dok nam n. pr. dzraz

o
2 p = ( r, r2p, - P1 + r2 r3P, - P, + • . rnt rn pn - P ni) 90

daje osim toga i preciznu uputu za grafičko određivanje površine,
(Nastaviće se)

Geodetska poduzeća trebaju propagirati
naš list među stručnjacima, osigurati saradnju
u listu i povećati broj pretplatnika.




