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Mlinar Rudolf, Geom. — Kikinda

Vektori u ravni i njihova primena u Qeodeziji

(Nastavak)
Daljnju primenu vektora prikazat ¢emo u nekoliko najobiénijih reSenja, koja
su nadim struénjacima inade poznata na primer kod iskoléenja kruZne krivine. Sl. 1.
Pretpostavimo dakle, da su poznati osnovni elementj krivine t. j. absolutna
vrednost poluprefnika r, ugao izmedu Roi Rn, kao i polozaj tataka o, n, t. j. vektori

polozaja ovih tadaka Ro i Rn.
Postavimo zadatak:

1) Odrediti krivinu, odnosno luk, od tatke nul do n ortogonalno sa baze A4, Aa...
An tako da bude  X'maks < m gde je m maksimalna vrednost upravne na An.

2.) Odrediti istu krivinu polarno iz tataka 0, 1,... n.
Resenje:

Uzmimo prethodno centar kruga sa polupretnikom r kao ishodiSte koordinatnog
sistema (%, y) te pravac na tadku o kao nulti pravac.
Stavimo osim toga:

A=aa=a1s0 (¢)=gn—0Qo
B=bg=Dbwn (de)=e¢—¢o

(o) -
R, p=0="5"
e T SN T 3
ks SN Aé
s R ‘ ; 43 Pk (T)
: o
b onda ¢e biti:
E 1) An = A¢
’ I
= AN ! 2) B'n=[Bgs] —¢
| ¢ _a' ; vektorsko reSenje ovog zada-
b .: tka za obadva slucaja.
@'
Slika 1.

Numericki primer.

To, Tn, polozaj tataka o, n, odredeni su.
Osim toga neka je:
5000

500g5°
Traze se:
a.) ortogonalni podatei u svrhu iskoléenja kruznog luka u intervalu od 0"—98°
pod uslovom, da maksimalna vrednost upravne ne prelazi iznos od 20,00 odnosno
b.) podatci za polarno odredivanje tadaka na upitnom krugu.

Resenje:

1) Biramo (¢) prema postavljenom uslovu, n. pr.
(¢) = 30° pa je h = 500.0,0341 = 17,05 = x' maks

a onda je:

(|

Rn
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a r chord ¢ = 500.0,5176 = 258,80
@y 8, = 15° te iz toga:

A= 258,801304-#! = 258,8005"

2.) Za odredenu duzinu luka 1, n. pr.

96,0
1 1=96,0 bice (Ag) = 5000 — 0,19199 ili

(Ao = 110 te Ag =530

Prema tome ée biti:
b = r chord Ao = 95,85
Baer = 95,8500 4 503 = 95,85a5,50
B)l = 93;8595):1““‘?. - 95;8580-50
i sada ée biti
a.) u ortogonalnom koordinatnom sistemu
y'. = 95,85 sin 80,5" = 94,53 _
X1 = 9585(:0580(,5“'— 1582

b.) u polarnom koordinatnom sistemu, ako uzimamo T, kao nulti pravac,
odmah

B’y = 95,8505.5° + 00° = 95,85185:5

Na ovaj naén moZemo odrediti proizvoljno mnogo tafaka na upitnom uku,
bilo pod uslovom odredenih razmaka na luku (kao u nasem sluéaju) ili pod drugim
uslovima, kao n. pr. na svaki stepen ili odredeni stepen, na jednakim odstojanjima
u praevcu usvojene baze A, ili sli¢no.

gg baza A ne mora biti sekanta, nego moze biti i tangenta, te je u tom
sluéafn B n= Ba¢ i prema tome postoji dosta moguénosti, da se prilagodimo terenu,

RESAVANJE TROUGLOVA

\ 1. Sluéaj:

\\ Poznate su dve strane
\f\? a, ¢, te zahvaéeni ugao (f)

X Trazi se: b, (), (@)
: . ' RESENJE:
) C _‘_3' = B=C—A
i \
Slika 2.

Objasnjenje:
Ovo reSenje mozemo skalarno iskoristiti na dva nadina:

a.) Stavimo prethodno: y = o

onda je a=—(f),
ako radimo u levom koord. sistemu.

I sada je

A=a(cosa+isina)=x;+iy

C=c(coso+ismo)=x3+iy;=C
aiz toga

=X+ iys= (C—x) + i (—y)

Cepamem realnog od imaginarnog dela dobivamo skalare:

X2=C—xy st 2
= —y =Yg
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Ye
pravac fi = arc. tg—g

Na ta naéin smo odredili B = bg i sada moZemo, ako nam je potrebno, odrediti
i uglove (), (a} iz relacije

(r’) =180—(f + a)
2. naéin
b.) Po istom osnovu ¢emo imati, ako podignemo che stra:ne na kvadrat
=(C—A).(C—A)
B B C.C—2AC + AA odnosno, poéto je to skalarni proizvod:
b? = ¢2—2accos (y —a)+ a?
iz ¢ega dobivamo absolutnu vrednost vektora B, dok se time istovremeno dokazuje
i kosinusna teorema.
Nepoznate uglove (@), (y) ratunamo dalje po sinusnoj teoremi, $to nam je do-
voljno poznato iz prakse.

2 Slucaj
% Poznato je: Jedna strana =
5 Y i dva ugla (8), ().
A
e s \\ Traze se absolutne vrednosti
M," ‘\Q strana b, c.
7 . Stavimo: a=o0 pa ée biti
4 \
r, \
7’ a \\ ﬁ = —(ry
‘_ — !
\ r= M
Slika 3. 1z toga onda
RESENJE
b=A '2' k e = A —i—
iz Gega sledi n. pr.za b Shi==g) I int—— S

b=ay =2 Gy = 2 sme—r)

' POTENOTOV PROBLEM.

Poznato je:

LI 1D =

[+

t. j. vektori A, B, C

Mereno je: ¢, ¥2
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Trazi se vektor poloZaja tatke 4 t. j. R,

Stavimo:
1)C=A+B=D+E=8§,+8S,
2) M=D—A=B—E
Posto iz merenih podataka dobivamo
[D||=0=y—q [El|=e=y—aq
i po$to na osnovu jednaéina pod 1.) i 2.) dobivamo

3 0
d-j-Cj"‘ e=C?
M=D—A=B—E =x+iy
vy
I M| = u=arctg
|Si]l=0:=p+ ¢ IS:fl=02=p+ o
S =Cg - S:=Cq
{0 moZemo sada napisati
R« =R, + CZ =Rs—Cy}

i to je reSenje Poteotovog problema,

HANSENOYV PROBLEM,

Poznato: lg{x. y} Vektor A
Mereno: @1, 93, Ps P
Traze se: Vektori poloZaja za tatke
03,04t i Rs, R
Stavimo:
1) M=E+C=D+B
'2) A=D—E=C—B

Slika 5. Iz merenih podataka dobivamo:
[Bll=8=u+ [Cll=y=n+os
IDl|=8=4+¢ lEll=¢=pn+ o
dok iz jednaéina pod 1.) i 2.) sledi:
B = Mj~ M
Caap = N2 A=C—B=M; —M2
— MEB — M% = = i €y
D=M§ =M A=D—E =M} —M
o A 2= A
E=M)= M2 M=

1f—1%  1h—1h
Prema tome moZemo napisati:
3) Rs=R;,+C=R.+ B
4) Rs=R;—E=R.—D
i to je refenje Hanesenovog problema.
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s 4 POVRSINA,

Medusobnim spajanjem triju tataka nastaje osnovni oblik povriine, &ja se
opéenita vrednost moze izraziti sa
- ]
p =1y

X e
Ako stavimo f (x, y) = —i.—yond.a time dobivamo osnovni obrazac, sa kojim

je odredena povrsina trougla. U specijalnom sluéaju ova povriina moZe biti nula
ako je jedan od faktora jednak nuli.

Svi ostali oblici, koje izvesna povriina moZe da prima, samo su kombinacije
ovog osnovnog oblika. Ma kakav oblik imala medutim jedna povr§ina, ona je uvek
odredena izrazom

-

D™= (% ¥

Zahtevii prakse stvorili su osim ovog osnovnog oblika, t. j. trougla i neke
druge osnovne oblike, kao n. pr. pravougaonik, kvadrat, trapez, romb i t. d. gde je
za svaki od ovih oblika dat poseban obrazac za odredivanje vrednosti odgovarajuéih
povrsina. Ovi izrazi nisu medutim nista drugo, osim razni oblici, koje poprima f (%, y)
u odredenom sluéaju.

Nakon ovih razmatranja prelazimo na vektore.

U prostoru sa dve dimenzije bi¢e tri tatke odredene sa tri vektora poloZaja Ri
te ¢e spajanjem tih tadaka biti odreden i osnovni oblik povriine — trougao.

3 Sa svoje strane, svaka dva vektora polozaja odreduju po jedan wvektor Mi
gde je
Mi = Ri+ — Ri =152 3)

Mi mozemo pri tome u svakom sluéaju odrediti Mi tako, da bude
EZMi=o0=A+B+C
Iz A + B + C = o sledi medutim, da jen. pr. A + B = Cyo ii A+ C = By ii t. d.
odnosno, ako stavimo A + B + Cis = 0 onda je A+B=Citd

Prema tome, ma koji od ova tri vektora, zavisan je od ostala dva, tako da su
i tri tatke u ravni dovolino odredene sa dva od tri vektora, za koje vazi

ZMi=o0( =123

U kollko bi medutim jedan od vektora Mi padao u pravac jednog od ostala
dva, onda nastupa specijalan sluéaj, u kome se tri tatke nalaze u jednoj pravi, te
se prema tome trougao n e moZe ostvariti.

Kao $to je p = f (x, y) tako ée biti i P = f (M, N) gde ¢e za osnovni oblik —
trougao — u nasem slu¢aju biti

a) |2P|=[BXC|=|A XB|=|AXcC]|
analogno 2p=X.y=a.h

Ako u sluéaju pod a.) dovedemo dva odgovarajuéa vektora na jedan zajedni¢ki
potetak i ako ovaj potetak izaberemo za ishodiste jednog movog koordinatnog si-
stema (x, y), onda moZemo napisati

b) [2P|=|R:XR:| :

Posto su, kao $to je uvodno navedeno, svi ostali oblici povriina samo razne

kombinacije osnovnog oblika, to ée i povrina makakvog oblika biti odredena ss

K=n
c) 2P| = K{I Rk X Rk +1

Akojebobahn,ondam'ajussvioda]jobrasei.koﬁisumpomathiz prakse
slediti iz ovog temeljnog obrasca,
4 Geodetski list
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I zaistn — uzmimo n. pr. oblik pravougla:

i Poznat obrazac za ratunanje
1 povriine pravougla je
: p=a.b=x.y

w2 Prema obrascu pod c.) je

,’I E=n

i [2P]=, P RKXRK
Q.;/’ B K=3
-
s Za pravougaonik bi¢e n = 3, pa je
L y——-=>Y {2P| = |R: X R: + Rs X R
Posto je R = Ri + Rs to je
Slika 6.

[2P = [R; X (R + Rs) + (Rt — Rs) XRs

odnosno 2P| =0+ R X Rs+ R; X Rs + O]

|P|=|Ry XRs| a posto je prema pretpostavci
Ri lRsteRy = B, Rs = A

to je |Pl=p=mn.my=a.b
Posmatrajmo dalje n. pr. poznati obrazac iz planimetrije za povriinu trapeza
i : a+b
< Tu je p= a5k

P -

Prema nasem obrascu je

>z
-

K=n
2P| = Kz lRKXR!M»l

I
]
§a
1 Osim toga je u trapezu
. (vidi sliku)
X i R: =R+ A
= B Sro=mey Ri=B=bp=mA
h =rsineg,
Skka T. n=3
dakle |2 P| = [R! X Ry + Ra2 X Ryl = [Ry X (Ry + A) + (R; + A) X Ry

odnosno usled Rs = B = mA

t.

ili

2P| =Ry X R+ R XA+ R, XB+AXmA|
2Pl=] O +RXA+RXB+ O |
2P| = ryasing,+r bsizng =ah+bh

; 2P|=2p=h(a+b)

a+b
pP="75 -h

U praksi postofe u glavnom dve metode odredivanja povrsine, polarna i orto-

gonalna.

Nas obrazac vazi za obadve metode.
Tako je n. pr. za Cetverougao, koji je snimljen polarnom metodom:
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2p = |R: XR: + Ra X Rq|
odnosno 2p = 1y r:sin(0;—0,) + T2 T3 sin (05—01)

Sto sledi iz definicije vektorskog proizvoda,

Ako je isti ¢etvorougao smimljen ortogonalnom metodom

onda je opet
2p=|Ri X Ry+ R XRy|
gde Ce biti:
Ri=xi+iym
R:=Xatiya
Rs=xXs+iys

Xz Yz
X3 Yz

Xy Vi
Xz Y2

=M+ De

i konaéno ap-=

Sve ovo moZemo prosiriti na proizvoljan zatvoren poligon, za koji vazj isti
obrazac, koji je uvodno naveden.
Jednu kontrolu za obraéunatu povrdinu dobivamo iz alternacije vektorskog pro-

izvoda, za koju vazi

[ "~
e Ry X Rs = — (R2 X Ry)
€ 3 . Kao druga kontrola mora biti:
, e M=o

Slika 10.

sto je otigledno, ako zatvorimo nasd poligon, kao 5to je prikazano u slici.
U svim dosadasnjim rasmatranjima sluzili sme se wvektorskim proizvodom
vektora.
Mi se moZemo medutim isto tako sluziti i algebarskim proizvedom vektora,
jer je
RIXR2=§1R2DD0

t. j. Ri R — [ry T2p.—p, ]0”
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sin (e —g)—smo .
[r1 729, — p|%0 = [rl T Sin00  —sino | = I T2 5in (:— el
Posto je ry T sin (g, — @) = rz sin @ - ry COS @; — Iz COS @3 + 1y Sin g,
odnosno Ty T SN (02—01) = Y2 X1 — X2 ¥4
to je, ako smo snimali ortogonalno isto tako:
= umn
R Re g5 = =
2 90 Xy Y2

ili, ako smo snimali polarno
. 0 !
R, R29_0= ry Iz Sin (02 — @1)

te je prema tome dokazano, da su uvodno navedena dva izraza potpuno ekviva-
lentna, dok nam n. pr. izraz

2p= (rl 20, — 0, +r2r3p,—p, e e iy rnpn—pnl)gfl
daje osim toga i preciznu uputu za graficko odredivanje ﬁovrﬁne.

(Nastavice se)

Geodetska poduzeéa trebaju propagirati
nas list medu struénjacima, osigurati saradnju
u listu i poveéati broj pretplatnika.






