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Ing. Mato Jankovié — Zagreb

Izjednaéenje poligonskog vlaka

metodom uslovnih opazanja

U naSoj geodetskoj literaturi malo se do sada tretiralo pitanje izjed-
nacenja poligonskog vlaka metodom uslovnih opaZanja.

Kako ée se u mnogim rijeSenjima primijeniti metoda precizne poli-
gonometrije za odredivanje poloZaja stalnih tofaka, to za ovu metodu
mjerenja ne mogu zadovoljiti na¢ini izjednacenja kako ih propisuju nase
dosadaSnje instrukcije.

U ovim radovima ne ¢e poligonski vlakovi biti viSe kratki, a u poli-
gonometriji nizih redova doéi ¢ée sve viSe do primjene instrumentarija za
precizno optiéko mjerenje duZina.

O rezultatima mjerenja ovakovim priborom Zeissove konstrukeije
bilo je govora u naSem listu*. Kasniji radovi na poligonometrijskom rije-
Senju mreze Karlovca, kombiniranom rijeSenju na Rijeci, zatim poligono-
metrija duz Save od Zagreba do Rugyvice, te duz rijeke Bosne od Samca
do Modrice potpuno su potvrdili u ¢lanku iznesene navode i ofekivanja.

Pored toga rezultati mjerenja duZina instrumentom Redta, pogotovo
ako se on kombinira s poligonalnim priborom: govore o velikim mogué-
nostima koriSéenja ovog instrumenta u navedenoj metodi rada.

U ovim radovima biti ée poligonski vlakovi *dugacki, viSe ili manje
iskrivljeni i nejednakih strana, prema tome nepravilni. Sve te okolnosti —
duzina vlaka (5—12 km), nepravilni oblici, utjecaji sistematskog karak-
tera kod opti¢ki mjerenih vlakova, — govore da za izjednalenje vlaka
precizne poligonometrije treba primijeniti toéniju metodu.

Ja éu u ovom ¢lanku prikazati jedan pojednostavnjeni naéin izjed-
nacenja metodom uslovnih opaZanja, koji bi se mogao s uspjehom pri-
mijeniti u poligonometriji nizih redova, kako ga je razradio Dr. Forstner.**

Dr. Eggert je u ¢lanku: »Die Ausgleichung von Polygonziigen nach
der Methode der kleinsten Quadrate«. (Zeitschrift fiir Vermessungswesen.
Bd. LVII. 1928. S. 657.), razradio izjednaCenje poligonskog vlaka proiz-
voljnog oblika metodom uslovnih opazanja. Pri tome je uzeo da u takovom
vlaku postoje pogreSke samo sluéajnog karaktera, t. j."poligonski vlak se
izravnava samo obzirom na to¢nost mjerenja duzina i prelomnih kutova
u vlaku. Prema tome se dakle predpostavljalo da sistematske pogreske ne
postoje ili da su toliko male da se nalaze unutar veli¢ina sluéajnih pogre-
Saka. Uvedeno je joS teZisSte vlaka kao ishodiSte pomoénog koordinatnog
sistema. Sliéni nacini izjednafenja primjenjuju se i tretiraju u ruskoj
praksi i literaturi (Prof. V. V. Danilov »Toénaja poligonometrija« —
Moskva 1946).

* Jankovié: »Rezultati mjerenja Zeissovim priborom za to¢nu pol]gonometruu i
Zeissovom invar letvom od 3 m.« Geod. list 1947 br. 1.

** G. Forstner: Ausgleichung von Polygonzugen. ZfV, 62, S. 49—60, 101—114
(1933).
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Metoda izjednacenja po Eggertu moZe se upotrebiti u poligonometriji
visih redova, gdje se za mjerenje duZina poligonskih strana upotrebljavaju
invarne Zice i bazisni pribor Jiderina, i gdje se sistemom Laplaceovih azi-
muta poveéava toénost u apsolutnom smjestaju poligonskog vlaka; drugim
rijeéima tamo, gdje su duZine poligonskih vlakova od 50—200 km.

Za naSe prilike i ranije navedeni instrumentarij ova metoda nije viSe
ekonomiéna obzirom na toénost, koja se od ovakovih radova zahtijeva.

Kod rada priborom za.preciznu poligonometriju i opti¢kim mjerenjem
duzina postavljamo vlakove unutar mreze III. reda, kod nas u Gauss-Krii-
gerovom koordinatnom sistemu.

Ova okolnost, kao i sama metoda mjerenja i pribor, izaziva u mjere-
nju duZina pogreske sistematskog karaktera, koje je Forstner ozna&io kao
pogreSke mjerila. Ove pogreSke su uglavnom dvojake:

1. sistematske ravnomjerne i

2. sistematske neravnomjerne.

U prvu skupinu spadaju:

a) Sistematske pogreSke uslijed razlike u horizontu projekcionog
sistema (linearna deformacija sistema i razlika nivoa). Ove se pogreske
mogu racunskim putem ukloniti iz rezultata mjerenja prema poznatim
formulama za redukciju duZina na ravninu projekeije: i redukcijom na
niveau — plohu mora.

b) Mjerale letve sadrZe u sebi male nesuglasice preostale poslije kom-
paracije. U nasim prilikama i ne dolazi do komparacije, jer nemamo ure-
daja za komparaciju ovakovih letava. Ovo izaziva stanovite pogreske siste-
matskog karaktera. Inace, kad bi imali certifikat komparacije mogli bi ove
pogreske racunskim putem ukloniti iz rezultata mjerenja.

U drugu skupinu spadaju:

¢) Poligonsku mrezu prikljuéujemo na trigonometrijske tocke &iji po-
loZaj smatramo bespogresnim, a to u stvari nije ispunjeno i prema tome
unose se u rezultate linearnih mjerenja pogreske sistematskog karaktera,
ali neravnomjerne i ove ne moZemo ra¢unskim putem ukloniti.

d) Kod optitkog mjerenja duZina terestri¢ka i boéna refrakcija jedno-
strano djeluju na rezultate mjerenja, a to su uzroci &ije zakone djelovanja
i veli¢inu ne moZemo odrediti, te prema tome ti uzroci unose u rezultate
linearnih mjerenja sistematske pogreske neravnomjerne naravi, koje ta-
koder ne moZemo racunski eliminirati.

Sve ove pogreske zajedno &ine pogreSku mjerila, koju éemo u daljnjim
tumadenjima oznaéiti sa dm.

Sistematske pogreSke u mjerenju kutova su u nafem sluéaju upotre-
bom poligonalnog pribora i prisilnim centriranjem svedene na takovu
mjeru, da moZemo smatrati da se prakti¢ki nalaze unutar granica slu¢ajnih
pogreSaka u mjerenju prelomnih i paralaktiékih kutbva.

Forstner je poSao od osnovnih razlaganja Dr. Eggerta i uveo ovu po-
greSku mjerila kao novu nepoznanicu u izjednadéenje poligonskog vlaka, ali
Jje uveo i novi pomoéni koordinatni sistem, &ija je abscisna os paralelna sa
dijagonalom vlaka L, pravilno smatrajuéi da matematski izvodi Eggerta
vrijede za bilo koji koordinatni sistem, pa i za ovaj, kojega ¢emo nazvati
1,g-sistem (slika 1). :




U daljnim tumaéenjima navedene oznake znale:

I

mjerene duzine strana

njihove vjerovatne popravke

mjereni prelomni kutovi

njihove vjerovatne popravke

koordinate poligonskih toéaka u pravokutnom koordi-
natnom sistemu premjera

koordinate zavrSne toCke vlaka

koordinate toéaka u l,q-sistemu obzirom na teziSte kao
ishodiste

koordinate tofaka vlaka obzirom na pocetak vlaka kao
ishodiste

koordinate teziSta u 1,g-sistemu

koordinatne razlike

popravke koordinatnih razlika

odstupanja poosi XiY

uzduzZna i popre¢na odstupanja u poligonskom vlaku
broj tofaka u vlaku, ukljuéujuéi pocetnu i zavrinu
to¢ku, odnosno broj svih prelomnih i veznih kutova
kutna nesuglasica u vlaku

koordinatne nesuglasice u vlaku prije eliminiranja
kutne nesuglasice.
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U citiranom ¢lanku Dr. Eggerta - jednadZbe pogreSaka u poligonskom
vlaku prestavljene su formulama oblika (1):

[v] + wp =0

[24]+ p = +o=0 |
Ax

; A Lol e G Sl )
_Tl]+?[(y"-—yi)vi] + o, =0 ‘

Uvedemo li koordinate teziSta vlaka [ff] =¥, i%]= Xo i koordinate
to€aka vlaka obzirom na teZiSte kao pocetak (y;, — yo) = #; i (x; — x,) = §&; ,
te ako uzmemo u obzir da kutna odstupanja podijelimo predhodno pod-
Jednako na sye kutove u viaku gornje ¢e jednadZbe poprimiti ovakav oblik:

(v] =0

By o o byes i iod
szl Q[g] £, =0

(2)
axl, 1 -
SZ!+?[TIV]—f;-—0

Na slici 1. prikazan je poligonski vlak u pravokutnom koordinatnom
sistemu projekeije i u t. zv. 1,g-sistemu. Koordinate toaka u l,g-sistemu
radunamo po formulama transformacije:

I'= (y;—y) sing + (x;—x) cos 9 |

‘ . D (3)
q = (y;—yi1) cos@ — (x; — x,) sm(p]

Gdje su y, x, koordinate pocetka vlaka, a ¢ se racuna po formuli:

- 18yl

Prema tome ovo su koordinate, koje se odnose na poéetnu to¢ku u
laku kao koordinatni poletak. Koordinate teZiSta vlaka nalaze se po
formulama:

i1
n
¢V

n

ln —
[1!] — ]!: + lr2 + 1’3 + e
9o =
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Na temelju toga €e koordinate pojedinih to¢aka vlaka obzirom na te-
_ ziSte kao koordinatni pocetak biti:

L=1—1 : 91 =91 —
Lb=1s—1 de = g2 — 9o
L=k q, =g, —do
=8 [l =8
Analogno formulama (2) biti ée jednadZbe pogreSaka za lq sistem:
vl =0

[ATqA]— :,[1 v]—f =0 I

A1 | il Loty o ol (A )
[?-1]+F[qv]—fl:0 |

gdjesuf, if, linearno uzduZno i linearno popreéno odstupanje u poligon-
skom vlaku, a rafunaju se takoder po navedenim formulama transfor-
macije:

f=1f sing + f cos @ }
' X (5)
fq — f)_ cosp—f sing

Ranije navedena pogreSka mjerila djeluje proporcionalno duZinama
strana, i ako je uvedemo u jednadZbe pogreSaka, poprimiti ée ove slije-
deéi oblik:

[v] =0
A
[?qz] — 2 [1v] + Aol dm — £, = 0 ‘

Al 1 iy
[—51] + o [av]+@ldm—5 =0 I

U jednadZbama (6) [Aq] = 0, a koeficijenti uz nepoznanice pred-
stavljeni su u tablici 1.

Tablica 1
|
P S S PR ‘ B || Ay fam o . kore: | koefl,
! |
1 1 [ 1 R e — st -3 | & | e
. | five| [ £ |
W A | 1|
LI G R 2 Xyl ﬂ-i‘"- PR .y, (=2 f| iz | k | a
e e | GeCIEA e oy 20l [} ™
: ' Ay | 41 | 41 ] B 1
S el L G U Al Zh L = |41 § | pe-ilie| ks | b
] o |,9 5| & | s, ] B el
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Radi jednostavnosti postavit éemo da su koeficijenti uz nepoznanice u

prvoj jednadzbi »ce u drugoj »a¢, a u treéoj »b«. Ako pretpostavimo da

smo prelomne kutove mjerili jednakom toénoS¢éu t. j. sa srednjom po-

greskom my, a duZine sa srednjom pogreSkom m. ,to ¢e teZine biti pred-
stavljene formulama: -

=3 = 3
% pﬁ I meﬂ ] B = mﬂa :
m? = s, gdje je u srednja pogreSka jedinice duZine. Ako jednu i
drugu gornju formulu pomnoZimo jo§ sa u*, bit ée teZine izraZene jed-
nadzbama (7): :

w 1
~ =, A R S
L P, @)

s
Pomoéu tablice 1 ratunamo koeficiente normalnih jednadzbi, koji ée
glasiti: :

Pg =

mgﬁ Aldq s mgﬁ
[cc] = n w5 [ab] = l‘—sa'— m-_] + [lgl re
2

A A m
[aa] = l—%—‘i m?,] + [ —bf lac] = :) 0 =8

A141 m*; 1
[bb] = [ 2 m?, ] + laql _O'; [be] = v [q] =B

Prema tome ée normalne jednadzbe korelata biti:
[celky ! . - s el
. laalky + [ablks + . —f =0
[ab] k, + [bb] k; +[Alldm —f, = 0
- - [A]] Ky . A =]
Iz ovih normalnih jednadbi odmah moZemo sradunati:

(8)

ey e rp L E e e

_ 11 _ [ab] fq
dm = a1 SR | R . (10)

JednadZbe popravaka su, prema teoriji pogreSaka, prestavljene for-
mulom u opéenitom obliku:

v:%{ank1+bnk2+cnk:;+....) SRS B
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Za nas$ sluc¢aj moZemo napisati
V= % (ck1 + akp + bkg)

pa ¢e popravke kutova i duZina biti:

ol Sl f, . 4q,
Yo o g e

(12)

Sa ovim popravkama kutova i duZina popravili bi sada sve mjerene
prelomne kutove u vlaku i sve mjerene duZine, i tako radunali definitivne
koordinate poligonskih toéaka. Medutim mi u praksi tako ne radimo, nego
raéunamo popravke koordinatnih razlika. One se racunaju po formulama:

£.1
S

ddx’ = iAx—d—”ﬁy
5 4

ddy’: 4y+ '(—ioiﬁx

(13)
\

Popravke smjernih kutova d) ragunamo po formu.lama.:
do, = vy dvn-—‘.v;+v2+...+v.,
d‘l’g =v:+ Vv
Uzevsi u obzir i pogreSku dm biti ée popravke koordinatnih razlika
prestavljene jednadZbama (14)

&5 fq Aql mgs e i=n E._Jﬁ
ddy, = [aa]{ e 4y [li]i=1 P tﬂx}-}-dmdy

(14)
do
ddx.: f"I l ql

1™ Taa] | s

m!
de + [ll] 1

m% |
- -4 ’ d A
0 y l + dmdx

Oznadimo popravku duZina sa h:

g P
" [ag) &ilig2 !
a popravku pravea sa g:
=i fq m? =
8= T o= L4,

to moZemo jednadZbe popravaka koordinatnih razlika napisati ovako:

ddy = hdy + gdx + dmdy | (15)
ddx = —gdy + hdy + dmdy | ~. = °
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s

Za kontrolu mora biti:
[ddy] = £,
[ddx] = £,
U jednadZbe (15) ulazi nepoznanica dm, koju mozemo racunati po for-
muli (10). Medutim vlak se izjednaduje obzirom na toénost mjerenja, pa

se prema tome ova pogreSka moZe racunati iz preostalih pogresaka poslije
ratunanja popravaka h i g. U tom ée slu¢aju biti:

dm[dy] = £ —[thdy + gdx)] = | i
; ! 16
dm[dx] = f, — [(—gdy + hdx)] = f, }
; 1=
d > PR OIS S ) T

m= Gy T @

Veli¢ine 1’ i ¢ mogu se rac¢unati po formulama (3). Medutim one se
" mogu dobiti i grafiékim putem, budu¢i da za njihovo poznavanje nije po-
trebna veéa to¢nost od 10 m. Prema tome se nacrta poligonski vlak u po-
godnom mjerilu (1 :10.000 ili 1 :25.000, najbolje na milimetarskom pa-
piru). Iz ovog se crteza graficki oéita 1’ i q. ' -
Srednje pogreSke mjerenja kutova za razne instrumente raunaju se
prema podatku instrumenta i broju girusa i za neke instrumente iznose:

| m2, |
Instrument Broj girusa | [ mg
| |
Redta, Th W .| bez prisiluog centriranja, 1 girus ‘ _;- G 2
Redta, Th 1V sa prisilnim centriranjem, 1 girus i _’10 % o
PV a0 [ e = e
Th 11, ThC i ThD | sa prisilnim centriranjem, 3 girusa | 7 S 28 G
|

Srednja pogreSka mjerenja duzina je za direktno mjerenje vrpcama,
Zicama, instrumentima s klinovima kao Redta, Dimess, Wildove i Kernove
naprave za precizno opti¢ko mjerenje duzina prestavljena formulom:

Hicaw o oW e o At s (3 g
gdje je u — srednja pogresSka jedinice duZine: — a moZemo je sracu-
nati po formuli:
f.

= —=
Vis]
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Na temelju podataka iz niza poligonskih vlakova moZemo za stanovitu
metodu mjerenja duZina i za odgovarajuéeg opservatora sradunati pro-
sjeéno u i kao takovog uvoditi u daljnja raéunanja.

Medutim kod mjerenja duZina bazisnim letvama, gdje prema velidini
poligonske strane primjenjujemo odgovarajuéi naéin mjerenja i postavlja-
nja letve, srednja se pogreSka m. mjerenja duZina odnosi prema samoj
duZini nepovoljnije, nego 5to je dano u gornjem odnosu.

U tablici 2 navadamo ove srednje pogreSke svrstane tabelarno, gdje
se podrazumijeva da je s u hektometrima.

Tablica 2

Letva Naéin mjerenja Strane | o,

| |

| - »
3 m basizna letva na kraju II X 157 #°
Zm pol. strane | + 2.40 g
8 m | basizna letva u sredii [ + 057 &
Zm pol. strane ' + 084 &
3 m_ pomoéna baza na kraju £ 0.40 &'
2 m pol. strane B = \ Is + 047 &

_._._l e I — - SN P ; — —

3 m pomoéna baza u sredini £ 0.24 8
2 pol. strane B = \ Is I + 0.28 !

Za duzine strana, koje rafunamo pomoénim poligonskim vlakom bit
¢e srednja pogreska prestavljena formulom za srednju uzduznu pogresku:

m? A1-4
A R
0 s
Ako predpostavimo da je poligonski vlak ispruZen t. j. g = O bit ée
M2 = [-‘1_1--24!- m?, I i tp L)
s

Ako su u pomoénom poligonskom vlaku i strane priblizno jednake onda
je Al =8, a [Al Al] = (n—1) s y

M = (n—1) m®

(21)
Ml = m. \|| n_-]_

Izjednacenje je mnogo jednostavnije, ako su teZine mjerenih strana
izraZene recipronom vrijednoféu duZine strane, kako proizlazi iz formula
(7) i (18), jer se u tom sludaju moZe smatrati da je m, konstantno za &-
tav vlak. .
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Ako se srednje pogreSke mjerenih duzina moraju racunati prema
tablici 2 ili po formulama (19), (20) i (21), onda je ra¢unanje komplici-
ranije.

Ipak smatram, da bi u pogledu to¢nosti sasvim zadovoljilo, ako pred-
postavimo da smo i u sluéaju mjerenja duzina bazisnim letvama mjerili
duzine jednakom to¢noséu, tim vise Sto éemo vjerovatno projektirati poli-
gonske strane prosjetno jednakih duZina. Koeficienat x ra¢unali bi u tom
i,

Visl

U koliko smo ovim i nacinili pogresku, buduéi da je ona linearna uéi
¢e u preostale pogreske poslije izjedna¢enja t. j. u pogreSku mjerila, koja
se takoder raspodjeljuje proporcionalno koordinatnim razlikama,

sluéaju iz linearnog uzduZnog odstupanja u vlaku po formuli # =

(Nastavit ¢ée se)

Nasa mlada geodetska sluzba stoji pred vrlo velikim
zadacima. Na$ novi druitveni sistem, odnosno ekonom-
ska i politicka struktura tog sistema, stavlja pred nasu
geodetsku sluibu nove zadatke. Staro katastarsko pre-
mjeravanje nase povriine ne odgovara vise danasnjim
pofrebama. Naii geodeti moraju rijediti taj krupan
zadatak.

(lz ekspozea Moriala Tita prilikom pretreso prijedloga
opéedriovnog budieto zo 1949. g.)




