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Broj uslovnih jednazbi u triangulacionoj mrezi

Pofetkom Cetrdesetih godina u »Zeitschrift fiir Vermessungswesen«
bila su Stampana dva é&lanka posveéena pitanju o broju uslovnih
jednadzbi.

Prvi ¢lanak: »Uber die Anzahl der verschiedenartigen Bedingungs-
gleichungen in Triangulationsnetzen«. Von Heinrich Jung 1941 god.

Drugi €lanak: »Uber die Anzahl der Bedingungsgleichungen in be-
liebigen geodiitischen Netzen«. Von Ing. Danilo Blanusa Zagreb 1944, god.

Pisci ovih ¢lanaka dokazuju, da formule, koje se daju u udZbenicima
geodezije, za broj uslovnih jednadbi u triangulacionim mreZama, veé u
relativno jednostavnim sluéajevima mogu zatajiti, i daju za rijeSenje ovog
zadatka druge formule. ”

Pogledat éemo u ¢emu je stvar?

Prije svega navedimo napadnute formule, zadrzavsi oznake usvojene
od strane Junga i Blanuge.

Mjerenje pravaca:

B =2]1—1'—3p+4

P = 11— +1 |

Sl 1_2p_1_3 A T e (1)
St=#2 |

Mjerenje kutiova:

B =W—2p+4 |

P =1 1 —p+1 |

S —_ l__2p+3 i ------- (2]

St =W—21+T+p

gdje su: B = broj uslovnih jednadzbi figura, strana i horizonta.
e e i 5 figura
S=_, 5 5 strana
St=, % " horizonta
1 = broj sviju linija jednostrano i obostrano opazanih.
I’ = broj jednostrano opazanih linija.
P = broj tofaka (bez usamljenih)
W= broj kutova.



Sa ovim oznakama 2 1—1’ jednako broju pravaca
1—I' jednako broju obostrano opaZanih linija.

U takovom obliku ove su formule date u prakti¢noj geodeziji V. Vit-
kovskoga (drugo izdanje 1911. S. Peterburg str. 501 502.) no samo sa
drugim oznakama pri ¢emu kod izvoda ovih formula Vitkovski poéinje
rije¢ima: »Promotrimo prvo mrezu s jednom bazom (ili sasvim bez baze)
i bez usamljenih todaka.«

U istom obliku i sa istom primjedbom date su ove formule u nje-
madkom priruéniku Jordan-Eggert: »Handbuch der Vermessungskunde«
(I. Band 8. Aufl. Stuttgart 1935. § 67), pri ¢emu Jordan—Eggert uzi-
maju samo obostrano opazane linije.

Iskljuéenje usamljenih tofaka, t. j. totaka odredenih samo presje-
canjem naprijed ili samo presjecanjem nazad pomoéu unutarnjih vizura
(Potenotove totke) ima svog smisla. Ove tocke, kao pravilo, i ne uzimaju
se u obzir pri izjednagenju triangulacija visih redova. Za izjednadenje
ovih to¢aka obiéno se daju specijalna pravila.

Forme (1) i (2) ni Jung niti BlanuSa ne spominju, oni napadaju
samo promjenjene formule date u gore navedenom priruéniku Jordan—
Eggert, koje uzimaju u obzir i usamljene tocke.

Pravei:
B =2]1-1—3p+p+4 l
P = (I-1"—(p—p)+1 | }
S =1-2p+3 [ s (3}
St=2 \ '

Kutovi:

B =W—2p+4

P = (11)—(p—p)+1 |
S =1—-2p+3 g e et (4)
St =W+ (p—p')—21+V .

U ovim jednadzbama P znaéi broj sviju toc¢aka, ukljuéivsi i usamljene,
a p’ broj osamljenih tofaka (presijecanje naprijed i Potenot).

Za formule (4) Jung govori: »Ove formule u veéini sluéajeva, kod
kojih se one primjenjuju u praksi, dobro odgovaraju svojoj svrsi. Ipak
pri bliZem promatranju izlazi da je krug njihove primjene ogranien, i
da one veé u posve jednostavnim sluéajevima odkazuju. Cinjenicu, da
ovo nije bilo do sada ustanovljeno, moguce je protumaciti time, Sto su
spomenuti sluéajevi toliko jednostavni, da je za njih moguée lako doéi
do zaklju®ka i bez primjene formula (4), pa ih dakle nije bilo ni potrebno
primjenjivati.«



Ovi jednostavni sluéajevi izgledaju ovako:

sty st 2

Svi ovi sluéajevi po svojoj biti nijesu nikakove triangulacione mreze,
nego samo kombinacije poznatih zadaca praktiéne geodezije. Prvi i drugi
sluéaj je kombinacija presjecanja naprijed sa Potenotovim zadatkom.
Treéi spajanje dvaju presjecanja naprijed. Cetvrti kombinacija presje-
canja naprijed sa Hanzenovim zadatkom.

Kako sam veé spomenuo takvi se slucéajevi (kao pravilo) ne uzimaju
u obzir pri opéem izjednaéenju, nego se za svaki od njih daju metode rije-
Savanja i izjednadenja, ako postoje suvisSni pravei. Nikome od triangu-
latora nebi palo na pamet, da za ove sluéajeve primijeni opéenite formule
za broj uslovnih jednadzbi. U ovom slutaju je Jung potpuno u pravu,
pogotovo jer su formule (1) i (2) sastavljene bez ovih slu¢ajeva.

Jordan i Eggert, davajuéi formule (3) i (4), imali su u vidu pri-
sutnost usamljenih toéaka u triangulacionoj mrezi, ali ne i-spajanje jedne
usamljene totke sa drugom. Ovi sluéajevi u triangulacijama visih redova
nijesu dopusteni. Sumnjam da bi i u triangulacijama niZih redova nastali
ovakovi sluéajevi, moguée samo kod nevjeStog triangulatora. Osim toga
potrebno je napomenuti da se triangulacije niZih redova redovito izjedna-
¢uju po koordinatima. .

Da bi ukljuéili gore spomenute sluéajeve u opéenite formule (3) i
(4), Jung i BlanuSa su morali podijeliti geodetske mreZe u zasebne dije-
love, pri ¢emu su putovi, kojima su oni u svojim ispitivanjima isli, pot-
puno razli¢iti. Jung je obratio paZnju na to, da ako se u slikama 1 do 4
peveZu usamljene todke dopunskim mjerenjem jednoga kuta, da ée sve
biti u redu. Na osnovu ovoga on je stvorio zakljuéak, da u takovim slu-
¢ajevima treba date totke smatrati sastavljene od 2 mreZe ili uopée od
»n« mreza. Formule (3) i (4) izgledati ée onda ovako:

Pravei:

B =21 I 3p-+p,+4 .
P = (-')—(p-ps) +n
A A RN T R le A o (5)

St =2



Kutovi:

B = W—2p+4 i

P = (I-1')—(p—ps) +n

8 o =1=0p—niba- 1 L F. TSRt
St = W—21+1'+ (p—pv)

gdje je pe broj usamljenih to¢aka odredenih samo presjecanjem na-
prijed. Ako éemo primijeniti ove formule na gornja Cetiri sluéaja sma-
trajuéi da se svaki od njih sastoji iz dva dijela, 8to u stvari i jest, t. j.
n=2, dobit éemo ispravno rijeSenje.

Blanu$a prosiruje pitanje. On odreduje svoje formule za broj uslovnih
jednadzbi pomoéu druge metode, koja vrijedi za sve opéenite mreZe, a
he samo za mreze trokutova, kako je to naéinjeno u Jordan-Eggertu i
kod Junga. Blanu$a uzima jednu proizvoljnu mrezu bez predpostavke éak
da je ona geometri¢ki odredena izvrSenim mjerenjima pravaca. On uzima
samo jednu predpostavku, da je na svakoj tocki mreZe i mjeren ili nijedan
ili barem dva pravca, jer jedan pravac nema nikakvog smisla. Pomoéu
jedne duhovite metode BlanuSa izvodi ovakove formule:

Pravei:
B =21—1'—3p+prt+4 |
S = 1—2p—p —l—p‘__,_s_+_s ‘ ....... (7}
St=2 !

Kutovi:

B = W—zg"“i

P = (—1)—(p—p’) +s

S — 1_2 E ‘1“4(p‘—"‘pr) .......
St = W—2 H-1'+ (p—p»)

gdje je »s¢ broj djelova geodetske mreze. 1z sravnjenja Jungovih i
BlanuSevih formula izlazi da je:

8= n—(p'_pv )

p’ = broj svih usamljenih tocaka, a ps = broj totaka dobivenih presje-
canjem naprijed, prema tome (p’—ps ) jest broj potenotovih toaka. Dru-
gim rije¢éima Potenotove tocke je Jung smatrao kao zasebne mreZze, a
Blanusa nije.

Za pravce po njihovom misljenju transformacija formula bila je za-
vréena, no Sto se tide kutova iznikla je nova poteSko¢a. Ako dopustimo,
da na nekim totkama nije opaZan jedan ili nekoliko kutova, dobit éemo
odredeni broj grupa pravaca, pri ¢emu ove grupe nisu medusobno pove-
zane. Kao ilustracija ovog sluéaja mogu posluZiti mjerenja izvrSena sa
&etiri prozora crkve. :
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Ovdje imamo ¢etiri grupe nepovezanih pravaca, oznafenih na slici
rimskim brojkama. Triangulator je uéinio pogre$ku ne povezavsi ove
grupe. BlanuSa ove grupe kalsificira. Grupu, u koju ulazi barem jedna
obostrana opazana linija BlanuSa naziva prvom klasom; grupu, u koju
ulaze samo jednostrano opaZane linije — drugom klasom. Na slici 5 ima
tri grupe prve i jedna druge klase. Da bi ove grupe medusobno povezali,
neophodno je potrebno izmjeriti minimum tri nova kuta. BlanuSa klasi-
ficira i ove kutove. Kut koji veZe grupe prve klase on naziva kutom prve
klase. Kut, koji veZe grupu prve klase sa grupom druge klase, ili dvije
grupe druge klase on naziva kutom druge klase. Broj kutova prve klase
oznaluje sa g, a broj kutova druge klase sa g Na slici 5 g.=2, gv=1,
medutim moZzemo smatrati i gi=1, a g:=2.

Slika 5

Jung ne klasificira kutove. Kod njega je broj kutova neophodan za
vezu oznacen slovom g. Na sl. 5 g=3.

Vezu izmedu BlanuSevog »s« i Jungovog »n« dobit éemo po formuli:
s=n—(p'—p+)—g:

Dakle formule za broj uslovnih jednadzbi pri mjerenju kutova biti
¢e ovakove:

Blanusa:
=W—2p+4 ;
P = (I—')—(p'—ps) +s—g
S =12p—(p'—Ppy)—e—@+4 | o
St = W—21+I+(p—p) +g |

gdjejeg = git+g:
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Jung:
B =W—2p+4 ‘
P = (I-')—(p—pv) +n—g
S =1—-2p—n+4 I e s
St = W—21+1 + (p—ps) +8 |

Obadva pisca uéinili su ovdje jednu principijelnu pogreSku smatra-
juéi, da se slu¢aj koji mi pretresamo ne moze desiti pri mjerenju pra-
vaca. Ovaj sluéaj uopée treba tretirati kao nedopuStenu pogresku trian-
gulatora, koji se moze pojaviti i pri girusnoj metodi i pri mjerenju ku-
tova. Svaku zasebnu grupu na sl. 5 moZemo mjeriti pomoéu jedne ili
druge metode (girusi, kutovi). Dakle za ovaj sluéaj treba promijeniti i
formule za pravce.

Ali sada nastaje pitanje, dali je potrebno uopée mijenjati formule,
koje sluze za odredivanje broja uslovnih jednadzbi? S teoretskog gle-
dista na ovo pitanje treba odgovoriti pozitivno. Naravno da je veoma
korisno imati formule, koje obuhvaéaju sve moguée slucajeve. No ovom
uvjetu ne odgovaraju ni formule predloZene od Junga ni od Blanuse.

Na primjer: svaki bazis izmjeren u triangulaciji, osim jednog ne-
ophodno potrebnog, daje jednu uslovnu jednadzbu bazisa. Ostavljen u
sredini prostor ne popunjen trokutovima, daje Eetiri nove uslovne jed-
nadZbe i to: jednu strane i tri t. zv. poligonske uslovne jednadzbe — S§i-
rine, duljine i azimuta, ako se izjednaenje vrsi na sferoidu; ili apsise,
ordinate i smjernog (direktionog) kuta za izjednadenja na ravnini. Kod
toga azimutalnu uslovnu jednadzbu (odnosno direkcionog kuta) moZemo
zamijeniti figurnom jednadzbom datog poligona. U ruskoj geodetskoj lite-
raturi usvojen je termin figurne uslovne jednadZbe baS zbog razlike od
ovih poligonskih uslova. Interesantno je da formule za broj uslovnih
jednadzbi obuhvaéaju i poligonske uslove. Jednadzba azimuta (smjernog
kuta) pojavljuje se u broju figurnih, a Sirine i duljine (apsise i ordinate
u broju jednadzbi strana. Medutim ove su uslovne jednadZbe posve dru-
gog karaktera. Njihovo stvaranje zahtijeva veliki racunski posao. Osim
toga Blanusa i Jung smatraju da triangulaciona mreZa moZe biti podije-
ljena; kod Junga na n zasebnih dijelova, a BlanuSe na s dijelova. Ovdje
treba primijetiti da se u praksi nikad ne izjednaéuju zajedno mreZe, koje
nisu medusobno povezane. Ba$§ obrnuto — u nekim se sluéajevima, radi
olakSanja rada i ustede vremena, previse velika mreZa izjednacuje se po
dijelovima. U ovom se sluéaju pojavljuju novi t. zv. prisilni uslovi na gra-
nicama mreze. ‘

U viSoj geodeziji Krasovskog i Danilova (svezak I., odjel 9 str. 149
—169 Moskva 1938) pri sastavljanju formula za broj uslovnih jednadZzbi
isto nijesu uzete u obzir usamljene tocke.

Daleko sam od pomisli da su ¢lanci Junga i BlanuSe suvisni. Ba$ obr-
nuto, ja pozdravljam ove, s teoretske tocke glediSta, vrlo interesantne ra-
dove, i preporu¢am svakome geodetu da se s njima upozna i da ih prouéi.

Ali moje je misljenje, da nije potrebno ove formule uvoditi u praksu,
posto’i onako ne obuhvaéaju sve moguce slucéajeve. Ja bih se zadovoljio
sa formulama (1) i (2) uz navedene primjedbe, kojima moZemo dodati
jo§ jednu: »Smatra se, da su na svakoj tocki vezani svi pravei (kutovi).«





