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РЕШЕЊЕ НОРМАЛНИХ ЈЕДНАЧИНА У ВИШЕ ГРУПА

(ВАВРШЕТAI{I)

6° ... Неодређено решење нормалних једначина у бише
група

Ј .. Основи начина ... Како смо видели из неодређеног ре
шења нормалних једначина у две групе2), з11 трансформирање
коеф-ата друге групе нормалних једначина потребно је нани вред
ности којеф-ата неодређеног решења прве групе нормалних једна
чина, после чега помоhу једноставних рачунских операција уврш
ћених у просте и хомогене формуларе долазимо до општег нео
пређеног решења целог почетног система нормалних једначина,
који обухвата обе њихове групе.

Ако би ван система нормалних једначина за прве две групе
постојале још неколико нових условних и одrоварајуhих нормал
них једначина, које нису узимане у обзир при првом изравнавању,
онда би мог !!И гру писати их у засебну групу и њу, сматрати
према претходном систему, као другу групу. А пошто је први си
стем од две групе веh добио своје опште неодређено решење,
то ништа не стоји на путу да помоhу којеф-ата тог неодређеног
решења трансформишемо којеф-те нове групе нормалних једначина,
трене по реду,· и да нађемо неодреlјено решење целокупног си
стема од три групе нормалних једначина.

Овај систем неодређеног решења поново можемо сматрати
као решење прве групе и помоhу његових којеф-ага трансфор
мираги којеф-те нове, четврте по реду, групе нормалних једна
чина.

И тако редом, докле не буду исцрпљене све нормалне једна
чине целокупне тријангулацијоне мреже која је узета за изравнв-
вање. ·

При томе потпуно је једнако, да ли је нова група нормалних
једначина хотимично изостављена из првог изравнавања, или она
улази у изравнавање због нових мерења, односно проширења пр
вобитне мреже.

Последња околност придаје нарочиту важност начину нео
дређеног решења нормалних једначина, јер, у вези са изравнава-

1) Ви.11и Геоw. в Геод. Гласник, 1940, св. 3, стр. 177-194; св. 4, стр. 237 •263.
и св. 5, стр. 297-315.

') Геок. и Геод. Гяасввк, 1940, св. 4.
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њем у више група, она омогућава· обраду и изравнавање мерења
на тријангулациоиим мрежама упоредо са њиховим напредовањем,
не очекујући потпун завршетак целокупне мре же. Добивени си
стем неодређеног решења допушта рачунање свих елемената до.
вршеног дела тријанrулационе мреже са тачношћу, која потпуно
одговара свима мерењима у практичне сврхе.

Према горе наведеном неодређено решење нормалних једна
чина у више група састоји се у следећем:

.1) ... из општег система условних, односно нормалних јед
начина, одваја се једна њихова група, чије се неодређено решење
може наhи на најпростији начин;

2) ... остале нормалне једначине деле се према практичним
околностима и разлозима на више група, које следују у одређе
ном и поступном реду; •

' 3) .. трансфориирањем којефицијената прве одвојене групе нор
малних једначина а помоhу којеф-вта неодређеног решења почетне
групе нормалних. једначина, и њеног неодређеног решења добива
се опште неодређено решење за прве две групе;

4) ... на исти начин О!Ю опште неодређено решење проши
рује се прикључком нове, друге по реду, .групе из осталих си
стема нормалних једначина и тако редом, док све нормалне јед
начине не уђу у изравнавање.

1/.. Питање везана ва практичну иримену начина. Начин
неодређеног решења у више група, како се види из увода (1°)~
тек је после светскога рата почео да се примењује у пракси.

Потпуно је природно да се при првим покушајима те приме
. не ишло оним путевима, који су били први пронађени. А да ли
су они најкраћи и најпогоднији за практичну употребу, то није
још дефинитивно утврђено.

hнж. ]. Крнсован са својим сарадницима успео је да доврши
решење 559 условних једначина али са 92 поступна приближавања.

• Практична примена начина, коју је описао Н. Boltz у· својој
расправи, наведеној у опасци бр. 6, дао је само пример на израв
навање мреже од 39 троуглова са 48 условних, односно, нормал
них једначина. Нарочитих и потпуно поузданих правила за систе
матску примену начина за мрежу произвољну по броју троуглова
није могуhе поставити на основу овог примера.

Из извештаја директора Пруског Геодетског Института о
његовом раду за године 1926-1937, када се изводило по начину
Болца изравнавање целокупне првокласне мреже Немачке, може
се. наслутити да је његова примена наишла на извесне препреке
и тешкоће, које су биле савладане тек онда, кад је Болц допу
нио начин развијања новим начином замене.

Испитивање болцеовоr начина руским геодетима показало је
низ практичних препрека за његову широку и поуздану примену.

Моје искуство при решавању по начину Болца 130 нормал
них једначина такође је стављало многобројна питања практичне
природе, која је требало решавати у току самог рачунског рада
и која су, наравно, успоравала њихово напредовање.

Из анализе постојеће литерат~ре о начину неодређеног ре-

t.
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шења у више. група и прсма сопственом искуству његове прак
тичне примене може се утврдити најважнија од тих питања, од
чијег решења зависи у главном усвајање начина као основног за
изравнавање првокласних тријангулацноних мрежа.

Ова питања су следећа:
1) ... Избор условних, односно нормалних једначина за прву,

почетну групу и начин најпростијег и најбржег њеног неодређеног
решења.

Ово питање може се сматрати, после објављених радова са
мог Болца (опаска бр. 6), К. Friedrich'a (оп. бр. 10), \,\,. [еппе (оп.
бр. 12) и мог досадашњег чланка, доста расветљеним и у знатној
мери решеним. Јасно је да за прву групу треба изабрати оне у
гловне услове, којим одговарају нормалне једначине, чије неодре
ђено решење се налази у објављеним таблицама Болца и Јенне.

Објављивање нових, већ израчунатих таблица, као што су
моја и њихова допуна таблицама за компликованији систем углов
них услова, увећавати he број условних, односно, нормалних јед
начина, које се могу одвајати за почетну групу.

2) ... Начин поделе осталих једначина у групе, које се по
ступно прикључују ка почетној.

Ово· питање је сложено и зависи од решења низа других,
и то:

а) ... да ли је могућа подела целокупног општег система
условних, односно, нормалних једначина на неколико одвојених
једна од друге групе, које би се решавале у неодређеној форми
потпуно независно с тиме да би се могла њихова неодређена ре
шења спојити и травсформирати у неодређено решење целог си
стема једначина.

Први је поставио ово питање инж. Ј. Кржовак у расправи
наведеној у опасци бр. 7. Предложено решење претвара директни
начин неодређеног решења у начин поступног приближавања.

Позитивно решење дао је Болц у предложеном начину за
мене. Али овај начин само делимично решава постављено питање,
ограничавајући број независних група на три и претварајући прак
тички, при спајању добивеиих неодређених решења трију независ
них група, начин неодређеног решења у начин бројни.

Од моје стране је разрађен начин поделе целокупног система
условних, односно нормалних једначина,. на низ релативно малих
независних група и начин спајања њихових делимичних неодре
ђењих решења у општи систем неодређеног решења,

6) ... Какав је број једначина у осталим групама, осим почетне,
који би био најцелисходнији за практичну примену. ,

Решење овог питања у првом реду зависи од начина транс
формирања којефицијената сваке од следећих по реду одвојених
група једначина а у вези са изумом целисходног формулара за
неодређено решење општег система једначина, оног формулара,
који је наведен. као пример, под бр. 4 на стр. 259 мог чланка.

Моја истраживања доводе до закључка да је најпрактичнија
подела на групе она, кад свака следећа група има само једну јед
начину. У овом и само у овом случају могуће је задовољити јед-
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ним формуларом бр. 4 при рачунању неодређеног решења целог
система једначина, који се деле на више група. Уз то рачунање
система помоћних корелата постаје најпростије, као и трансфор
мирање којефицијената једначина наредне групе.

Рачунане помоћних корелага и трансформирање којефиције
ната нормалних једначина наредне групе остаје просто и онда,
кад се број једначина наредне групе пење на две и три. Али у
овом случају поделе на групе прикључење сваке групе тражи за
рачунање засебан и одвојен формулар бр. 4, што знатно повеhава
обим рачунских операција.

Повећање броја једначина у групама више од три компли
кује све више како рачунање помоћних корелата, чији се број,
група повећава упоредо са бројем једначина у групи, тако и транс
формацију којеф-ата једначина. Осим тога неодређено решење
трансформираних једначина се изводи по алгоритму Гауса (форм.
бр. 2 на стр. 244), док у претходним случајевима за ово решење
могу се искористити много простији начини.

3) .. Тачност (о броју децимала) са којом треба вршити ра
чунање којеф-ата неодређеног решења.

Ово питање веома је важно за практичну примену начина,
јер свако повећање на једну децималу у траженим вредностима
при венем броју једначина у општем систему огромно повећава
рачунски посао.

У постојеhој литератури није објављена ни једна рвсправа
по том питању.

Према томе, што таблице за неодређено решење система
угловиих једначина објављених од стране Болца и Јенне ограни
чавају вредности којефата неодређеног решења на пет децимала,
може се доћи до закључка да у пракси Пруског геодетског инсти
тута ова тачност одговара тачности коначних резултата.

Међутим и руски rеодети у њиховим испитивањима неодре
ђеног решења у више група као и ја констатовали смо да је ра
чунање са пет децимала довољно за решење са одrоварајуhом тач
ношhу не за више но за систем од тридесет нормалних једначина.

Ова околност приморала ме је да при решењу 130 нормал
них једначина, прво - прерачунам таблице којеф-ата за неодређе
но решење угловних једначина, повећавши број децимала до седам;
друго-поновим неодређено решење система од првих 30 једначина
да би се добио резултат са седам децимала и треће-да тражим на
чин повећања тачности резултата рачунања без даљег повећања
броја децимала, јер је постојала бојазан да не би за потребну тач
ност резултата при систему већем од 100 једначинајбидо довољно
рачунати са седам децимала.

Ово смањење тачности резултата рачунања при решавању
нормалних једначнна мора се осетити и при употреби алгоритма
Гауса. Али пошто се је тим начином решавао обично ограничен
број једначина није постојао практични разлог за проучавање те
појаве.

Моја истраживања довела су до општег решења постављеног
проблема и омогућавају уз рачунање малих ·поправака искоришпа-
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вање таблица и вођење рачунања са мањим бројем од лет деци
мала у изразима вредности којеф-ата неодређеног решења почет
не групе.

4) ... Начин контроле рачунских операција.
Како је познато, изравнавање, односно решавање условних

једначина (или једначина грешака), ма којим је начином изведено,
тражи многобројне, мада и једноставне, рачунске операције, чији
резултати су повезани међусобно тако, да свака грешка у једном
од њих утиче на следеће резултате, чинећи их неупотребљивим,.
а потрошени рад - узалудним.

Зато поступна, непрекидна и свестрана контрола рачунских
радњи постаје нераздвојен део сваког начина изравнавања.

Због своје новине овај начин неодређеног решења у више
група нема још потпуно разрађен систем контроле, који је непо
средно везан за изабрани рачунски поступак и о дговарајуне му
формуларе.

Н. Boltz у својој расправи, која је обележена у опасци бр. 6,
веома је детаљно разрадио систем контрола у свим појединим
деловимама примера изабратоr за изједначење.

У одељку 4u извео сам многе контролне формуле у две
групе које важе и за изравнавање у више група.

За практичну примену потребно је, а у вези са рачунским
поступком, изабрати од постојећих или извести нове такав број
контролних формула и одг оварајуних контролних рачунања. који

...би с једне сгране најкраћим и, дакле, најпростијим и најбржим
путем контролисао сваки део рачунања, чији резултат утиче на
правилност резултата наредних рачунских радњи, а с друге-давао
потпуну сиrурносг ваљаности контролних операција.

5) .. о начину оцене тачности изравнатих величина и оних
које су улазиле у изравнавање, као и њихових функција.

Отступања условних једначина, израчунате вредности коре
лага и поправака праваца, односно, углова довољна су за оцену
тачности на начин уобичајен за свако изравнавање.

Али начин неодређеног решења пружа, као што смо већ на·
гласили у општим примедбама одељка 4°, нове могућности за де
таљно проучавање тачности свих величина, које улазе у изравна
ње и резултата истог, као и њихових функција тиме, што су које
фицијенти неодређеног решења непосредно везани за којефицијенте
тежине. При рачунању по алгоритму Гауса којеф-ти тежине ра
чунају се посебно и упоредо са основним рачунањем. Зато, обично,
да не би компликовали и без тога сложено рачунање, испушта се
одређивање вредности којеф-ата тежина, тим више што се они
односе на поједине, понекад вештачки издвојене, делове тријан
гулациоие мреже изабрате за изравиавање, који се спајају помоћу
фиксних услова. Пг следњи мењају тачну поделу и вредности по
правака и онемогуhују потпуно исправну оцену тачности.

Због свих ових околности начин неодређеног решења ствара
нову област за свестрано испитивање и проучавање тачности н~
само мерених величина него и самих начина мерења, што му
даје нарочиту вредност.
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ll/... Постигнути резултати и правац у којем се риввија начин.
Како смо вен споменули начин неодређеног решења у више

група био је примењен у пракси већ три пута: при изравнавању
чешке основне катастарске тријангулационе мреже под руковод
ством инж. ]. Кржовака и по његовом начину поступног прибли
жавања; од Пруског геодетског института за реамбулацију и израв
навање првокласне тријангулацијоне мреже Немачке под руковод
ством и по начину професора Н. Войг'а и, најзад, од мене ради
изравнавања релативно малог дела реамбулиране и попуњене ау
стро-угарске првокласне тријангулације.

Сами факат да су ови мање или више обимни и значајни ра
дови доведени до краја, сведочи да су питања побројана у прет
ходном одељку била решена, делимично или 'потпуно, а у правцу
који је изабрат у почетку рада. Да ли су та решења најцелисход
нија и најсређеније виде he се тек онда, кад то буде у довољној
потпуности објављено, што није још случај.

Ван сваке је сумње да ве најопсежније расправе објавити Пру
ски геодетски институт, једна од виђенијих геодетских научних
установа, где ради релативно, многобројан персонал, са опширном
и озбиљном научном спремом под руководством признатих гео
детских капацитета. То се види и по вен објављеним радовима
Болца и Јенне.

У садашњем свом чланку тежим да дам сисгемагизаџију по
стојећег и објављеног материјала и оних резултата личног истра
живања, до којих сам дошао на основу теоријских расматрања и
стеченог практичног искуства.

Овогодишњи свој чланак ради његовог заокружења заврша
вам излагањем само једног начина неодређеног решења нормал
них једначина у више група, и то најпростијег: начина поступног
прикључка ка почетној групи по једној новој једначини из општег
система нормалних једначина.

Расправљање осталих питања, побројаних горе, која нису
додирнута у садашњем чланку остављам за доцније, ако уредни
штво часописа не откаже своје љубазно гостопримство на њего-
вим странама. •

IV... Начин иостуиног прикључења ио једној нормалној јепначини.
Пошто при сваком прикључењу новој једначини ка претход

ној групи чије је неодређено решење вен нађено претставља по·
нављање неодређеног решења у две групе, то сви обрасци изве·
дени у делу 4° чланка, имају вредност и за овај случај са том
променом да се односи на нарочити случај, кад је број једначина
друге групе 712 једнак са Ј. Формуле, које се односе на прву
групу, и то, - (52), (53), (54), (55) остају, наравно, без промене.

Препишемо за наш нарочити случај обрасце који се односе
на другу групу.

Нормална једначина за другу групу и нео дређено решење
за њену корелату к, биће следеће:

(85) а1; к,+а,.2 к2+ ... +atn кп+а, 1к,+w(·"О
(85*) к1 = <р1•1 W, + <р1•2 \.\'2 + ... + <Рt·п W11 + <р/'/ К1
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Трансформирана нормална једначина (85) имаће облик, -
(86) .. А1 к1 + W1 =0.
За рачунање једине групе помоћних корелатв служе обрасци:

P1 •1=f1·1a1·1+f1·2a,.2+· ·. +f 1·па, п
P1•2=f2·1a1·1+f2 2а1·2+· • .+f2·па1·п

(87) ...
Р1•п=fп·1а,.1+fп.а1,22+·· +fп•па,.,,.

Трансформирани једини којеф-т А/'/ и слободни члан W, ра
чувају се из образаца:

(88) ..
(88''') ...
Квадратични

обрасца
(89)-

А/'/=а,.,+а,.1Р1·1+а,.2Р1·~+ · +а,.11Р1·п
\V,=P1·1w1+P1·2'v2+···+P1·11w11+w,

којеф-т неодређеног решења (85*) наћи he

а остали којеф-ти из

I
Cf>u=- -

А1·1
образаца:

'P1·1=P1•1<r1•1
<Р1·2=Р1 •2<r/'/

(89*)
'Рt·п=Р1·,.Р1-1,

одакле следи контролна формула:

(89**) ..
р=п р=п

}: <р,.р =:Р/'/ L Р1·Р
Р=1 Р=1

Прирасти којеф-ата неодређеног решеља прве групе се ра
чунају из образаца:

за к ... Дf1·1=Р1·1(Р/•Ј; Лf1·2=P1·2'Pt·1; Лf1·п=Р1•п<Ј>1•1=
за К2· .. Лf2·1=Р1·1<Р,,2; Лf2 2-P1,2<rt•2; Лf2·п=Рп•п<rt•2;

(90) ...
за К11 ... Лfп·1=Р1•1'Р1·11; Лf11•2=Р1°2<r1•п; ... ; Лf11·п=Р1·п'Рt·11·

Збирови ових једнакости по редовима и стубцима даје две
групе контролних формула:

Збирови по редовима, -
р=п р=п Р=п
L Лf1·Р =Cf>1·1 L Р1·Р; L Лf2,Р =

Р=1 Р=1 Р=1
р=п р=11 р=еп

=rr,-2 L Р1· р; .. ·; L Лf11·Р =Cf>t·п ~ Р1•Р
Р=1 Р=1 Р=1

(90*) ..

а зби рови по стуб цима:
q=п q=11 q=п

L Лf.q .=Р1·1 L <p,.q; L Лfq ·2=
q=1 q=1 q=1

(90**) ...

се из

q=n ч=»
=Р,2 :::i: r.p,.q; ... ;}:

q=1 q=1

q=n
Лfq ·п=<r1·11 L <p,.q

q=1
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Из упоређења образаца (89*) и (90) лако је уочити њихову
сличност: у свима улазе као први множитеља поступне вредности,
помоћних корелата pp.q, а као други - посту пне вредности ко-
ј еф-та cp1.q неодређеног решења корелата к1 друге групе.

Ова сличност даје могућност њиховог генералисања.
Ради тога уводимо помоћне корелате р1.1 за другу· групу,

које изједначимо са јединицом: •

(91) Р1-1=1

На којеф-те cp1.q hемо гледати као на прирасте којеф-ата прве
групе за корелатук1. А пошто корелата к1 уопште не улази у не
одређено решење прве групе. то су њени којеф ти у неодређеном
решењу те групе равни нули:

(91 ') f,.1=f,.~= . =f,.п=О
и онда је разумљиво да су nрирасти тих којеф-ага при прикључку
нормалне једначине друге групе (85) ка првој групи једнаки са
којеф-тима нео дређеног решења корелате к1:

(91 **) Лf,.1=ср,.]; Лf,.2;=-сср,.2; Лf,.п=ср,.п; Лf,.,=ср/-/
Под овим условима обрасци (89'), (90) и (89**) и (90*) доби

јају општи облик:
(92) ...
(92*)

Лfр q=P1·P ср,.р,
LЛfp.q=cp,.p ~Р1 q

где ри q могу добити све вредности реда:
1,2, . n,,

За рачунање по овим формулама важе формулари бр. 3 и бр.
4 који су наведени у примеру одељка VIII на стр. 255 - 260.

При поступном прикључењу неколико нових једначина додаје
се ка првој групи у формулару бр. 4 у једначинама прве групе
толико редова, колико he се прикључити нових нормалних једна·
чина и за сваку једначину која he се прикључити додаје се одго
варајуће место у доњем делу формулара.

Конкретно објашњење целокупног рачунског поступка се на
лази у наредном одељку.

V... Пример ва неодређено решење у више груиа.
Ради што веhег истицања карактеристичних особина начина

који је у питању, узет је најпростији пример, где их не бацају у
засенак сложене рачунске радње. Систем нормалних једначина
који подлежи неодређеном решењу у више група прикључењем
ка првој групи поступно појединачних нових једначина односи се
на .угловне услове делимичног звезданог система који је пред·
стављен на сл. 9а (стр. 309).

Нумерисање нормалних једначина одговара бројевима вро
углова.

Прву групу сачињавају једначине бр. 1-V за троуглове
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основног централног система; једначине бр. VI и VIII двају прикљу
чених троуглова одређене су за поступно прикључење ка првој гру
пи, Ове две једначине у таблици су одвојене од осталих дебелом.

таблица нормалних једначина

1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 ~ ~ 1 ~ 1 ~ r
(... -61 -21 1-1· -2 _--21 1 W1

ll... -2 1 +61 -2 I 1 -. ~1 1 Wz

IJI... 1 -2 1 +6 1 --21 1 -2 1 W3

IV • • 1 1 -2 1~1---=;- 1 1 w,

V... -2
I 1 1 -

2
1 +6

1 1 Ws

VI... -2
1 1 1 1 1 +6

1 1 w6

VIII... 1 1 -
2

1 1 1 1 +5 г~
цртом. Пошто је главни задатак примера рачунање којеф-ага не-~
одреlјеног система, то у·таблици нису наведене вредности отету
пања (слободних чланова) једначина.

Неодређено решење за прву групу од пет једначина, које
су уоквирене дуплом цртом, извађено је из таблица и његови
I<ојеф-ти fp.q су уписати у формулар бр. 4 за неодређено решење
У редовима означеним сак~.

Формулар бр. 4.

w1 1 w2 1 w~ 1 w, 1 Ws I w6 1 Ws 1
9

1 р.

i-....,k...,...\-..-. .,___2_2---72-7;- 9091\- 4545,- 4545 - 9091 . 1 :. 1-49999/ .
Л<р16- - 4059- 1623 - 812 - 812- 1623 - 8929 . -17858 -17858
Л<р1.11 - 226 - 397,- 965 - 390 - 205 - 75 - 2101,- 43551_ 4364

k1 ... -27012-11111- 6322- 5747--10919- 90041- 2107-722221-72222
!½' .. · 1·- 9091 -22727,- 9091 - 45451- 4545 , • 1 . 1-499991 •

Л<р2.6 ... - 1623 - 649 - 325- 325 - 649 - 3571 . - 7142 - 7142
Л'РN··· - 397 - 698,- 1694 - 6851- 361 - 132 - 37041- 76711- 76П

·k2 ... -11111=74074-11110- 5555- 5555- 37031- 3704-64812-64812
~·~- 4545\- 90911-22727 - 9091 - 45151 • 1 • ,-499991 .

Л,р35 ... - 812- 325- 162- 162- 325,- 1786 . - 3572- 3572
Л<р3.8 .•• - 9651- 1626 - 4118 - 1666 - 877 - 3221- 9004 -18fi48 -18651

k3 ... - 6322-111121-27007 -10919 - 5747 - 21081- 90041-722191-72219
(види продужење форм, бр. 4 на следећој страни)
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(пропуж. форм. бр. 4)

1
W1

1
W2

1

Wз
1

w"
1

Ws
1

\VG

1
Wg

1
s

1

р.

--k~• ... 1- 45451- 4545'- 90911-22727 - 90911 • . 1-499991 .
д<ри .. - 812 - 325 - 162 - 162 - 325,- 1786 . - 3572 - 3572
д<р~ 8·" - 3~0 - 685 - 16661- 674 - 3551- 130 - 36401- 7540,- 7540

k,. - 1- 574 7 - 5555 -10919 -23563 - 9771 - 1916 - 3640 -61 l l l -61 l l l
k's .. - 9091 - 4545 - 4545 - 90911-22727 . . -499991 .

д<р5•6"' -- 1623 - 649 - 325 - 325 - 649 - 3571 . - 7142 -- 7142
д<р5'8"' - 205 -- 361 - 877 - 355,- 187 - 68 - 1916 -- 3969 -- 3969

k5 .. --10919 - 5555 - 5747 - 9771 -23563 -- 36391-- 1916-61110-61110-- ------------ -----k'G ... . . . . 1
: -39.286 -39°286д<р62 ... -- 8929г 3511 - 1786,- 1786 -- 3571 - 19643

д<р6 8-- • =--~с--13 l - 322 - 1 зо - 68 - 25 - 703,-- 1455 - 1436
k5" - 9004 - 3703 =-21081- 1916 -3639 -19668 =- 703 -40741 -40741

--k's---. -------
-- 9:004/~:640 - 1~16'- :703

· 1--- --.. .

1
д<рв-_G" • . . . . .
д<рg 8..:..:..:_ -- 2107 -- 3704 -196681-40742 -40741

ks ... -- :.!107 -- 3704 - 9Оо41- 3640 ::--Т:н6l=-103 -19667 --40742 -40742

Тако за корелату к', у реду са том ознаком имамо:
(а) .. Кз'=-0, 06322Wt-o, llll2W2-0, 27007Wз-О, 109IW4--0, 05747Ws

Вредности уписате у формулар изражене су у јединицама
б-ог децимала. '

Пошто се прикључују само две нове једначине VI и VШ испод
сваког неодређеног решења остављено је по два реда у које се
унашају промене којеф-ата Л<рр6 и Л<рр.8 од прикључка ка првој
групи једначина VI и VШ.

Четврти ред за сваку корелату је одређен за ~ено опште
неодређено решење; ови редови издвојени су од осталих линијама.

За корелате к6 и 1<8_ задржано је ради хомогености форму·
лара исти број редова. Али пошто оне не улазе у неодређено ре·
шење прве групе, то су којеф-ти овог решења равни нулама и
означени у форм. тачкама.

Њихове промене којеф-та са квадратичким индексима нису
ништа друго но којеф-ти <pp.Q неодређеног решења друге групе.

Прикључење нове једначине изазива њихову промену која
се унаша у одrоварајуhи ред.

На којеф-те сваке следеће јадначине, која се прикључује,
којеф-ти претходних једначина, пошто све ове једначине спадају
у тај моменат у прву групу, не утичу и редови за одrоварајуhе
им промене су празни и попуњени тачкама.

У делу формулара који је намењен за рачунање неодређеног
решења последње корелате попуњен је само један ред.

Ступци су означени оним слободним члановима wп чији се
којеф-ти неодређеног решења у њему рачунају.

Два последња .ступца означена са s и р су контролна: први
за вредности збира којефа га одговарајућег реда и други - за
вредности производа који контролишу збирове.

Рачунање се почиње са прикључењем ка почетној групи прве
једначине бр. Vl коју сматрамо за другу групу.
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Зато треба израчунати пре свега вредност помоћних коре
аата по обрасцу (87). Пошто се прикључује само једна једина
једначина то и група помоћних корелага, бројем 5. постоји само
једна.

У нашем примеру у једначину Vl улази само једна корелага,
и то к1, из прве групе. Зато помоhне корелате према обрасцу (87)
добијају се само једним производом којеф-та (-2) при к1 у јед
начини VI, односно, при к8 у једначини 1, на којеф-те неодређе
ног решења корелата к1 у првој групи, дакле на врепносги упи
сате у ред к/ (или у стубац w1 -- због симетрије) формулара бр. 4.

Наравно да је овакав случај доста редак и, обично, у једна
чину за прикључење улазе неколико корелата прве групе; онда
њихови којеф-ги се множе на вредности којефага неодређеног
решења одrоварајуhе корелате прве групе и вредности помоћних
корелата одређује збир чланова обрасца (87), како смо изнели у
nримеру из дела 4° на стр. 257 (форм. бр. 3).

У нашем случају форм. бр. 3 за помоhне корелате за једна
чину VI се своди на један стубац. У њега се унаша и вредност по

моhне корелате р6•6, која одговара самој јед-
форм. бр. 3. начини Vl. Даби и у овом случају збир одго-

варао производу a.6,1(f1.p] његовој вредности
ав·1 =-2 додаје се јединица.

За наш случај имамо:

(б)... Рв·~= (-2).(-0,22727)=+0,45454-
Po·2 = (-2).(-0,0909 I )=+о, 18182

и т.д.

Ps1= 1 + 45454

Рв·•= + 18182

Рв·з= + 9090

Рв·,= +. 9090

~-&= + 18182 .

~-а= + 1.00000
1

Lc + 1.9999R

Л6+1 + 1.99998

(г) ...

Даље:
L=+0,45454+0, 18182+ ...
... +1,00000=+ 1,99998
п+r=(-2)(-О,49999)+1=+1,99998.

За трансформирање којеф-ата једначине
VJ, чији се .број своди на један, довољне су
вредности само једне помоhне корелате, која
одговара к~', и то р6.1.- Имамо:

(в)... А6•6=+б+(+О,45454) (-2)=
=6-0,90908=+5,09092

Помоhу обрасца (89) добијамо којеф-т
неодређеног решења <р6.0 за корелату к6:

Ав·в-- +5,i9092 - 0,19643.

Ову вредност уписујемо у форм. бр. 4 У ред Лср6,6 и стубац w6•
Множењем овог којеф-та на помоћне корелате налазимо

ocrane којеф-те реда Лср6.6, а за контролу рачунамо и производ
({16.8 на збир L'6•1 који се унаша у стубац р реда Лq>6,6 (образ. (89*)).
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Збир нађених вредности производа који се може разликовати
од вредности производа само у границама тачности звокружива
ња резултата ставља се у стубац s.

За једначину VI имамо:

(д) ... р6=(-О, 19643) (+1.99998)=-0,39286
S0=-0,08929-0,03571- ... -0, 19643=-0,39286.

Вредности реда Л<р0.0 служе за рачунање промена којеф-ата
неодређеног решења прве групе према обрасцима (90). Резултати
се унашају у одговарајуће редове форм. бр. 4.

Тако за ред д~46 имамо:
Лf4'Ј =(-0,Q Ј 786)(+о,45454)=-0,00812
Лf4 ~=(-0,01786)(+0,18182)=-0,00315 и т.д.

{и) ...

(ђ).. р4=(-О,01786)(+1,99998)=-0,03572
s4=-0,00812-0,00315-...-0,01786=-0,03572.

Да би контролни производ pq био независан од рачунања
производа Llfp.Q неопходно је потребно променити на машини по
стављени множитељ (-0,01786) на збир помоћних ко релата
(+1,99998). Промена множитеља при рачунању контролних про
извода је један од основних услова кога се треба стриктно при
државати при неодређеном решењу.

Попунивши све редове који одговарају променама којеф-ата
Л<р р.0 од прикључка једначине VI, опште неодређено решење про
ширене прве групе he се наhи сабирањем редова к'р и Лер р,6,

Којеф-ти овог неодређеног решења потребни су за рачунање сле
деhе групе помоhних корелата при прикључењу следеhе једначине
УШ. Али пошто ова потреба се ограничава на којефге неодређе
ноr решења само оних корелата прве групе, које улазе у једначину
за прикључење, то се рачунање ограничава само на ове којеф-ге-

Рачунање се изводи ван формулара бр. 4.
У нашем случају од корелата прве групе, у коју спада сада

и једначина VI, у једначину Vlll улазе само корелата к3• Сабира
њем редова вредности к'8 и Л<рз•u добијемо вредност њеног не·
одређеног решења, који уписујемо у засебан форм. бр. 5.

Ради контроле сабирамо вредности
форм. бр. 5 збира и његове промене у ступцу s.

Wa·o На такав начин имамо за форм. бр. 5:
--f

1
.-
3

.-.....,----53-5-7 -.1 f1,з-==-0.04545-0,00812=-0,0535
6
7

f2•3=-0,09091-0,00325=-0,0941
И тд-

(ј) ...
S=-0,49999-0,03572=-0,53571
};=-0,05357-0,09416- ...
. ..-0,01786=-0,53571.

Вредност s и ~ морају да буду иден·
тичне.

Прикључак једначине VШ се изводlf
на сличан начин.

fи ... - 9416

f,.a ... - 22889

fз., · .. - 9253

fн ... - 4870

fз·&· .• - 1786

:I; ... ј - 53571
s ... - 53571
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Помоћне корелате, чији број се повећава за јединицу, рачу.
нају ес помоћу којеф-та а8.з=-2 и вредности којеф-ага у форм.
бр. 5 (и), у форм. бр. 3.

Трансформирање к ојеф-та а8.8 и ра
чунање којеф-та ср8 8 изводи се на начин
описат горе.

А8,8= + 6+(+0,45778)(-2)=+5,08444
(з) ..

cps·s= -1:А88= -0, 19668.
И даље рачунање и поnунавање форм.

(ж) . . бр. 4 остаје идентично са претходним.
Кад се прикључи на горе наведен на

чин последња једначина из општег си
стема, збирови којеф-ата неодређеног ре
шења· почетне групе и одговарајувих
промена дају којефте општег неодређе
ног решења који се уписују у редове
означене к111 и одвојени су цртама од

------- осталог дела формулара.
Пошто су при прикључењу само једне једначине промене си

метричних којеф-ага идентичне у границама заокруживања резул
тата, то се ради штедње рада ограничавају рачунањем и попу
њавањем само једне половине форм. бр. 4 с леве или десне стране
од квадрагичних којеф-ата уоквирених дебљим линијама.

Кад неодређено решење обухвата систем са бројем једначина
већим од 1 О рачунање у форм. бр. 4 на описани начнн се огра
ничава на прикључак не више од 10 једначина, после чега се до
бивено неодређено решење такве групе преписује у празан фор
мулар бр. 4, где се рачунање продужује.

На овоме завршавам свој овогодишњи чланак.

форм. бр. 3.
ав з=-2.

1 -Ps t"· + 10714

Ps 2 " + 28832

Ps з · .. + 45778

Ps·~ •• + 18506-
~,~, + ~740

Ps G· .. + 3572

Ps·s· • • + 1.00000---
+'2071421~ ...

1 п+1 ... + 2.0714'2 1

RESUME
Sоп etude de cette аппёе l'auteur acheve par Гесгаисјвяешеп! l'idee de la

гёвошпоп iпdeterminee еп pleusieurs groupes du аувтеше des equatioпs normales.
La гёвошпоп indeterminee еп deux groupes se base sur \а traпsformations des

du ёеџхгёпте g(oupe au вузгёпте lndependant au moyen des coefficlents de \а гёвош
tion indetermiпee du premier, qui атпёпе а la гёяојџиоп indeterminee du systeme
commun. Cette гёвошйоп \aisse transformer \е nouvel groupe des eqvatlons normales,
leque\ оп peut regarder comme Је deuxieme p~r rappori du groupe iпitial. Et ainsi
de suite. 1

Cette metliode p.ermet de partager Је systerne commun des equatioпs normales
еп pJeusieurs groupes et Је, joindre successivement au groupe initial. Оп peut \а
nommer, d'apres ]. Kriovak, .methode d'adjonction•. Н. Boltz emploit pour elle ie
поm, - , methode de deveJoppemeпt • - • Ent\vicke1ungs-Verfa1нeп. •

L'autre mode de Је resolutioп indeterminee еп p\eusieurs groupes consis\e
daпs \а division du systeme inltial des equations aux groupes i11dependants J'un de
l'autre; daпs \eur resolution indeterminee isolement des autres et dans \а liaison des
resu\tats оЫепus au systeme commun au moyen des equatlons restees а part. L'auteur
le nommr. ,methode de liaison•.

L'idee de cette methode le premier fois а donne ]. Kriovak. Н. Bo/iz а
comp\ete la methode de developpement par !е procede sеmЬ\аЬ\е pour \а lialson des
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trois groupes гпсёрепёапи ац еувгёпте d'eпsemЬ!e; il а Је попппё "methode du
substltutioп• - .Sulbstitutioпs-Verfahreп•.

Pour que la шёйгоое de !а гёвошиоп lndeter.ninee еп plusieurs groupes puisse
eпtrer solidemeпt dans la pratique il est пёсеввагге d'etaЫir prealaЬ!emeпt tous les
detai1s de la techique du caJcul et de resoudre les questioпs ровё раг eile.

Ces questios soпt suivaпtes:
1) ... quelles des equatioпs du вувтётпе commuп soпt Jes plus сопvепаЬ!еs pour

la formatloп du premier groupe (groupe initi?.I)?
2) ... quel est Је пombre des ёпџапопв daпs les groupes а jolпdre Је ршв

itiatlque pour les орёгайопв de calcul?
3) ... avec laquelle ргёснюп il faut орёгег dans Jes dlfferaпts cas de l'appllcatlon

des птёгћоёев mепtiоппее?
4) peut-oп et commeпt comЫner tout les deux methodes?
5) quel est Је systeme dt1 coпtrбle coпtiпu et effectif au cours du calcul?
Sur quelques de ces questioпs оп p1:ut troнver Jes reponses daпs les travaux

de Ј. Krfovak et de Н. Boltz. Mais il п'а pas епсоrе elabore et etaЫlt uп procede
detaille et Ыеп ordoпne daпs tous les partlcs correspoпdant aux differeпts cas de
l'applicatioп des methodes,.

А !а flп de sоп etude l'auteur expose le mode de l'adJonctloп coпsecutive,
uпе par uпе, au graup~ iпitial des equations tous les autres qul soпt restees hors
de cette groupe. L'auteur tieпt cette forme de la reaiisatlon de Ја methode d'adjoпctloп
comme Ја plus pratlque, car Је procede correspodaпt de calcul est le plus slmple
que posslЫe et admit le coпtrбle coпtlпu et total des resultats оЫепu daпs chaque
stade du ca\cu\. Le taЬ!eau de calcut preseпte daпs се cas !а meme simpllcite et
homogeпelte.

Tous ces proprietes soпt eclaircies par uп exemple пumerlque.

Василије Живковиli
геометар

Д03ВОЉЕНА ОТСТУПАЊА ПРИ РАЧУНАЊУ
ПОВРШИНА

У предпрошлом броју нашег гласника изнео сам главне ра
злоге због којих фо·рмула +Vr за дозвољена отступања при ра
чунању површина, не одговара нашим условима; и да би боље
одговарала формула +Vi>+mVn и то за случај, ако би површине
биле рачунате једанпут; Али пошто се површине рачунају два
пута, то поправка услед броја парцела и податка :маниметра
треба да гласи: +mV~; где је m податак планиметра, а n разлика
у броју парцела и хектара. Меlјутим ова формула је приближна,
јер базира на претпоставци да је при истом броју парцела и хек
тара преlјашња формула тачна. Без те претпоставке она нема свог
теориског образложења. С тога hy још једанпут изнети и обра
зложити све утицаје који утичу на величину грешке рачунања.
Прво највише утиче величина површине, јер је ту ход планиметра
најдужи, а и вучење игле по линији најдуже. Ако се искористи
досадашње искуст·во при рачунању, и из огромног броја разлика
измеlју првог и другог обилажења, срачуна средња грешка, ви
деhе се да она приближно износи +1/8Vr." Максимална дакле +V.P
Ha први поглед изгледала би ранија формула тачна, она то и
јесте, али само за случај када се рачуна једна једина парцела; и
то једанпут. Ради лакшег писања у.зимаhемо у обзир само макси·
малне грешке. Дакле; максимал_на грешка једне једанпут рачунате




