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trois groupes гпсёрепёапи ац еувгёпте d'eпsemЬ!e; il а Је попппё "methode du
substltutioп• - .Sulbstitutioпs-Verfahreп•.

Pour que la шёйгоое de !а гёвошиоп lndeter.ninee еп plusieurs groupes puisse
eпtrer solidemeпt dans la pratique il est пёсеввагге d'etaЫir prealaЬ!emeпt tous les
detai1s de la techique du caJcul et de resoudre les questioпs ровё раг eile.

Ces questios soпt suivaпtes:
1) ... quelles des equatioпs du вувтётпе commuп soпt Jes plus сопvепаЬ!еs pour

la formatloп du premier groupe (groupe initi?.I)?
2) ... quel est Је пombre des ёпџапопв daпs les groupes а jolпdre Је ршв

itiatlque pour les орёгайопв de calcul?
3) ... avec laquelle ргёснюп il faut орёгег dans Jes dlfferaпts cas de l'appllcatlon

des птёгћоёев mепtiоппее?
4) peut-oп et commeпt comЫner tout les deux methodes?
5) quel est Је systeme dt1 coпtrбle coпtiпu et effectif au cours du calcul?
Sur quelques de ces questioпs оп p1:ut troнver Jes reponses daпs les travaux

de Ј. Krfovak et de Н. Boltz. Mais il п'а pas епсоrе elabore et etaЫlt uп procede
detaille et Ыеп ordoпne daпs tous les partlcs correspoпdant aux differeпts cas de
l'applicatioп des methodes,.

А !а flп de sоп etude l'auteur expose le mode de l'adJonctloп coпsecutive,
uпе par uпе, au graup~ iпitial des equations tous les autres qul soпt restees hors
de cette groupe. L'auteur tieпt cette forme de la reaiisatlon de Ја methode d'adjoпctloп
comme Ја plus pratlque, car Је procede correspodaпt de calcul est le plus slmple
que posslЫe et admit le coпtrбle coпtlпu et total des resultats оЫепu daпs chaque
stade du ca\cu\. Le taЬ!eau de calcut preseпte daпs се cas !а meme simpllcite et
homogeпelte.

Tous ces proprietes soпt eclaircies par uп exemple пumerlque.

Василије Живковиli
геометар

Д03ВОЉЕНА ОТСТУПАЊА ПРИ РАЧУНАЊУ
ПОВРШИНА

У предпрошлом броју нашег гласника изнео сам главне ра­
злоге због којих фо·рмула +Vr за дозвољена отступања при ра­
чунању површина, не одговара нашим условима; и да би боље
одговарала формула +Vi>+mVn и то за случај, ако би површине
биле рачунате једанпут; Али пошто се површине рачунају два
пута, то поправка услед броја парцела и податка :маниметра
треба да гласи: +mV~; где је m податак планиметра, а n разлика
у броју парцела и хектара. Меlјутим ова формула је приближна,
јер базира на претпоставци да је при истом броју парцела и хек­
тара преlјашња формула тачна. Без те претпоставке она нема свог
теориског образложења. С тога hy још једанпут изнети и обра­
зложити све утицаје који утичу на величину грешке рачунања.
Прво највише утиче величина површине, јер је ту ход планиметра
најдужи, а и вучење игле по линији најдуже. Ако се искористи
досадашње искуст·во при рачунању, и из огромног броја разлика
измеlју првог и другог обилажења, срачуна средња грешка, ви­
деhе се да она приближно износи +1/8Vr." Максимална дакле +V.P­
Ha први поглед изгледала би ранија формула тачна, она то и
јесте, али само за случај када се рачуна једна једина парцела; и
то једанпут. Ради лакшег писања у.зимаhемо у обзир само макси·
малне грешке. Дакле; максимал_на грешка једне једанпут рачунате
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површине, јесте +VP. Друга потпуно независна грешка и то не
систематска већ такође случајна, а независна од величине парцеле,
јесте очитавање податка nланиметра. Не мислим овде, да hy ако
се цртице буду потпуно поклапале прочитати погрешно планиме­
тар за један податак, већ има непоклапаља која се морају зао­
кружити, и она се јављају као потпуно независна грешка. Каже
се, да се то може отклонити већим бројем обилажења, и очита­
вања, али то није тачно. Претпоставимо да имамо угломерни ин­
струменат са податком од једног степена, ма колико пута ми ме­
рили и читали један угао, он никад не може бити тачан рецимо
у секундима, јер је тачност визирања већа од тачности очитавања.
Средња грешка овог заокруживања и читања иа планиметру и то
при почетку и при завршетку заједно износи, отприлике, 1/8 по­
датка, а максимална један податак. Према томе целокупна мак­
симална грешка једне једанпут рачунате површине јесте ±[УР ±m].
Но, пошто се површине рачунају два пута, то he грешка једне

парцеле бити као грешка аритметичке средине: M=+VPi±m. Гре-
-- v2 .

· VP +mшка друге парцеле биће ±i2 и т. д.

, Максимална грешка збира свих једнака је квадратном корену
из збира квадрата максимадних грешаI<а ројединих парцела.

Дакле: М = ±-Nm)2 +(VP2; m)t +(V~ m)~ =

= + -VP1 + 2m VP1 + m2 + P2+2m lP1+m2 + ••• Рп+2m VPii+m2 =

= +, V,[PJ + 2m [tP] + [m2) 1).

Ово би била математички тачна формула за сваки поједини
случај. Међутим за. практично рачунање ова је формула компли­
кована и не дозвољава израду таблица дозвољених отступања.
Треба дакле дони до неке практичне формуле. Ако посматрамо
горњу формулу, при одређеној количини n, [РЈ увек је иста, [m2]
такође, мења се само изр из ± (VP1 + VP2 + •·•УРп). Имају~и у в_ид:у
да за дозвољено отету-пање морамо узети најнеповољнији случај,
не остаје ништа дрУ.ГО, него диф~ренцирањем наћи максимум ове
функције, везане за услов да Је збир независних променљивих
константан. Из истог разлога, уместо знака + треба у_зети энак +
У изразу пред кореном.

Дакле, постављени проблем се може формулисати овако:
Под којим условима одређена површина к плана, подељена

n парцелама· са непознатим површинама Р 1, Р~1' ... Рп. при рачунању
ових површина помоћу поларног планиметра даје максималну
вредност функције:

(2) ... q> = VPi + Vi>z + .. • + VPn
2
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под условом да

(3) ... Р1 + Р2 + ... +Рп= к.
Релативни екстрем ум функције ср, сматрајући Р1, Р2, ... Рл

за неаавизне променљиве, како је познато, одговара оним вред­
ностима променљивих (променљиве ради упрошћавања математич-

ф ' р ·2 р 2 р 2ких транс ормација, означимо са 1 = Х1 , 2 = Х2 ,... п = Хп ,
које претварају вредности делимичних извода функције ср у нулу
и уз то задовољавају услов (3).

Овом дуплом услову одговарају вредности непознатих, које
редуцирају на нулу вредности делимичних извода сложене функције:

(4) ... Ф=ср+л(х/+х2
2+ ... +хп2-к)

и где према новој ознаци променљивих, -
(4*) ...

и где је л неодређени константни којеф-т.
Диференцирањем ф· ије (4) нађемо:

~Ф= ~У-+ 2лх1 = 1 + 2).х1 = о,
uX1 ох,

(5) . . ~Ф = tcp-+ 2лх2 =-= 1 + 21.х2=О,ох, ох,

~Ф = Ьср + 2лхп := 1 + 21.хп = О,ох, О'Хп
одакле:

Ј

(5,~) .. ·. 1Х1 = Х2 = · · · = Хп = -21,

а пошто су х1, х2, ••• Хп позитивне, онда којеф-т л мора да буде
. негативан:

(6) ...
и екстремна вредност ср је једнака:

(7) ...

Да би одредили праву вредност којеф-та л заменићемо у једна­
чини (3) непознате Р1, Р2, ... Рп њиховим изразима из (5*) и добијамо:

(8) ...

или

(8*) tl
41,2=К,

одакле
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(9) ...

Онда из (5*) и (7) налазимо:

(1 О*) ...

(10) •·· J!Pi = }(~ = ••• = V РпV~ ИЛИ Р1. = Р2 = ··· = Рпп~

~ л~ V е 
Да би се сазнало КОЈОЈ од екстремних вредности одговара

величина (7), односно (10*) тражимо делимичне изводе другог
реда ф ије (4):

( 11) ...
, ь2Ф ь2 Ф ь2 Ф
Ьх

1
2 = 2.л =ьх

2
2 = ••• =ьхп2'

сви ови изводи негативни на основуодакле се види да су
накости (6).

Из овога следи да сваки од сабирика ф-ије (2) под одгова­
.рајуhим уоловима из (5) добива максималну вредност; онда и вред­
ност q> бане максимална.

Дакле,
(12) ...

где
(12*) ...
Ако би ово

q>.ax = П VP,

неј ед-

р = р 1 = р 2 = · · · = рп· .
применили на формулу под 1, добили би

М= + 1/ P.n+2mn J!P+rn2n
- у 2

nако 2 извучемо ван корена

1 {n v}(F + 2 m Vi> + m2 =добиhемо: М = + у2 •

помножимо поново, добићемо: ·уР; + m -y'fАко n.P. узмемо као

површину за коју тражимо дозвољено отступање, то he дефини-

тивна формула гласити I Л = у; + m Vi. , rде је Р. збир свих

парцела, m додатак планиметра а n број рачунатих парцела. Ако
би сада користећи ову формулу срачунали дозвољено оступање
за ма који једнак број парцела и хектара видели би да се оно
скоро потпуно слаже са старим дозвољеним отступањем. Например:
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ha 1 парц. 1 д пре I д ca,z\

1
1

1 11,00 1 0,99 1

101 10 3,16 3,14

~

-----
100 10,00 9,90

.....___

337 18,40 18,20

Види се дакле да формула VP одговара
стању, када је број хектара једнак броју
парцела. И то за планиметар са податком
од 40 м. То истовремено доказу је, да за
све друге услове она не може остати.
Ради предгледности изнеhемо стара и но­
ва отступања за ивични квадрат, затим от­
ступање за пун лист са 25 група, а најзад.
за неке· честе случајеве у пракси. При
овоме треба сматрати да је податак полар­
ног планиметра 40 м., кончаног 20 м., а
грешка рачунања са размерником 0,20 пута
основица што отприлике износи од О до-

5 м. за површине од О до 100 мет. квадратних.

ha 1 8р8 1 mi / m
1

п
1

Л пре 1 Л сада

_0_1~_101_1 1
1

3 3

о 01 оо 5 1 10 10
--------

о 10 оо 20 1 32 36
----------

1 оо оо 40 1 100 99
--------

6 25 оо 40 2 250 217
--------

337 50 оо 40 25 1840 1440
•~ ------

32 оо Q(J 40 1 567 428
--------

32 оо оо 40 32 567 560
------ -;;-12 оо оо 100 141 241

--1--1
316110 1 оо оо 40 100 506

1

Пошто смо са рачунање ових дозвољених отступања, пошли
са претпоставком да је средња грешка обилажење једне парцеле
је цна ка + 1/4 V Р + 1/3 m, то треба видети колико се смеју разли·
ковати 2 добијена податка за исту парцелу да би могли добити
задовољавајуhе резултате. Из рачуна изравнања знамо да је нај·
веhе дозвољено отступање при парним мерењима исте тачности,
четворосгрука средња грешка. Према томе добро смо рачунали
парцеле ако се оне слажу од О до 10 ари за један податак, од
О до ·.80 ари за два податка, од 80 до lha 50 за три податка, од
1 ha,,50 до _2ha 20 четири податка, од 2ha 20 до 4ha за пет податка,
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при којој граници треба стати из разлога, што би се пажљивијим
радом могли постићи много бољи резултати. Ево једног од раз­
.лога због којих се наше површине неки пут не слажу, јер м11 без
обзира на величину парцеле дозвољавамо три податка разлике.

Остаје још да се одреди формула за дозвољено отступање
при упоређењу двеју изравнатих површина. То се код нас јавља
при упоређењу ивичних квадрата јер се по последњем наређењу
Одељења и један и други ивични квадрат морају изравнати. Пошто
су површине делова .са" и .без• изравнате оне се у геодезији
сматрају као тачне. Према томе отступање између тих површина
требало би бити О. Никако ми није јасно како су надлежни то
изгубили из вида, када је на томе месту Правилник то тачно
прописао: .Прво лице рачуна и .са" и "без" по два пута и изравна;
.а друго лице само своје .са• два пута и ако је разлика иэиећу првога
"без" и другога .са" у границама дозвољен ога отступања, преузима
прво рачунање". Потпуно исправно јер се упоређује једна неизравната
површина са изравнатом. Но како се је то због честих неслагања
чинило хрђаво, Одељење је наредило да се и други ивични квадрат
изравнава оставивши при томе исто дозвољено отступање. Међутим
при упоређивању квадрата опет је било случајева да се не могу
сложити, нарочито ако је у питању граница између два среза.
Постоје дакле други узроци који се не јављају при обичном рачу­
нању површина, а то су: 1. грешка у наношењу и екцентричном
извлачењу десиметарске мреже. Нарочито извлачење линије са
оловком; 2. различити услови рачунања, друго лице, планиметар,
хартија ит.д. 3. грешке у наношењу полиrоних тачака, као и грешке
картирања које се не могу открити упоређењем границе помоћу
провидне хартије. Све ове грешке су неминовне и не могу се ни
у ком случају елиминисати. С тога се мора изричито наредити
да се при наношењу десимегарске мреже и граничних полвгоних
тачака обрати трострука пажња. Ипак he остати грешка у рек­
тификацији поларног нланиметра која he се кретати око + 10 см.
плус грешка великог координатографа + 5 см., значи да свако дозво­
љено отступање треба проширити за 0,15 м. пута дужина граничне
линије. Треба се дакле придржавати следеhеr: Прво лице рачуна два
пута .са" и два пута .без• и изравнава. Друго лице два пута само
своју мању површниу дописујуhи +утицај-стезања;+ утицај наноше­
ња и картирања, па ако се ова површина снаже у границама новог
дозвољеног отсrупања, предузима површину првог. Овако срачуната
дозвољена отступања, отприлике су иста са ранијим, само су правил­
није распоређена. Например: за ивични квадрат чије .са• износи 3 12
50 дозвољено отступање по ново написатој формули је: 1,5~+250
х 0,15= 1,83; раније 1,77.

Но ако би се желело да се и даље у оба квадрата рачуна и
"без• и изра вна ва, па тако изравната површина упоређује, то треба
за то израдити нарочито дозвољена отступања.

Ако претпоставимо да смо ми при рачунању првог ивичног
квадрата имали отступања Л1 а другога Л2, то he тежина разде-

1 1
љених поправака, бити Т'2° и -• То би исто важило у односу на

L.11 л~ 2
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свако "са" и "без". Нису дакле са истом тачношћу додељене
поправке и једној и другој површини у оба квадрата, нити пак
са подједнаком тачношћу за свако "са" и "без", већ код веће
поправке могућност грешке 1е вена.

Према томе тежина овако изравнате површине, могла би се

1 . л .узети као Л2 где Је отступање које смо нмали у првом и дру·

гом квадрату. Али пошто би ово различито отступање онемогу­
ћило уопштавање, то ћемо сматрати да је тежина сваког дела

,,са" и "без" ~
2

; где је Л дозвољено отступање за ту површину.

Ово нам је потребно с тога што се при упоређењу изравнатих
површина, оба дела једнако разликују јер су оба изравната на
6 25 ОО. Често се дешава да је за један део отступање дозво­
љено а за други није. Јавља се питање који је део од њих- добар.
Не може се оспорити да је тачније срачуната мала површина,
али исто тако може се реhи добра је и мања површина, чим се сла­
же веhа. Пошто веће површине нмају мању тежину, то he и от­
ступања између њих бити мање тежине и обрнуто отступања из­
међу мањих површина имаће већу тежину. Узимајући у обзир те·
жине најпрактије је узети аритметичку средину између оба до­
звољена отступања.

1 1
Л1 Л2 + Л2 Л2 Л . Л (Л + Л.\Л = 1 2 = 1 2 1 -'.

_1_ + _1_ Л12 + Л2
2

Л12 Л22

Но пошто су површине изравнате са неком средњом грешком
то he и ова отступања бити од ње зависна. Такође he она бити
зависна и од начина којим се наносе тачке и картира детаљ. С
тога ову добијену формулу треба множити са једном Константом,
која је за различите услове друкчија. За наше услове она је от·
прилике 0,80.

Дефинитивна формула према томе за упоређење изравнатих

Тако добијамо да је:

ивичних квадрата треба да rлас и Л = Л1

• Л2 (Л1 + Л2

) • к
Л/+Л/ •

Где су Л и
1

Л
2

дозвољена отступања за "са" и "без" по

формули ~+m V ~ ·
Прегледности ради срачунаћемо неколико отступања по ра-

нијој формули VP и по садашњој, Л~ ~~}~ t 2ЛЈ. 0,80
1 2
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Хектара Л пре
1

Л с ад а

о оо ЈО 3

1

5

о 10 оо 33 33 и 47

о 50 оо 71 1 75

1 оо оо 100 94

2 GO оо 143 116 1--
3 12 50 177 122

4 25 оо 206 116

5 25 оо 230 94

6 24 90 250 1 . 9

(за податак 20 и 40).
Види се да су за мале површине дозвољена отступања већа

од ранијих, док су за веће много мања. Пошто и мали и велики
део .са" ивичног квадрата подједнако утичу на целокупну повр­
шину листа то је сасвим равумњиво да се и већи квадрати морају
исто тако добро слагати.

Радовало би ме када би колеге током ове зиме упоређивале
стара и нова отступања како би се испитала тачност ових прет­
поставки.

18-ЈХ-1940
Куршумлија

Инж. Драгмио М. Бошковиli.
асистент университета

ШВАЈЦАРСКИ ПРЕМЕР И ЊЕГОВ УТИЦАЈ НА И3РАДУ
НОВИЈИХ ТАХИМЕТАРА

У свескама 5 и 6 из 1935 године у Гласнику је објављен чла­
нак под насловом .Новије справе за оптичко мерење дужина и
њихова примена у Геодезији". Овај, као и неколико наредних чла­
нака, биhе у ствари наставци тога чланка. У овим чланцима писац
има намеру да опише детаљније извесне инструменте, којих се
ј~ вен у поменутом чланку само дотакао, а у исто време да се
кратко позабави и другим, који нису били тамо споменути.

Још до пре три деценије, за сва снимања у главном је упо­
требљавана ортогонална метода. Значке, пантљике и призме били
су готово искључиви rеометрови пратиоци на терену. То у уто­
лико пре што детаљни радови чине највећи првценат свих те­
ренских радова.

Прве кораке на увођењу справа за прецизније оптичко ме-




