mali i izradivali aerofotograme tesko pnstupmh krajeva
i predela.

Po tome bi stavka 6 naseg navedenog proraéuna
znatno sniZena bila.

U inostranstvu se vec¢ toliko aerofotogrametrija ceni,
da uz vojsku i privatna udruZenja za vazdusni saobraca]
udesiSe odelenja, koja se iskljuCivo zanimaju tim rado-
vima i svoje saradnike S$alju u moderne optitko-meha-
niCke institute, gde se upoznavaju sa najnovijim instru-
mentima.

Prednosti aerofotogrametrije toliko su jasne, da se
danas ve¢ neshvatljivim &ini, zasto se i Cemu topograf
izlaZze tolikim putovanjima i vrsi uz veliki napor posao,
koji .fotografska kamera u najkracem vremenu iz slobod-
nog vazduha verno snima.

Fotogeometrija sama a narotito ona vazdus$na znatno
je napredovala obzirom na to, §to je savremena kamera
toliko usavrSena, da ve¢ moZe da vaZi kao precizan
geodetski aparat, i time postaje vaZan znanstveni in-
strumenat. Stoga je zadaca svih mladih strunih ko-
lega da se za vremena stim pobliZe upoznaju i potpuno
usvoje sve tekovine iskustva i znanja na tom polju mo-
derne geodezije.

Ing. Dusan Ivosevic¢

Zavisnost nepoznanica
kod koordinatnog izjednadivanja
metodom najmanjih kvadrata.

Velike prednosti izjednacavanja sa koordinatnom. metodom
posredujuéih opaZanja svima su dobro poznate. Ova je metoda za
praktinog geodetu od eminentne vrednosti, a uz to je veoma
ugodna, osobito ako se triangulaciona mreZza nadovezuje. Ovo moze
da ustvrdi svaki onaj, koji je imao prilike saradjivati na veéim
triangulacionim radovima i upoznati poteSkoce koje su skopéane
sa nesigurno$cu identitetu toc¢nosti postojeéih trig. tacaka. Dakako
pod ovom to¢no3¢u ne razumjeva se, da doti¢na fiksna tocka nije
u opce uporabiva, nego samo to, da su protuslovlja u trigonome-
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tickoj mreZi takova iz kojih je nemoguce lih na temelju njezinih
smjerova unaprvo ustvrditi valjanost jedne .ili druge tocke. Sto
vise ako se hode ekonomski raditi onda se ovakova mreZa niti
neda drugacije izjednaciti  ve¢ jedino koordinatnom metodom, a da
ne spomenemo one poteskoce na koje nailazimo kod postavljanja
nuznih uvijeta, za koje se moZe tek onda kazati da su valjano
postavljeni, kada je ciela mreza ve¢ izjednaCena. Konacno u koor-
dinatnoj metodi mogu opaZanja biti vriena kako mu drago bez
ikakovih pravila, §to je u postojecoj staroj mreZi neizbjeZivo, a ipak
se svako opaZanje moZe u izjednaCenje uzeti, bez da se posao
time znatno uvelaje, dok je to primjerice kod koordinatnog izjed-
nacenja nesamo komplikovano i cCesto neizvedivo nego i sa
prakti¢nog gledista neekonomsko. — U ovom leZi gornja tvrdma
da je koordinatno izjednacivanje ugodno. .

Gornje okolnosti nas Cesto upuéuju da dapace i u postoje-
¢oj trigonometrickoj mreZi 1. reda primjenimo metodu koordinatnog
izjednacivanja, za koju bi mreZu onaj koji se je velim triang. po-
slovima bavio mogao ustvrditi da nije ispravno. No mislim da c¢e
se ispravnost gornje tvrdnje modi iz ovoga Clanka uvidjeti.

Kako je poznato prednostl koordinatrie metode IZJednacwanJa
bile bi u kratko sledece:

1.) Uslovne jednacbe, koje su medjusobno nezavisne mogu
se postaviti sasvim mehanicki bez ikakvog veceg razmiSljanja, jer
svakom opaZanju (smjeru) pripada jedna uvjetna jednacba.

2.) Broj normalnih jednacaba jest sasvim nezavisan od broja
mjerenih smjerova, pak na svaku tolku odpadaju 2 normalne jed-
na¢be. U ovom leZi ona velika prednost ove metode.

3.) S obzirom na preciznost izjednacenih veli¢ina racuna se
sa manjim brojkama, $to je osobito vaino s obzirom na normalne
jednacbe, jer znamo, da kod eliminiranja ovih jednaCaba tegotnost
posla raste ne u obi¢nom smjeru nego u progresiji. Dok kod ka-
relatnog izjednacivanja valja trigon. mreZu racunati sa tako veli-
kim numeri¢kim veli¢inama sa kakovom se to¢no$¢u hoce rezultat
izjednacCenja posti¢i (u mreZi l. reda se uzima 0.001”) dotle se kod
koordinatnog izjednacivanja moze ista preciznost kod postavljanja
ili eliminiranja normalnih jednacaba posti¢i sa manjim brojkama
(obi¢no sa 0.1” i 0.01”) tek valja konacne rezultate trazenih nepo-
znanica racunati sa to¢nodéu od 0.001”. Kolika li je pristednja rada
ovime postignuta poznato je. Istina je da je ovo prednost sa prak-
tickog gledista dok teoretski dakako nece zadovoljiti “strogo uvije-
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tima minimuma, $to ali ne utjeCe na pouzdanost trazenog rezul-
tata, jer se vrednost funkcije u krajnim grani¢nim to¢kama veoma
lako mjenja t. j. ona naglo konvergira.

Ove se prednosti mogu u koordinatnom izjednacivanju isko-
ristiti sve dotle dok su nepoznanice medjusobno nezavisne !

Dogadja se ali da nezavisnost nepoznanica prestaje kao $to
je to slucaj kod kontrolnih baza u postojecoj triangulacionoj mrezi.
Bio je to jedan ovakav slutaj kog triangulacije grada Zagreba,
koja je javnosti malo poznata, a koja je bila za izkusnog triangu-
latora s obzirom na ljepotu ovoga posla od vanredne naucne i
praktitne vaZnosti. Za sada tek valja spomenuti, da se je ovakova
kontrolna baza kod triangulacije grada Zagreba pokazala bezuvjetno
nuznom i koju bi valjalo u ve¢ postojecu triangulacionu mreZu
ukopcati. Ovom smo prilikom bili upozoreni na vaZnost ukopéa-
vanja mjerenih baza u postojeu triangulacionu mrezu, gde se
duljina baze u koordinatnom izjednalivanju nesmije mienjati, da-
kle slu¢aj da nepoznanice nisu medjusobno nezavisne t. j. duZina
baze i koordinata krajnjih tacaka ove baze.

Ovaj riedak a tipi¢an primjer ovakovog prisilnog izjednaci-
vanja sa koordinatnom metodom staviti ¢e se ovdje za zadatak
riediti ga u nekoliko variacija.

Spomenuli smo velike prednosti koordinatne metode, a to ne
bi bilo ekonomski radi jednog prisilnog uslova (mjerene baze) ovu
prednost sasvim napustiti, nego treba potraZiti nacin, kako bi se od
medjusobno zavisnih nepoznanica eliminiralo onoliko, koliko je
nuZno i potrebno, da se triangulaciona mreZa moZe ipak izjedna-
cm sa metodom posredujucih opaZanja t. j. nezavisnim nepoznani-
cama. Uslied mjerene baze moZe da se tocka giba unutar posto-
jece mreZe po nekom odredjenom pravilu, kojim nestaje nezavis-
nost uvjeta.

Na$a bi zadaca u kratko bila slede¢a: Izjednaiti triangula-
cionu  mrezu metodom posredujuéih opaZzanja sa medjusobno
zavisnim nepoznanicama u kojoj 'se nalazi jedna mjerena baza
dotitno jedna stranica, koja je od ove baze izvedena i Cija se
duZina nesmije nakon izjednacenja mienjati. —

Neka predlezi primjerice triangulaciona mreZa sa poznatim
tockama I, II, 1ll i IV. Mjerena jedna stranica AB, AD ili C Il .
doti¢no ove . stranice su od mjerene baze lzvedene, a koje se nakon
izjednacivanja nesmiju mienjati.
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Kad mjerenih baza nebi bilo to bi za svaki mjereni smjer
0, 0, ... On valjalo postaviti po jednu uvjetnu jednacbu, koja biimala
slede¢i opceniti oblik:
v, =8 Ax T by By i
Vy 2y A Xt by e b e L

V. =2, AX+b Ayt W

gdje su koeficienti a o g% b= sni &8«

Vi XANY

i

- ~
s 5

traZene nepoznanice; w su t. zv. protuslovia (nesugla-
sice) prije izjednalivanja.

Uzmu li se ali u obzir mjerene baze AB, AD, ili CIl. to Ce
smjerovi, koji su vezani sa krajnjim tockama one baze imati po-
sebni oblik, jer ne postoji nezavisnost njihovih nepoznanica. Mogu
nastati sledeca 3 slucaja:

1.) Mjerena je baza Cll. nadovezana nar a vno na stalnu tocku
1. Kako se koordinate tocke II. ne smiju nakon izjednacenja mie-
njati, to se smije mienjati samo tocka B, kojoj smo dali tek pred-
bjezne koordinate,a i ove se koordinate mogusamo tako mjenjati,
da kod toga mjerena duZina baze nakon izjednacenja ostaje ne-
promjenjena ili geometrijski kazano totka C moZe da rotira po
kruznom luku oko toke Il kojemu je radij mjerena stranica CIL

II.) Mjerena baza AB nije u neposrednoj vezi sa posto-
jecom fiksnom mreZom, prema-tome moZe da svoj poloZaj mienja
kod izjednacenja kako god, samo 3to duZina stranice AB mora
uvek ostati ista ili geometrijski govore¢ stranica AB moZe se u
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ravnini okretati kako god bez ikakove prisile t. j. rotacija sa trans-
lacijom u ravnini.

IlI.) Mjerena baza AD nije u vezi sa fiksnom mrezom, pak
je kod izjednaCenja ne smije mienjati smjerni kut na tocku A,
dok tocka B moZe zajedno sa teckom A paralelno sa bazom' da
se mienja, ali tako da mjerena duzZina AD ostaje nakon izjedna-
Cenja nepromjenjena. Ovo geometrijski govoreé: stranica AD moze
'se sklizati po fiksnom (orientiranom) smjeru t. j. translacija u
ravnini po jednom fiksnom smjeru. :

Opcenito reSenje ovih variacija bilo bi da postavimo najprije
jednacbe pogreSaka koje bi glasile:

Vil AT B A b e e e )
kod Cega uzmemo da je broj medjusobno nezavisnih ne-

poznanica m sa i jednaCaba. Bududi da postoji prisilnost mjerene
baze to bi opceniti linearni oblik uvjetne jednacbe glasio:

AgOx -+ BeAy X , . o =00 8T (2.)
gdje je uzmimo broj zawismih nepoznanica r» sa k jednacaba,
gdje je m>k. Zadaca je postaviti za nepoznanice Ax, Ay . . . ta-
kove relacije, da budu ove zadovoljavale § i k broju uvjetnih
jednacaba, kao $to i nuZnim uvjetima minimuma t. j. da je [w]
= Minimum. Kako se vidi jedna¢bi (1.) ¢e svakako udovolijiti,
jer je ona normalnoga oblika, no ve¢ jednacbi (2.) vise ne moze
udovoljiti. Valja dakle na¢i takav linearni oblik jednacaba ili bolje
reku¢ trasformirati jednacbe (1.) tako da jednacbi (2.) zadovolji.
Ako su obe jednacbe linearnog oblika to je ovakovo redenje uvjek
mogucle naci pak recimo dasmo ga na3li, koje neka je oblika:

8x = (A) dn + (B) dv

Ay =(A)dn +B)dv. . . . . (3.)
gdje su dn i dv traZene veli¢ine. Pak ako se one uvrste u jed-
nacbu (1.) dobije se sledeCe jednacba opcenitog oblika:

v, = Adn + Bdv + ... .+ w
odakle se dn i dv kao trazene veli¢ine mogu izraCunati uvrstivsi
dobivene vrednosti u jednacbi (3.) dobiju se Ax i Ay. —

Ovo je opcenito reSenje, koje u svakom sluc¢aju vodi do
cilja, jer je jednostavna oblika, dakako ali ovo je izvedivo samo
dotle dva je broj medjusobno nezavisnih nepoznanica velik
ili drugim rie¢ima dok je broj jednacaba koje izrazuju zavisne
nepoznanice malen, $to je kod izjednacivanja triangulacionih mreza
riedak slucaj, Radi toga je god. 1902. teh. savijetnik Sadtler u



13

triangulacionom zavodu u Budimpesti, kada je trebalo u koordi-
natnom izjednacenju ovakovu bazu u rafun uzeti, udario malo
drugadijim putem. Bilo je to izjednalivanje zadunavske triangula-
cione mreZe l. reda, gdje je ovakovih prisilnih baza doti¢no iz
ovih baza izradunatih strana bilo u jednoj grupi tri, a medju
inima i stranica Kucerina-Alije. Ova je stranica -trokuta I. reda’
bila izra¢unata dotitno izjednacena bazom kod Dubice kraj Ja-
senovca na Savi. '
Ispitati ¢emo uslove za sve 3 gornje variacije:
I. Variacija. Mjerena baza je neposredno nadovezana na stalnu tocku.

Rekli smo da to¢ka C moze rotirati oko tocke Il. Sve ostale mreZe
koje ne stoje u izravnoj svezisa totkom C ostaju netaknute. Zato
kako se iz slike vidi mogu se smjerovi s ~obzirom na mjerenu
bazu svrstati u 3 grupe i to: 1.) smjer, koji prolazi samo mjere-
nom bazom TIC 2.) smjerovi koji spajaju izravno tatku C sa stal-
nim tokama I, Il i IV. i 3.) ostali smjerovi.

Ocevidno je da za svaku od ovih grupa valja postaviti spe-
cialne uvjete, jer jednom uvjetu neposredno ne mogu da zado-
volje. Za smjerove grupe l.) postojati Ce sledeéi uvjet:

cos? , sin? it :
Vi = pY i A o 2 Ay + Wil RvaE
s s
Ven = aldx +b Ay +w ... .. (4.)

U ovom izrazu su sve veliine poznate DuZina Syc t. j. m;erena
baza dana izrazom

sic = V (ye—yu)? + (Xc—xu)® pak.ako se ovaj
izraz napiSe u linearnom obliku tj. njegova derivacija da]e

— Xe“~¥u ___ﬁ
ds = S dy - 3 dx

Rekli smo da se duZina Sic ne smije mienjati onda mora izraz
ds=0 biti

YoV gy - Xe—Xu gy =0 ... (5.)

Vidi se da su u jednacbi (4.) nepoznanice zavisne dok su u (5.)
nezavisne pak ako supstituiramo za
XXy

Yo7 ¥ diiige s a
£ 21 = gin¢ a za ——— = COS %
S S
onda ¢e jednacba (5) poprimiti oblik:

cos? dx + sin? dy = 0 a odavle sliedi da je... (6)



dx = _smaa dy = — ig?3 dy
cos

dy-son. 088 gy i i 0 57 21 0 (68
sin 3

Pak ako sve vrednosti supstituiramo u jednacbu 4)

3 in &
ok = o e Oy o 0% dx + w

S S
cos & sin?
Ven = p¢ p¥ —=—dx+w
s sin® b
scos"’5—~ssm 3 dx
=.__ pn d —LW——"O“ IW
i £ ( s?sind " ssind
(7.)

Za dx izruZeno iz (6.) daje

oy S dy=—1tg3dy pak ovo uvrstivii u (4.) daje
cos?

cos? sin?
Ven = p“ = dy — ¢“ dx +w
s s

— ,«COs ¢ « sindf - smﬂ)
g N, A dy +w
e IR P coss/

" 2 2 23
=(p cos? sin®2 dy-Fw—p us(cos 8+ sin?2 )d e

s scos? s? cos ?
Vén = P“ dy W AR (8)
$ COS2
Jednatbe (7.) i (8.) su traZene transformirane jednacbe, koje po-
stavljenom uvjetu zadovoljavaju. Pak ako za dy — — cotg & dx

uvrstimo, to ¢e vrednostima smjerova Ouc i Ocy odgovarati slie-

dece transformirane uslovne jednacbe:
«

= — £ __dx.+
Viec Ssintoe c T Wie (9 )
i Lot Rt :
Veil = — m—teudxe +
ci Ssins.. c T Wey

Kod toga je kraéi put ako se predbje?ne koordinate tocke C izra-
Cunaju iz tocke Il. tako da veé predbjezne koordinate sadrZavaju
u sebi toénu duZinu baze CII. jer ¢e u tom slucaju jednacébe (9.)
poprimiti oblik
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«
e —L—dxc + Wi ;
y fat: orky 1
inace treba u jednac¢bi (9) racunati sa mjerenom duZinom S, a
vidi se da je ova zadnja formula jednostavnija pogotovo ako se
uzme u obzir da vrednost izraza log (yc¢ — yn) ve¢ kod racu-
nanja smjernog kuta 2yc predleZi.
Smjerovi grupe (2.) to jest oni smjerovi gdje je pomicna
totka C spojena sa veé izraCunatom (izjednatenom) tockom na
pr. . imati ¢e prema jednacbi

CoS 2 sin g
Vic = P“ - dyc n—— ?“ dxC+W1C

S S
Ako se uvrsti za (dy = — cotg (Znc ) dxc oblik:
« COS ¢ . « Sin 2 Eli
Vic T (_P — COtg (OllC ) gty IC) ch + Wic lll
Sic S‘c
vic = (— aic cotg (Buc) + bic ) dx¢ + wic — —(10.)

Za 3.) grupu smjerova t. j. tocka C je spojena sa pomi¢nom
tockom E to ¢e za smjer CE postojari sledea uvjetna jednacba:
_Vec = agc dyc + bgc dxc — agc dye —bgc dxe + Wec
ako se i ovdje uvrsti za dy. + —cotg (Bnc ) dx. to cCe trans-

formirana uvjetna jednacba glasiti:

VR = [* agc colg (auc) i3 bsc] dxc — agc dyg — bgc
S dXE + WEC & e oh's (11.)
Cio postupak ovog izjednacenja predoditi ¢emo sa jednim pri-
mjerom. :
Zadane su koordinate sledeéih tocaka:

Dy = -} 45887.869 X = -+ 22732.179

H:y= -+ 55213.251 X = + 33014.672

V:y= -} 58007.795 X = - 17580.999

M:y= - 42875574 X = + 28904.724

Stranica DI je zadana i koja se ne smije mienjati:
log (DI) = 3.7045333.5

Na pojedinim to¢kama mjereni su slede¢i smjerovi:
Sa totke I — D=0—0— 00 Sa toske Il — 1=26—28—235

M= 59—29—5738 M=30—25—59.4
H=159—58—27.0 H=100—41-—="9.7
1=232—59—35.0 V=252-+30~—550

V=260—14— 85 D=0—-0—00
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Sa totke D—M= 0— 0 - 28 Sa totke V—D=346—13—4.4
= 81— 4— 7.1 M= 0— 0— 05
[=107--35—14.2 = 8-29-- 15
V=139 - 2—212 lI= 27—16—51.7

H= 42 55—403

Sa totke H—V= 0- 0— 00 Sa toke M—H=359—59—59.0
[I=12—31—254 II= 40—25—485
1=45 - 17— 345 I= 42—58 - 420
M=81—-50—25.5 V= 55—13—544
D= 82—24—375
* Iz ovih podataka izratunate su predhodne koordinate tra-
Yenih tocaka I i Il i to: ;
| =y = - 50038380 X = -}- 25632220
I =y = -} 54859844 X = -}- 24061.137
Situacioni nacrt je ovaj:

Vv

Valja izjednaciti nove tofke I i Il unutar postojece stare
triangulacione mreZe ali tako, da se zadana duZina stranice (DI)
nakon izjednacenja nesmije promjeniti.

Shema ovoga zadatka na temelju gornjih formula je sledeéa:

(Nastavice se.)
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