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DBUSTVA ﬁEO METARA KRALJEVSTVA SRBA, HRVATA I SLOVENACA

GODISTE 1V.

Konfﬁrn#na azimutalna (stereografska)
projekcija

jest za kruZna podrufja sa promjerom do 600 km

ujedno i projekcija minimalne moguce deformacije.

Napisao : Docent Dr. ing. Antun- Fasching, suradnik drZavnog premjera
kralj. SHS u Beogradu.

Uporedjivanjem formula dokazao sam prije nekoliko godina
(19C ), da se manja krugu nalicna podrucja (sa polumjerom od
300 klr ) preslikavaju uporabom konformne cilindriCke projekcije
(Mercator-Gauss) upravo dvostruko vecom redukcijom smjerova i
dvostruko veéom redukcijom duZina nego li uporabom stereografske
projekcije.

y Dade se za Cudo jednostavno a strogo dokazati, da izmedju

neizmjerno mnogo zamisljenih projekcionih zakona ne moze niti jedan
ovakov zakon postojati, koji bi spomenuto podrucje mogao preslikati
sa manjom deformacijom, negoli je to moguée sa stereo-
grafskom projekcijom.

Ovime je ujedno za praksu dokazano da ova projekcija sa
gledista redukcionih velicina ¢ini idealni matematski
temelj svim izmjerama i kartografiji manjih drZava.

Buduéi da kod drZavnih izmjera (triangulacija) valja voditi
ratuna ne samo o veli¢inama projekcionih redukcija nego i o tome,
da se iz pravokutnih koordinata u ravnini jednostavnim nacinom
mogu izracunati redukcije smjerova, zatim geografske koordinate i t d.
to smo naSa istrazivanja protegnuli na sva ova pitanja. Prakti¢ne
rezultate ovog istrazivanja u najkracem ¢u roku publikovati, pak
¢u ovom prilikom pokazati osobito povoljnu mogucnost upo-
rabe stereografske projekcije.

Na koncu ovoga ¢lanka donosim spomenuto usporedjivanje sa
konformnom cilindritckom projekcijom, no kra¢im postupkom nego li
sam to ¢inio godine 1908.

Cl 1. Izvod osnovnih formula.

Od neizmjerno mnogo vrsta preslikavanja kuglje ili elipsoida
na ravninu poznajemo obzirom na deformaciju tri vrsti projekcija:
1. konformnu (sa nedeformiranim kutovim1), 2. ekvivalentnu
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(sa nedeformiranim povrSinama) i 3. takovu kod kojih se kutevi i
povrsine deformiraju, dakle preslikavanje sa op¢enitom defor-
macijom.

Za jedno te isto podrucje ove zadnje projekcije dade se po-
staviti bezbroj projekcionih jednacaba. Za svako od ovih bezbrojno
mnogih preslikavanja dobiju se uvijek druge maksimalne vrednosti
deformacije duzina, kuteva i povrSina. Tissot nazivije ovakov
zakon preslikavanja, koji za jednu odredjenu povriinu (zemlju) daje
najmanje zamisljene (u opée moguce) vrednosti ovih 3 deformacija
kao maksimalnu vrednost, s>kompensativnom projekcijom« doticne
povrsine. :

Po Tissotu izvedene opcéenite formule ove projekcije jesu:

L sin g, o A , 2 T, L
x_..s—+—2rot—|—3s—Bst+Cst—1—3t
i T By gt 2 Gl
y-—rotfg-s +As’t Bst® + 3 t

Predpostavlja se samo u ovom slufaju, da su maksimalne
apsolutne veli¢ine meridijanih luénih duZina s i paralelnih lukova
t (svi ovi svedeni na srednju paralelnu kruZnicu) — uzevii za je-
dinicu doZine srednji polumjer zakrivljenosti — malene velitine
izmedju 0 i Y/,

A jer hoéemo nala istraZivanja da protegnemo na podrucja
koja su naliéna krugu sa maksimalnim promjerom od 600 klm, to
je u ovom slutaju maksimalna absolutna vrednost od s ili od t

1 5 1
R e
; e, g
Oznacimo li maksimalni »linearni modul« u jednoj povoljnoj
totki ove kompensativne projekcije sa a, onda daje jednatba:

(@a—1)=As®— 2Bst 4+ (', — A) t*

gdje A, B predotuju iste koeficijente, koje sadrZavaju projekcione
jednatbe kompesativne projekcije. B

Jasno je, da velitine A, B it. d. valja odrediti prema
obliku, poloZaju i povrSini doti¢nog podru¢ja. U knjizi Tissota na-
lazimo za ovaj postupak eksaktnu i praktiénu uputu. Bit ove upute
jest: 1. sastaviti pomoc¢ni nacrt (kartu) sa granicama ovoga podru’ja
i na koje se duZine s it nanesu kao pravokutne koordinate. 2. Valja
sa vide pokusa odrediti najmanju elipsu, koja obuhvaca ovo podrugje.
(Pod rije¢ju »malenc imade se razumjevati promjer elipse kod 45°)
Iz omjera osovina (3/= ove glavne graniéne elipse, nadalje iz polo-
Zaja njezinog srediSta (g,, 2,) i iz priklonog kuta (y), kojeg ¢ini
velika os granicne elipse sa smjerom -- t pomocénoga nacrta, dadu
se A, B it. d izracunati sa slede¢im jednostavnim Tissotovim
formulama:



g = _|_ 2?
¢ :
F=-1 2 (pomoéne velicine)

02
A—(F——) cos ¢ + 4, B_(F——)sm:.,

Imadu li dakle granice nekog podrugja (povrdine) lik sli¢an
kruznici t. j. da se za ovo podru¢je moze na¢i na pomoénom
naertu pomocna tocka, koja leZi u jednakim udaljenostima od krajnih
tocaka granicne linije, onda je u ovom nacrtu glavnom gra-
ni¢nom elipsom kruZnica i u tom slutaju ¢e biti omjer osovina
graniéne elipse

a/B =15
y = neodredjeno.

Supstituiramo li ove dobivene vrednosti u formule za E, F, A,
B, to ¢e biti:

: 1 ' 1 L
A=+—4—; B=0 (?_A)'__'*'T

Buduéi nas kod ovoga istraZivanja zanima samo jednacha re-
dukecije duZine, to uvrstivdi ove izratunate vrednosti za (a—1) do-

bivamo : s .
l 2 } - i fad 2
4s—+— —4(_s+t)

(a—1) = 4

Dobili smo dakle jednatbu, koja nam odredjuje: sa kojim
najmanjim vrednostima maksimalne deformacije du-
Zina moZe opcenito biti preslikano podruéje, koje
nali¢i krugu, sa istodobnom minimalnom defor-
macijom kuteva.

Mjesta jednake deformacije na pomoénom nacrtu (karti) jesu
prema tome centricki krugovi. Formulu za deformaciju duZina ste-
reografskog preslikavanja moZe se u svakoj naucnoj knjizi
naéi a ova glasi: Dira li prolekcmna ravnina kuglju u tocki A i

znadi li & centricki kut luka A, "B u sredistu kuglje, to je u toCki
B (doti¢no u svim totkama centrickoga kruga sa polumjerom AB)
deformacija duZine

1

b
2
cos? —-
2
Usporedimo sada obe osnovne formule uvrstivii sve vrednosti,
koje su za praksu mjerodavne, od (a—1).
*



ClL 2 Usporedjivanje formula

Osnovna jednacba kompensativne projekcije jest :
; 4(a—1)=5s+t
to je usljed jednache kruga:
= x4 y?
i ako se sa d oznali polumjer kruga to je
d2=4@a—1)il
d=2J@— 1)
gdje je polumjer kuglje R jedinica duZine. Y
Hoéemo i izraziti d u kilometrima (d = 2 R Va — 1) to

valja desnu stranu pomnoZiti sa R = 6350 km, 3to nam daje za
numeric¢ko ralunanje formulu jednostavnoga oblika:

d km = 12700 J(a — 1)
Izrafunajmo sada k vrednostima

(a — 1) = 0.0000; + 0.0001; - 0.0002; + 0.0004;

pripadne udaljenosti d. ZaSto ovo {inimo razjasniti ¢e se naknadno.
Buduti je

Jo = o
/00001 = 0.01000
}/0.0002 = 0.014142 -

}/0.0004 = 0.02000 biti ée
dy = 0; d; = 127.0 klm; d, = 179.6 kim; d; = 254.0 kln,

Izratunajmo nadalje, koje vrednosti od d odgovaraju istim

vrednostima od (a — 1) za slufaj uporabe stereografske projekcije.
U ovu svrhu transformiramo osnovnu formulu: ’
1
a ==

o & na sledeéi praktian oblik :
cos?

cos? — = A a jer je opcenito
2 a
cos® x = —%—l—% cos2x to dobivamo sledeéu jednalbu
1 1 1
5 cos 4 = e ili

Uvrsti li se mjesto cos & red



i uzme li se a obzir, da se na%a istraZivanja odnose na udaljenosti
ispod 300 km, dakle za

&max — '21—0
to ¢e vrednost ¢lana gornjega reda
e S
417 2420* — 3840000

biti maksimalno 4+ 052 cm (5to se u ovom slu¢aju moZe zanemariti),
onda (e jednatba glasiti:

92 2 :
e 37 :(; — 1) nadalje

SN i o R Yl
25 \a )

+ az=2(2 e 27) :2(2—a = 2):2.2(a self 2
a a a
Vrednost za ¢ dobivamo konalno iz ove jednostavne formule:

&_:2‘/(—__3—1)
a

Uvrsti li se mjesto apsolutne vrednosti kuta 9 duZina luka u
kilometrima, to valja desnu stranu sa R umnofZiti, Sto daje

— — 1
dgter. = 2 R va 1= 2R l[a S 1) Fapsie ¥ g

a Va

Usporedimo sada ovaj izraz sa jednatbom od d kompensativne pro-

jekcije to se dobije
dster. = dkomp. vl
a

A jer se u podrudju nalega istraZivanja (dmax = oko 300 km)
sve vrednosti od a nalaze unutar 4 1,0000i + 1.0003, to se moZe
onda staviti za a = 1 4 =

gdje je 0 < o < 0-0005.

U ovom je slufaju J14+2=1+ %

pak je

1 2% %

ili mjesto = uvrstivii njegovu vrednost z = (3 — 1) biti ce
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dster. —— dkomp. s (a 2 ) dkomp.

Ako je a = 1.0 to ¢e se drugi ¢lan ove jednacbe ponistavati,
a jer je prvi ¢lan po napred nadjenoj jednacbi takodjer jednak ni-
§tici, to je

do s, O 0
a ovo je diraliStna tocka ravnine sa kugljom. Izlaze¢ iz ove tocke
u kojem god smjeru dobiva @ kod stereografske projekeije uvijek
sranije“ (prije) stanovitu vrednost, nego li kod kompensativne pro-
jekcije. Ova rijeC ,ranije* praktini znaci sledeéi dokaz:
Za vrednosti

@@ — 1) = + 00001; + 00002; i + 0004 biti ée

a_;_l — + 0:00005; 4+ 0:0001; + 0:0002

a po predjasnjem racunu njima odgovarajuée vrednosti od dyomp.:
127.0 km; 179.6 km; 254.0 km

IzmnoZimo li ove medjusobno dobijemo :
0.006 km, 0.018 km, 0.050 km

Ucrtajmo sada radi lakoga pregleda i prosudjivanja sa dobi-
venim vrednostima dgomp, u jednu dobru preglednu kartu (nacrt) sa-
stavljenu u mjerilu 1: 750.000 doti¢nog podruéja centri¢ne krugove i
izvucimo ove u veoma finim linijama sa crvenim tuSem. Isto tako ucr-
tajmo u istu ovu kartu i krugove, koji odgovaraju neSto manjim distan-
cama stereografske projekeije, u isto tako finim linijama (0.1 mm)
ali sa crnim tuSem, to ée svi crni krugovi crteZno apsolutno to€no
pokrivati crvene krugove (razmaci ovih 3 kruZnica u milimetrima
jesu: 0.009, 0.02 i 0.06 mm).

I u mjerilu 1:500 000 dobivamo jo§ uvijek crteZno apsolutno
tofan i ideticki sistem krugova za deformaciju duZina. Shema ma-
ksimalnih deformacija duZina je dakle sa prakticnog glediSta za obe
ove projekcije ista. Prema tome se mogu i krugovi jednakih plo$nih
deformacija sa praktickog glediSta smatrati identinim s razloga, §to
je za stereografsku projekciju ,plo$ni modul* t = a? (tocno), a
za kompenzativau projekciju je ovaj pribliZno todan. :

to se tie konacno deformacije kuteva u ovom je stereografska
projekcija u prednosti, jer se njezinom uporabom kutevi preslikavaju
bez deformacije, dok kod kompensativnog preslikavanja moZe za
podruéja unutar kruga sa polumjerom od cca 300 km maksimalna
deformacija kuta poprimiti veliCinu

1L3—7—1 dj
20) = * 8000 89 =€

| ) | moze odrediti.
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Ovime je nasa prvobitna tvrdnja dokazana, pak
¢u u najkraem vremenu saopéiti poluCene prakti¢ne resultate cijelog
ovog razmatranja uz predolbu podpunog jednog sistema.

Isto tako se moZe usporediti stereografska sa konformnom
cilindrickom projekcijom takodjer unutar podru¢ja kruZmice sa ma-
ksimalnim promjerom od 600 klm.

Clan 3. Usporedjivanje deformacija konformne cilin-
dric¢ke sa stereografskom projekcijom.
Vrednost »linearnog modula« kod cilindricke projekcije daje

ovaj izraz

<,

cos ¢
gdje & predocuje udaljenost jedne totke od dirajuteg kruga na
kuglji. Prema tome je

cos ¥ = % sa prelazom na red
cosx=1— E—z b f AT L0 unutar granica + -1— toCan.
2 : . 1 3000000
G e S el L
&2___2_1_:23— 2=2a—1.
a a a
Dakle je & = 2~ V“‘ — a3
ho¢emo li mjesto kuta & imati izraZenu odgovarajutu udaljenost na
kuglji u kilometrima, onda je dey, = R |2 E —a L :

Buduéi je prema naSem prijaSnjem izvodu vrednost od d za
stereografsku projekciju

dster. =2 R Va e

a
« dobivamo diobom obih jednacba za istu vrednost a odnosno (a — 1)
u obim projekcijama 1%
dar. )2 _ 14142

dster. 2 2

Konacna jednacba dakle glasi:
dey, = 0.7071 dster.

za udaljenosti kuglje sa jednakim deformacijama duZina, a znamo,
da moZemo u ovoj jednathi za prakticne svrhe mjesto dgter. za-
mjeniti sa dgomp.




Uvrstimo li prema tome izratunane vrednosti d,; d,; d,; dy;
u ovu jednacbu, to dobivamo sledetu poulnu skriZaljku:

@—1)=|0 00001 | 00002 | 00004

den = |0/ 90 km 127 km ilsom

dster. = diomp. = oi 127 km | 180 km | 254 km
{

Razlika distancije kod iste
deformacije duZina . . .

37 km | 53 km 74 km

Iz ove skrizaljke vidimo takodjer, da kada cilindricka projek-
cija daje za iste udaljenosti od centruma deformaciju duZine od
<+ 0.0002, istodobno daje stereografska projekcija za istu ova uda-
Jjenost - 0.0001, dakle samo polovicu. Isto je ovo i kod najveéih
vrednosti 4+ 0.0004, koja se cilindrickom projekecijom dobiva
upravo ondje, gdje stereografska daje tek polovicu ove vrednosti
-+ 0.0002 i t. d.

Iz ovoga slijedi, da za povrSine unutar kruZnoga po-
druja sa maksimalnim promjerom od 600 km daje
konformna cilindricka projekcija to&no dvostruko
vetu deformaciju duzina, nego li §to je daje kompen-

.sativna odnosno stereografska projekcija.

Ovo vazno pravilo dade se i bez numerickog primjera formu-

lama izvesti doti¢no dokagati. Poznato je, da za kompensativou pro-

jekeiju postoji jednaEba% = (a3, — 1)

a za cilindricku: a = ’ . == SEc o
cos 9
sec d — 1 = (a, — 1)

Uvrstimo li mjesto sec § odgovarajuéi red

2 .
secx=1—|——2~+52—:+ ......

i zanemarimo od tretega ¢lana dalje, jer je njegova maksimalna

vrednost — _ —
24.20* 24 X< 160000 :
to ce jednacba konformne cilindricke projekcije za (a, — 1) glasiti
(l — %) — 1 = (a, — 1) a odavle
92
.-27 = (32 — ])

Imade li prema tome & i u cilindri¢koj i u kompensativnoj
projekeiji istu vrednost, onda je u ovoj tocki



= 4 (a, — 1) pak je
(@ —1)=2(@ —1

$to je trebalo dokazati.
Ovaj se dokaz dade za stereografsku projekciju iz-

vesti direktno:
g e : — sec? 4
M g
cos® =5 —

2
oM G
& 2 2
_ = 2 - — == — — P - —= —_— =
(a; — 1) = sec (2) 1 1 + 9 .2-}-' 3 1
92 94 92
—— LSS SIS e T —_—
: b 4 32 : 4
: 1 >
prema tome je unutar + W tocno.
(ag — 1) = zh §to dokazuje, da za stereografsku projekciju

kao i za kompensativnu projekciju postoji zakon istoga stupnja tonosti:

1
(a—1)ster. = 5 (a—1)ci

Buduéi da cilindri¢ka projekcija ne deformira kuteve, to moZe
biti govora samo o deformaciji smjerova, pod kojom razumjevamo
one malene kuteve, koje zatvara prava projekcija.jedne stranice
trokuta (ova se projecira u krivulju) sa ravnom stranicom. PoSto ali
stereografska projekcija ne deformira kuteve, to moZemo usporedjenje
obih ovih zakona s obzirom na redukciju smjerova izravno izvesti,
dakle bez obzira na kompensativau projekciju. Resultat ovaj je
rijetima isti kao i za deformaciju duZina t.j. maksimalne vred-
nosti redukcije smjerova konformne cilindricke pro-
jekcije unutar podruéja, koji nalikuje krugu, dva puta
suveéenego li kod stereografske projekcije. Ovo iz-
raZeno u brojevima da’e stereografska projekcija unutar istoga po-
dru&ja maksimalnu redukciju smjera za stranicu trokuta od b klm
duZine (4. reda) sa + 1.8 . . dok konformna cilindricka projek-
cija za istu duZinu i identino podruije daje maksimalnu redukciju
smjera sa tocno

iy ARG
koja okolnost moZe za praksu biti od veoma velikog znacenja.

Davno je poznato, da se redukcija smjera jedne stranice tro-
kuta sa duZinom do 20 klm dade izrafunati sa to¢noStu + 001”
nalazila se ova stranica od centralne totke stereografske projekcije
tak i u udaljenosti d = 300 klm po pravilu: Valja zamisliti, da
su obe krajne totke A B zadane stranice trokuta u ravnini spojene
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sa projekcionim centrumom (C). pak ako je dvostruka povriina ovog
spomocnog centralnog trokuta* u ravnini = 2F, onda
je apsolutna vrednost redukcije smjera u tocki A i B jednaka.

= () a7
ster. (4R2)

gdje su o“ i R poznate veli¢ine / log ¢ = 5.31442513, a R =
polumjer srednje Sirine podruija: R = |R, R,.
PredoCuje li xo, ya i xB, xg pravokutne koordinate u ravnini
stereografske projekcije, to je po poznatoj trokutnoj formuli
2F = xps yB — XB ya jer je x¢ = yc = 0.
Nasa ¢e jednacba glasiti:

w7
A ’A fster. =(71lRLT) Xa y8 — XB YA)

Jednacbe konformne cilindricke projekcije za stranice od 6 km
duZine i sa maksimalnim rastojanjem od neutralne osi do 300 km
unutar to€nosti od + 01“ su nam poznate:

| o
ol =(z‘§§) (8 + xa) (y8 — ya) =

=(-ﬂ%) [(xA yB — XB Ya)+ (X8 yB — Xa YA)]

usporedivsi ove jednalbe biti ée:

A

R

= |A! + e st 3 e 793
cil. ster. 4R? (‘B oe T )A)

Veoma lako se dade dokazati, da je drugi &lan jednacbe kod
zgodno odabranog poloZaja stranice AB jednak = |A'ge,. Neka
je Y diraliitna os cilindricke projekcije i neka se stranica AB poloZi
paralelno sa ovom osi i to tako, da os X ovu stranicu sjece u sre-
dini, onda je

|

XA = XB.

_ Uvrstimo li u drugi ¢lan jednaibe mjesto xg vrednost xa i
mjesto XA 'yredr}ost X, to cCe ovaj Clan takodjer dati vrednost
[A ster. 1 Ovime je za maksimalni poloZaj obih redukcija

Al

fster.

A = 2

cil.

Prakticno ¢u znaZen e ove jednacbe u sledeéem Elanku raspraviti.



