
Nekoliko dokaza jedne trigonometrijske nejednakosti

Šefket Arslanagić1 , Daniela Zubović

U ovom prilogu ćemo dati nekoliko raznih dokaza ove trigonometrijske nejednakosti:
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Koristeći nejednakost
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Imamo sljedeću jednakost(
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Jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako je tg
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= tg
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= tg
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⇐⇒  =  =  = 60◦ ,

tj. ako je trokut jednakostranični.

1 Autor je izvanredni profesor u miru na Prirodno-matematičkom fakultetu u Sarajevu;
e-pošta: asefket@pmf.insa.sa
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Dokaz 2. Najprije ćemo dokazati jednakost
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gdje su R i r radijusi opisane i upisane kružnice trokuta ABC , a s je njegov poluopseg.
Neka su ra , rb , rc radijusi pripisanih kružnica tog trokuta. Tada imamo:
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Zbrajajući ove tri jednakosti dobivamo, zbog (5):
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Dokazat ćemo sada i nejednakost
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Dokaz 3. Koristeći poznate formule
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Napomena 1. Ovdje smo koristili jednakost ab + bc + ca = s2 + r2 + 4Rr .
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Dokaz 4. Promatrat ćemo funkciju
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Dokaz 5. Koristit ćemo supstitucije

a = y + z, b = z + x, c = x + y, x, y, z > 0,

gdje su a , b , c duljine stranica trokuta.

Iz formule tg

2

=

√
(s − b)(sc)
s(s − a)

kao i jednakosti koje dobijemo iz gornjih supstitu-

cija:

s =
a + b + c

2
= x + y + z, s − a = x, s − b = y i s − c = z,

dobivamo

tg

2

=
√

yz
x(x + y + z)

,

kao i analogne formule

tg

2

=
√

xz
y(x + y + z)

, tg

2

=
√

xy
z(x + y + z)

.

Sada dobivamo:

tg

2

+ tg

2

+ tg

2

=
√

yz
x(x + y + z)

+
√

xz
y(x + y + z)

+
√

xy
z(x + y + z)

,

=⇒
(

tg

2

+ tg

2

+ tg

2

)2
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Napomena 2. Dokazat ćemo nejednakost
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Dokaz 6. Iz (4) imamo
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Dokazat ćemo nejednakost:
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Jednakost u (9) vrijedi ako i samo ako je R = 2r ⇐⇒ a = b = c , tj. ako i samo ako
je trokut jednakostranični.

Iz nejednakosti (1) i (9) slijedi dvostruka nejednakost
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