Lema o podizanju eksponenata (1)

Julije Jak$eti¢', Josip Lopatit®, Marjan Praljak®, Robert Soldo*

U ovom c¢lanku ¢emo analizirati jednu vrlo korisnu lemu i atraktivan rezultat iz teori-
je brojeva. Radi se o lemi o podizanju eksponenata (eng. Lifting The Exponent Lemma,
LTE) i svoju primjenu nalazi pri rjeSavanju brojnih zadataka iz tzv. olimpijskog folklora,
napose eksponencijalnih diofantskih jednadZzbi. U drugom dijelu ¢emo na raznim zadat-
cima ilustrirati primjenu ove leme.

Za dva cijelabroja a i b reci éemo da je a djeljiv s b ili da b dijeli a i piSemo b | a ako
i samo ako postoji neki cijeli broj ¢ takav da je a = gb. Definiramo v,(x) kao najvecu
potenciju s kojom prosti broj p dijeli x, tj. ako je v,(x) = a tada p® | x, ali p*™' [ x

vp(ay) = vp(x) +vp(y) ey

vp(x +y) = min{v,(x), v, ()} (@)
Vp(X") = nv,(x) 3)

ako y|x tada je v, (;) =vp(x) —vp(y) 4)
vp(0) = oo. (5)

Primjer 1. Najveca potencija od 2 koja dijeli broj 72 je 3 jer 2° = 8|72, ali 2* =
16 f 72, pa pisemo v,(72) = 3 ili jo§ 23 || 72.

Primjer 2. Ako su p i ¢ dva razli¢ita prosta broja, tada je v,(p%qP) = a ili p* ||
A

Najprije ¢emo navesti dvije korisne leme.

Lema 1. Neka su x i y (ne nuzno pozitivni) cijeli brojevi i neka je n prirodan broj.
Dan je proizvoljan prosti broj p (moZe biti i p = 2) takav da je m(n,p) =1, p|x—y,
te niti jedan od brojeva x, y nije djeljiv s p. Tada vrijedi

(X' —y") = v (x —y).
Dokaz. Koristimo sljedeci identitet
M=y = =)W X Ty T ), (D)

Da bismo dokazali tvrdnju leme zbog rastava (D), te ¢injenice (1), dovoljno je pokazati
dapf x4+ x"2y+ ... +xy"2 +y"!. Koristit éemo pretpostavku da p | x — y, tj.
x—y =0 (mod p) ili x=y (mod p). Imamo

My ey =T e xS ]
=nx""! # 0 (mod p),

¢ime je dokaz dovrSen. [J
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Lema 2. Neka su x iy cijeli brojevi i neka je n neparan prirodan broj. Dan je
proizvoljan prosti broj p (moZe biti i p = 2) takav da je m(n,p) = 1, p | x+y, te
niti jedan od brojeva x, y nije djeljiv s p. Tada vrijedi

V(" +y") = vp(x +).

Dokaz. Primijenimo li lemu 1 na cijele brojeve x i —y, te koristeci ¢injenicu da je n
neparan prirodan broj, dobivamo

vp (¥ 3" = v (¥ = (=9)") = vp(x = (=) = vl +y). 0

Teorem 1. (prvi LTE oblik) Neka su x iy cijeli brojevi i neka je n prirodan broj.
Neka je p neparan prosti broj takav da p | x—y, te niti jedan od brojeva x, y nije djeljiv
s p. Tada vrijedi

W 3" = vyl — ) + vp(n). (LTEI)
Dokaz. Dokazujemo prvo
v =) =vpx—y)+ 1, (6)
a za to je dovoljno pokazati da su ispunjene sljedeée dvije Cinjenice
plX¥ !+ Ay (7
P Ty ! (8.)

Tvrdnja (7) direktno slijedi jer je
4y 4 Py = p? ! =0 (mod p).

Neka je sada y = x+ kp, gdje je k neki cijeli broj. Za proizvoljan cijeli broj ¢, takav da
je 1 <t < p, imamo

ytxpflft = ()C =+ kp)t .xpflft

Dy vk )

=1 (x’ +t(kp) - X'+
=1 (X 4 t(kp) X
=x""" 4 thp - ¥? (mod p?).
Ovo znaci da je
VXU =7 tkp a7 (mod p?),  t=1,2,...,p—1,
odakle proizlazi
Ty P!
= (W k) + (T 2kp ) 4+ (P (p— Dhp )
=p '+ (1424...+(p—1)) kpx?
—1
=p! 4 4 . kp? X2
=px’~!' #0 (mod p?).

Ovime smo dokazali tvrdnju (8), a time i (7).
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Sada dokazujemo (LTEI). Uocimo da prirodan broj n moZemo zapisati u sljede¢em
obliku n = p®b, gdje je m(p,b) = 1, a > 0. Tada, koristeéi lemu 1 i tvrdnju (6), imamo

v —y") = VP((xpa)b - (ypa)b)
= (" =)
= () = (7))
(

= =) +a—1=v(x—y)+a=vx—y) +vn). O

Teorem 2. (drugi LTE oblik) Neka su x i y cijeli brojevi i neka je n neparan prirodan
broj i p neparan prosti broj takav da p | x +y, te niti jedan od brojeva x, y nije djeljiv
s p. Tada vrijedi

V(X" ") = vp(x +y) +vp(n). (LTE2)

Dolkaz. Slijedi neposredno iz teorema 1. [J

U uvjetima prethodnih teorema pretpostavili smo da je p neparan prosti broj, tj. p # 2,
p—1

u protivnom razlomak u dokazu teorema 1 ne bi bio cijeli broj. Slucaj p = 2

isti¢emo zasebno.

Teorem 3. Neka su x i y dva neparna cijela broja takva da 4 | x—y. Tada, za svaki
prirodan broj n, vrijedi

V(X" = y") = wa(x —y) + 2 (n).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je n neparan broj. Tada, za p = 2 imamo m(n,p) =1,
odnosno v;(n) = 0. Nadalje, zbog neparnosti brojeva x i y, vrijedi p } x,te p /' y. Po
pretpostavci teorema 4 | x — y, no tada specijalno i 2 | x — y. U uvjetima smo leme 1,
iz koje sada, zbog ¢injenice v,(n) = 0, slijedi tvrdnja ovog teorema.

Prije nego 1i krenemo na dokaz teorema u slu¢aju n je paran broj, dokazat ¢emo, uz
pretpostavke ovog teorema, sljedecu tvrdnju koja vrijedi za proizvoljan prirodan broj n:

V) (xzn - yzn) =wnx—y) +n 9
Primjenom n-puta formule za razliku kvadrata, dobivamo narednu faktorizaciju
n n n—1 n—1 n—2 n—2
=y = (x2 +y? )(x2 + y? ) o (x2 —|—y2)(x—|—y)(x—y). (10)

Sada zbog x =y = +1 (mod 4), slijedi K2 = yzk =1 (mod 4) za sve k € N. Stoga

je 2+ yzk =2 (mod 4) za sve k € N. No, kako su x i y neparni brojevii 4 | x — y,
imamo x + y = 2 (mod 4). To znadi da je potencija broja 2 u svim faktorima rastava
(10) jednaka 1, osim u faktoru x —y u kojemu je potencija broja 2 jednaka v,(x — y).
Koristeci relaciju (1), tvrdnja (9) sada direktno slijedi.
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Vratimo se na preostali slucaj u dokazu ovog teorema, tj. pretpostavimo da je sada n
paran broj. Tada n moZemo zapisati u obliku n = m - 2%, pri ¢emu su k, m prirodni

brojevi, takvi da 2 J/ m. Uo&imo v,(n) = k. Zbog x" — y" = (xm)zk — (y’”)zk, prema
relaciji (9), dobivamo vy (x" — y") = vy (X" — ") + k = vo (X" — y") + v2(n). Zbog

neparnosti prirodnog broja m u uvjetima smo leme 1, stoga je v, (x’" — y’") =v(x—y),
¢ime je dokaz kompletan. [J

Teorem 4. Neka su x i y dva neparna cijela broja i neka je n paran prirodan broj.
Tada vrijedi:
(X" = ") =va(x —y) + x4+ y) +rv2(n) - 1.

Dolkaz. Kako je n paran broj, moZemo ga zapisati u obliku n = m - 2%, pri ¢emu su
k, m prirodni brojevi, takvi da 2 / m. Brojevi x i y su neparni pa su i brojevi 2 yzk
isto neparni, te stoga za njih vrijedi: 2 | 2=y, 2 b K2, 2 b v, Prema lemi 1 sada

je
n@" —y") = vz((xzk)m - (yzk)m) = (xzk —yzk) = vz((xz)zFl - (yz)zkil). (11)

Kvadrat neparnog broja je oblika 4k+ 1, pa je razlika kvadrata dva neparna cijela broja
uvijek djeljiva s 4, dakle 4 | x> —y?. Sada smo u uvjetima teorema 3, odakle za n = 2*~1,

imamo . .
2kt 2kt _
n(( =07 ) =nl@ =) ). (12)
Primjenom (1), te koristei ¢injenicu v, (2871) = k — 1 = wy(n) — 1, slijedi tvrdnja
teorema. [

U nastavku ¢emo dati primjene gornjih teorema na probleme, veéinom s natjecanja.
Neki od njih se mogu rijesiti i bez primjene LTE rezultata, no mnogima dodaju elegantnije
i krace rjeSenje, a u nekima su i neophodni. Takoder, vjerujemo da ¢e sljedeci primjeri
docarati koliko je $irok raspon primjene LTE rezultata u problemima iz teorije brojeva.

Zadatak 1. (Slovenija 1977.) Odredite sve prirodne brojeve n za koje je broj 2" + 1
djeljiv s 3.

Rjesenje. Moguca su dva slucaja, u ovisnosti o parnosti broja n. Pretpostavimo da je
n paran prirodan broj, tj. n = 2k, za neki prirodan broj k. Tada je 2" +1 = 4%+ 1. No,
jer je 4 =1 (mod 3), to je 4¢ = 1 (mod 3), odnosno 4% + 1 = 2 (mod 3). Stoga, ako
je n paran prirodan broj, 3 ne dijeli 2" + 1.

Pretpostavimo da je n je neparan prirodan broj. Stavimoli x =2,te y=1, p =
u uvjetima smo teorema 2, pa imamo v3(2" + 1) = v3(2+ 1) + v3(n) = 1 + v3(n) >
tj. potencija broja 3 koja se javlja u kanonskom rastavu broja 2" 4+ 1 je barem 1.

Dakle, uvjet zadatka zadovoljavaju svi neparni prirodni brojevi.

Zadatak 2. (Hrvatska 1991.) DokaZite da je broj 3" — 2" djeljiv s 35, za svaki
prirodan broj n.

Rjesenje. Primijenimo teorem 1 prvoza x =32 =9, y =22 =4 jer 5| x—y i onda
vs (39" —20m) = v5((3%)* — (22)*) = v5(3* = 2%) +vs(3n) > 1, za sve n € N.

Sli¢no 3% — 26 = (3%)2 — (2°)> = (-1)> — 1> = 0 (mod 7). Dakle, ponovnom
primjenom teorema 1 za x = 3%, y = 26, slijedi v7(3%" — 2%") = v;((3%)" — (2°)") =
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v7(3% — 2%) + v7(n) > 1. Ovime smo dokazali da 35 | 3" — 2" za svaki prirodan broj
n.

) Zadatak 3. Neka je k pozitivan cijeli broj. Nadite sve prirodne brojeve n takve da
342" — 1.

Rjesenje. Pretpostavimo, prvo, da je n neparan prirodan broj, n = 2/+1, [ € N. Sada
iz 4 = 1 (mod 3) slijedi 4’ = 1 (mod 3), odnosno 2" — 1 =2 -4/ — 1 = 1 (mod 3).
Dakle, u ovom slu¢aju 3 f 2" — 1, aondai 3% J 2" — 1.

Neka je sada n paran prirodan broj, tj. n =21, [ € N. Tada je 2" — 1 = 4/ — 1 i ako
x=4,y=1,p=3,uuvjetima smo teorema 1, paimamo v3(4'—1) = v3(4—1)+v3(l) =
1 +v3(l). Da bi imali traZenu djeljivost mora biti v3(4' —1) > k, odnosno v3(I) > k— 1.
Dakle, da bi posljednja nejednakost bila zadovoljena,  mora biti oblika [ = 3*~! .5, gdje
je s bilo koji prirodan broj. Zaklju¢no 3% | 2" — 1, ako je oblika n = 2-31.5 (s € N).

Zadatak 4. (Kazahstan 2001.) DokaZite da postoji beskonacno mnogo prirodnih
brojeva n, takvih da je 2" + 3" djeljiv s n.

Rjesenje. Uzmimo da je n = 5%, za k € N. Prema teoremu 2 imamo vs(2" + 3") =
vs(2+43) +vs(5F) = k+ 1, $to znaci da 5¥71 | 2" +3", aondai 5% | 2"+ 3", za n = 5%,
ke N.

Zadatak 5. Odredite najmanji prirodan broj n za koji je 2" + 3" djeljiv sa 625.

Rjesenje. Ako je n paran, tada je 2" + 3" = 2" + (—2)" = 2"*! #£ 0 (mod 5). Dakle
traZeni n € N ne moze biti paran.

Neka je sada n neparan prirodan broj. Stavimo li x =2, y =3, p =5, u uvjetima
smo teorema 2, prema kojemu imamo vs(2"+3") = v5(2+3)4vs(n) = 14+vs(n). Dabi
625 | 2"+3", mora biti vs(2"+3") > 4, stoga iz prethodne relacije, slijedi 1+vs(n) > 4,
odnosno vs(n) > 3. Najmanji prirodan broj koji zadovoljava ovaj uvijet je n = 5° = 125.

Zadatak 6. (Irska 1996.) Neka je p prost broj, te a i n prirodni brojevi. DokaZite,
ako je 2P + 3P = d", tada je n = 1.

Rjesenje. Zap=2je a" =13,teza p =5 je a" = 275 =5%-11. U oba slucaja je
oc¢ito n = 1. Ako je p prost broj razli¢it od 2 i 5, specijalno p je neparan prirodan broj,
pa prema teoremu 2 imamo vs(2” +37) = vs(5) +vs(p) =1+ 0=1, tj. vs(a") = 1.

Zadatak 7. (Belgija 2001.) DokaZite da je za svaki prirodan broj n, n > 1, broj
(n — 1)? djeljitelj broja n"~' — 1.
Rjesenje. Ako je n = 2, tvrdnja zadatka je trivijalna. Uzmimo da je n proizvoljan

prirodan broj, n > 2. Nekajes n—1 = p{" -p5®-...-p;* dan kanonski rastav od n—1, pri
demu su pi,pa,...,Pr prosti brojevi takvida je p;1 < py < ... < pi,te a1, 00,...,0%
pripadne (pozitivne, cjelobrojne) potencije, odnosno o; = v, (n — 1) za j = 1,2,... k.
Kanonski rastav od (n — 1)? je tada (n — 1)> = pi® - p3™ - ... - p; ™.

Pretpostavimo prvo da je n (n > 2) paran prirodan broj. Tada je n— 1 neparan broj, te
susvip; (j=1,2,...,k) unjegovom kanonskom rastavu neparni prosti brojevi. Stavimo
li x=n,y=1, uuvjetima smo teorema 1, p; |x—y (j=1,2,....k). Slijedi

v ("1 = 1) = vy (n = 1) + vy, (n — 1) = 2v,(n — 1) = v, ((n — 1)2) =20,
tj. pjzaf | "~ —1,zasve j=1,2,... k, acime je tvrdnja zadatka, u slu¢aju n (n > 2)

paran prirodan broj, dokazana.
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Neka je sada n (n > 2) neparan prirodan broj. Tada je n — 1 paran broj, stoga je,
u kanonskom rastavu od n — 1, p; = 2. Kao u sludaju n (n > 2) paran prirodan broj,

dokazujemo da p?a’ | n"~1—1,zasve j=2,...,k. Dabismo i u ovom slu¢aju dokazali
tvrdnju zadatka, preostaje nam pokazati da 22% | n"~! — 1. Najprije, uo¢imo, jer je n+1
paran broj to je va(n+ 1) > 1. Stavimo li, kao i ranije, x = n, y = 1, uz &injenicu da
je n— 1 paran broj, u uvjetima smo teorema 4,
vt 1) =nh—1)+nh+1)+nh-1)-1
=1((n—1)%) + (nmr+1)—1) > n(h-1)%) =2a,

¢ime smo pokazali 22% | n"~1 — 1.

Zadatak 8. (IMO, Shortlist 1991.) Nadite najveci eksponent k s kojim potencija
1991* dijeli broj
19901 1 19921991
Rjesenje. Oznacimo zadani broj s N i uo¢imo da je 1991 = 11 - 181, (181 je prost
broj). ZapiSimo N u obliku

1[990

1
N = (1990‘99‘2) 4 1992!%

11990

Stavimo x = 199019 y = 1992 i n = 1991!% (koji je neparan broj).

Dalje, imamo 1990 = —1 (mod 11), odakle slijedi 1990'%"" = —1 (mod 11). Kako
je 1992 = 1 (mod 11), dobivamo x +y = 0 (mod 11), tj. u uvjetima smo teorema 2,
prema kojemu je

vt (V) = vi1 (190" 4 1992) + vy (1991')

> (14)
= v11(1990"" +1992) + 1990.

U nastavku ratunamo vi; (199019912 +1992) i zato ¢emo prvo odrediti vy (199019912 +
1). Ponovno, jer 11 | 1990 + 1, te jer je 1991% neparan broj, prema teoremu 2 slijedi

Vi1 (19907 1) = vy (1990 + 1) +v1; (19912) = 3141 (1991) = 3, §j. 1990 41 =
113 - k, za neki prirodan broj k takav da 11 / k. Dalje, imamo 1990'%" 4 1992 =
(1990'° 4 1) + 1991 = 11° - k + 11 - 181 = 11(11% - k + 181), odakle dobivamo
vi1 (19907 1 1992) = 1.

Sada, iz (14) slijedi vi;(N) = 1991. Analogno se pokazuje vig;(N) = 1991, pa je
potencija broja 1991 s kojom se javlja u kanonskom zapisu broja N jednaka 1991.

Zadatak 9. Neka su a i b razliCiti cijeli brojevi i k > 1 prirodan broj. DokaZite da

o)1)

moZze biti cijeli broj za najviSe kona¢no mnogo prirodnih brojeva n.
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Rjesenje. Neka je p prosti broj koji dijeli k. Ako je
" " k+1)"— (bk+1)"
(a47) - (b)) =

k k k"
cijeli broj, onda p”" | (ak + 1)" — (bk + 1)". Zbog p | (ak+ 1) — (bk+ 1) = k(a — b) i
pfak+1, pf bk+1 moZemo primijeniti teorem 1:
vp((ak +1)" = (bk +1)") = vy(k(a — b)) + vy (n).
Dakle uvjet v,((ak + 1)" — (bk + 1)") > n je ekvivalentan v,(k(a — b)) > n — v,(n)

pa zbog v,(n) < n/2 (vidi dolje zadatak 1) slijedi n < 2v,(k(a — b)). Desna strana ove
nejednakosti je neovisna o n i tvrdnja zadatka je time dokazana.

U sljedecem broju nastavit cemo primjenjivati LTE rezultate na sloZenijim problemima.

Zadatci za vjezbu

1. Dokazite da je za svaki prosti broj p i svaki prirodni broj n vrijedi v,(n) < n/2.

2. Neka su x 1 y neparni prirodni brojevi i n paran prirodan broj. DokaZzite da vrijedi
2 _\2
X

WW“wﬂ=w( . )+wm)

3. Dokazite

v3(n) ako3|n
11---1) =
v3(&z—/) { 0 ako 3 f n;
1+ (3)
v”(ll---l):{ Vi1 ) n paran
M 0 n neparan.

4. (Hrvatska, $kolsko natjecanje 2022.) Dokazite da je broj 6222 — 22022 djeljiv s
22025.
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