ZADATCI | RUESENJA

Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo upo-
zorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog bro-
jaje 30. rujna 2023. RjeSenja (i imena rjeSava-
telja) bit ¢e objavljena u br. 2/294.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 285.

A) Zadatci iz matematike I
3917. Ako su a # b pozitivni brojevi,
ab # 0, dokazi da jednadzba
1 1 1
- =0
x x—a x-—b>b

ima dva razlicita realna rjeSenja.

3918. Dokazi da za pozitivne brojeve a, b, ¢
vrijedi nejednakost

ab + bc
a4+ a?b2c+ b5 b+ ab?c? + ¢S
ac 1

Jra5 + @b + ¢S T abe’

3919. Ako su a, b, ¢ duljine stranica troku-
ta, s njegov opseg i r, ra, Iy, e polumjeri upi-
sane i pripisanih mu kruZnica, dokaZi nejedna-

kost
[a . [b /ggz\ﬁ,
Ta rp re 3Vr

3920. Neka su x, y, z medusobno razliciti
realni brojevi. Dokazi da je

Si—y+ Iy —z+Vz—x#0.

3921. Neka su m i n pozitivni cijeli brojevi
koji zadovoljavaju jednadzbu

mn® + 876 = 4mn + 217n.
Nadi sumu svih mogucih vrijednosti od m.

3922. Dokazi da n-ti prosti broj p, zado-
n—1
voljava uvjet p, < 22 za svaki n > 1.

3923. Dan je Fibonaccijev niz (F; = 1,
Fr=1, Fh=F,_1+F,_», n> 2). Dokazi

n n n
(1) (2 (1

3924. Neka je (an)uen niz brojeva sa svoj-
stvima:

1) a) = 1
il) ap, = na, za svaki n € N.
Koliko je ayion ?

3925. U tocki D kruZnice polumjera r
povucena je tangenta 7. Neka je C drugi kraj
promjera CD te kruZnice i O njezino srediste.
Tockom O prolazi pravac koji sijece ¢ u tocki
A tako da je ¥DOA = 30°. Na tangentu ¢ na-
nese se duZina AB tako da je |AB| = 3r i tona
onu stranu od A na kojoj je i tocka D. Dokazi
da je |BC| = rm. Pokazi da ta konstrukcija za
broj 7 daje pribliZznu vrijednost

. [2(20=3V3)

~ AN —/—/—/—/—/—

3 )
$to daje tocnost na Cetiri decimale.

3926. U trokutu ABC polovista stranica
BC, CA, AB suredom D, E, F. Proizvoljan
pravac kroz to¢ku A sijece duzine DE, DF (ili
njihove produZetke) redom u G, H. DokaZi da
su pravei CG i BH paralelni.

3927. Dan je S$iljastokutan trokut ABC.
Pravac na kojem leZi njegova visina iz B sije-
&e kruznicu dijametra AC u tockama P i Q, a
visina iz C sijeCe kruznicu s dijametrom AB u
tockama M i N. Dokazi da tocke P, Q, M i
N leze na istoj kruZnici.

3928. Kruznica dodiruje stranice AB i AD
pravokutnika ABCD, prolazi tockom C i sijece

BC u K. Odredi povrsinu cetverokuta ABKD
ako je [AB| =8 cm i |AD| =9 cm.

3929. Omjer duljina stranica paralelograma
je a: b = p: g, anjegovih dijagonala d; :
dr = m : n. Odredi kutove tog paralelograma.
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3930. Za cijele brojeve m > 0 i n > 0,
neka je Spm(n) = 1" +2" + ... 4+ n™. Dokazi
da vrijedi

<m8“1>so(n)+ (m;”)Sl(n)
+<m;1>sz(n) +o+ (m,;:l)Sm(n)
=(n+ 1" -1

Odavde se mogu redom odredivati formule za
sume So(n), Sy(n), S2(n),....Sm(n),...

B) Zadatci iz fizike I

OS - 518. Kovanice od 10, 20 i 50 centi
su zlatne boje. Napravljene su od legure ko-
ja se naziva nordijsko zlato. Tu je leguru tes-
ko rastaliti i upotrebljava se za izradu kovanica
i medalja. Nordijsko zlato sadrzi 89 posto bak-
ra, po 5 posto aluminija i cinka i 1 posto kosi-
tra. Koliko je puta gustoda te legure manja od
gustoCe zlata? Gustoca je bakra 8920 kg/ m?,
aluminija 2700 kg/m?, cinka 7000 kg/m?, ko-
sitra 7310 kg/m>, a zlata 19320 kg/m?.

0S - 519. Na kalem okruglog presjeka je
namotano 50 namotaja bakrene Zice.  Sirina
svih namotaja iznosi 6 cm. Kad se ta zavojni-
ca spoji na izvor napona 4.5 V kroz nju potece
struja od 3 A. Koliki je promjer kalupa na ko-
ji je Zica namotana? Elektri¢na otpornost bakra
iznosi 1.7-107% Qm.

0S - 520.  Ugenik ima maleni komadié
metala kojem Zeli odrediti gustou. Ima pre-
ciznu vagu kojom je odredio da je masa metala
52 grama, ali menzura koju ima je prevelika da
bi to¢no izmjerio tako mali obujam. Zato je u
menzuru natoc¢io vodu do visine 30 cm i mje-
rio vrijeme koje treba metalu da padne na dno
menzure kad ga ispusti s povrSine vode. Nakon
nekoliko mjerenja izracunao je da je prosje¢no
vrijeme iznosilo 0.29 s. Kolika je gustoca tog
metala? Gustoca vode je 1000 kg/m3, a ubr-
zanje sile teZe je 9.81 m/s.

0S - 521.  Marko je na elektri¢nu plocu
Stednjaka snage 1000 W stavio kuhati litru vode
temperature 20 °C jer je Zelio popiti ¢aj. Cim
ju je stavio zazvonio je telefon, njegov ga je pri-
jatelj Ivan pozvao da zajedno uce fiziku za test.

254

Marko Zeli popraviti ocjenu iz fizike, zaboravio
je na ¢aj i otiSao kod Ivana koji Zivi u susjed-
nom stanu. Nakon 45 minuta se sjetio da je os-
tavio vodu na Stednjaku. Je li voda do tada ispa-
rila? Pretpostavimo da se 20 posto topline tro-
Silo na zagrijavanje okoline. Specifi¢na topli-
na isparavanja neke tvari je koli¢ina topline koju
treba dovesti jednom kilogramu te tvari da pri-
jede iz tekucéeg u plinovito stanje, za vodu ona
iznosi 2.26 MJ /kg. Specifi¢ni toplinski kapa-
citet vode iznosi 4200 J/kgK, a gustoca vode
1000 kg/m?.

1812. Jednoliko ubrzano gibanje s pocet-
nom brzinom v odvija se tako da je prevaljeni
put u cetvrtoj sekundi gibanja 3.6 m veci nego
u prvoj. Odredi ubrzanje tog gibanja.

1813. Satelit se giba oko Zemlje po eliptic-
noj putanji. Najveca brzina (u perigeju) iznosi
9.2 km/s, a brzina na 1000 km visine iznad po-
vrsine je 8.5 km/s. Odredi visinu perigeja nad
povr§inom Zemlje. Uzmimo da je Zemlja kugla
radijusa 6371 km i mase 6 - 10°* kg.

1814. Projektil se pri kosom hicu popne do
najviSe tocke 520 m iznad horizontalnog zem-
ljista, a brzina mu tada iznosi 120 m/s. Koliki
je ukupni domet projektila, pocetna brzina i kut
izbacaja?

1815. Kod sabirne lece jacine +3.25 dpt
ostra slika predmeta nastane na udaljenosti
2.8 cm od fokusa. Kolika je udaljenost pred-
meta od lece i koliko je uvecanje?

1816. U uzorku se nalazi 2 - 10° radioak-
tivnih jezgri nekog izotopa. Ako ih se u prvoj
sekundi raspadne 150 000, koliko ocekujemo da
ih ostane neraspadnuto nakon 24 sata?

1817. Ako dva ohmska troSila spojimo para-
lelno na naponski izvor, imat ée zajedno 7.2 pu-
ta vecu snagu nego da smo ih spojili serijski na
isti izvor. Ako je zbroj njihovih otpora 21 Q,
koliko iznose pojedina¢ni otpori?

1818. U balonu na topli zrak moguce je
postiéi 100 °C vecu temperaturu od temperatu-
re okolnog zraka koja iznosi 15 °C. Ako je vo-
lumen balona jednak volumenu kugle radijusa
6 m, kolika je ukupna nosivost balona? Gus-
toéa zraka pri 15°C je 1.23 kg/m>.
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C) Rjesenja iz matematike I

3889. Za prirodan broj n dokaZi nejedna-
kost
n n
’\‘/ 1 v 1Yy
n n

Rjesenje. Koristimo Bernoullijevu nejedna-
kost.

Akoje x> — 11 0<a< 1 tada vrijedi
(1+2)*<1+ax

n

Uzmemo li specijalno x = — i a = — slijedi
n n
1
n n n
(1 + ﬁ) <1+ 4

n n

n
n

1
dok za x = — ia= o slijedi
1
n n n
<17ﬁ> <17@.
n n

Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo

¢f¢”

n

$to je i trebalo dokazatl.
Marko Dodig (4),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

3890. Neka su xi, x2, x3, x4 rjeSenja jed-

nadzbe
X 4 k? o+ 121x — 2020 = 0.
Ako je x1x; = 20, odredi k.

RjeSenje. Neka su xj, xp, x3 1 x4 rjeSenja
dane jednadzbe i neka je xjx, = 20. Vieteove
formule za nasu jednadzbu glase:

X] +Xx2+x3+x4 = 0
X1X2 + X1X3 + X1X4 + X0X3 + X0X4 + X3x4 = k
X1XXx3 + X1 X0X4 + X1 X3X4 + Xox3x4 = —121

X1 X2X3X4 = —2020.

X1X2X3X4 —2020
X3y = ——— =

= —101.
XX 20

Mozemo zapisati zadanu jednadzbu kao:

Xk 1210 — 2020

=(x—x1) - (x—x2) - (x—x3) (x—x4q)

= (® — px +20) - (x* — gx — 101)
za neke realne brojeve p i q. Usporedujuci
koeficijente s obje strane jednakosti dobivamo:

ptq=0
101p —20g = 121
k = —101 + pq + 20.

Prve dvije jednadZbe rijeSimo kao linearni sus-
tav i dobivamo p = 1 i g = —1, a iz trece
jednadzbe je

k=—81+pg=—82.

Marko Dodig (4), Zagreb

3891. Ako dva dvoznamenkasta broja na-
pisemo jedan do drugog, dobijemo Cetverozna-
menkasti broj koji je djeljiv njihovim produktom.
Nadi sve takve parove brojeva.

Rjesenje. Neka su a i b traZeni brojevi. Ta-
da vrijedi
100a +b =k-ab, k€ N.
Vidimo da a|b, tj. b = ax, gdje je x € {1,2,4,5}.
Iz gornje jednadzbe slijedi
100 =x-(ka—1), k> 1.

Sada razlikujemo Cetiri slucaja, uzimajuéi u ob-
zir da je k > 1 i a dvoznamenkasti broj:

1°zax =1 = ka = 101, aova
jednadZba nema rjeSenja jer je 101 prost broj;

2° zax = 2 = ka = 51, i jedino
moguce rjeSenje je a =17, k=31 b = 34;

3 zax = 4 = ka = 26, i jedino
rjesenje je a =13, k=21 b= 52;

4° za x =5 = ka = 21, $to u nasem
slu¢aju nema rjesenja.

Dakle, imamo dva para dvoznamenkastih bro-
jeva koji zadovoljavaju uvjete zadatka

(a,b) € {(13,52),(17,34)}.
Marko Dodig (4), Zagreb

Matematicko-fizicki list, LXP(IH 4 (2022



3892. Nadi sva rjesenja sistema jednadZbi
o+ 8y3 =x+2y
2x2y + 4xy2 =x+2y.

Rjesenje. Ako jednadZzbe sustava rastavimo
na faktore, moZemo ga zapisati kao:

(x+2y)(x2 72xy+4y2) =x+2y
2xy (x 4+ 2y) = x + 2y.

1° Ako je x+2y =0 = x=riy=f%
su rjeSenja sustava za bilo koji realan broj r.
2° Ako je x+ 2y # 0 obje jednadzbe sus-
tava mozemo podijeliti s x+ 2y i on je ekviva-
lentan sustavu:
¥ —2xy—§—4y2 =1
2xy = 1.

. . 1 . .
Iz druge jednadzbe je y = % i to uvrstimo u
prvu odakle slijedi:
1

2
4= =1
X +x2
= -2 +1=0
= @ -1%=0

—x¥—-1=0
:>X]72=:|:1.

Skup svih rjeSenja naSeg sustava mozemo zapi-
sati kao:

1 1
(.X,y) € {(7177§> ’ (17 5)}
U{(r,f%) :rER}.
Marko Dodig (4), Zagreb

3893. Neka su realni brojevi k i K korije-
ni jednadibe ¥ +ax+b=0. Doka%i da Je
a<025ia —3ab+b*+b=0.

Rjesenje. Vieteove formule za danu jednadz-
bu glase
X]1 +x2 = —a
x1x2 = b,

pa iz uvjeta zadatka je k> +k=—a i k> = b.

Najprije imamo:

2
(k—i—%) >0 = K+k+->0

A=

-

== —a> 741—‘ = a<
Jos je
@ — 3ab + b +b
= (=K =k +3- (K +k) -+ +k
= k=3 =3 =k 3k 3+ 1O+
= 0.
Marko Dodig (4), Zagreb

3894. Dokazi jednakost

a b c d
—b a d -—c
—c —d a b
—d ¢ —-b a

= (@ + b +F+d*)

Rjesenje. Razvijemo danu determinantu po
prvom stupcu, pa imamo redom

a b c d
—b a d —c

—c —d a b
—d ¢ —-b a
a d —c b c d
=al|—d a b |+b|l—d a b
¢ —b a ¢ —b a
b ¢ d b ¢ d
—cla d —c|+d| a d —c
¢ —b a —d a b
a b d —c d —c
:“<" —ba+d’—b Tla b )
a b c d c d
+b(b —b a +d —b a +cab')
d —c c d c d
_C<b fba'_a fba+cdfc)
d —c c d c d
+d<ba b 7aab‘7dd —c)

= ala(a®+b%) + d(ad—bc) + c(bd+ac)]
+ bb(a*>+b%) + d(ac+bd) + c(bc—ad))]
— c[b(ad—bc) — a(ac+bd) + c(—c*—d*)]
+ d[b(bd+ac) — a(be—ad) — d(—c*—d*)]



= az(a2 + bz) + ad(ad — bc) + ac(bd + ac) Sa slike vidimo
+ b*(a* + b*) + bd(ac + bd)
+ be(be — ad) — be(ad — be)
+ ac(ac + bd) + ¢* (> + d*) + bd(bd + ac) =

|AC| = tg52°30" = tg(30° + 22°30)
tg30° + tg22°30’
1 —tg30° - tg22°30

— ad(bc — ad) + d*(¢* + d*) V3 T cos25°
—_ + e —
= (a* + b*)* + 2ad(ad — be) + 2ac(bd + ac) _ 3 1+ cos 45°
+ 2bd(ac + bd) + 2be(be — ad) | Y3 [1—cosds®
s a0 3 1 + cos45°
+(c"+d%) —

= (& + b*)? +24°d + 24 + 20°d?
12077 + (¢ + &)
= (@ + b+ +d) -
Marko Dodig (4), Zagreb
3895. Za koje x red
Inx+In’x+. .. +In"x+...

konvergira?
o0
Rjesenje. Dakle imamo sumu: > (Inx)".
-0 =
o n
Neka je r = Inx. Tada je > r". Red je ko-

n=0
nvergentan pod uvjetom da je |r| < 1. Slijedi
—1 < Inx < 1. Potrebno je odrediti za koje
x vrijedi ova nejednakost. Koristimo potencije =
od e:

—1 Inx 1

<e <e

<x<e.

Dakle, za x €

S N — 8

1 .
-, e) red konvergira.
e

Vilim Ivanus (4),
Prva gimnazija, VaraZdin

3896. U trokutu ABC je |BC| = 1,
JABC = 52°30' i BCA = 90°. Izracunaj
|AC].

Prvo rjesenje.
A

_V3+3v2-3
36443
_\/§~(1+\fﬂ/§)

V3. (1-v2+V3)
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_1+V6—V3 1+V34+V2

C1—V24V3 1+V3+V2

:4\/E+2\f—2
2«(\/5—{—1)

2WV2+V3-1 V3-1
A+l VB
2v6 —2v2 —2\3 +4
2
=V6-V3-v2+2.
Marko Dodig (4), Zagreb
Drugo rjesenje. Tada je SBAC = 90° —
JABC = 37°30.

B 2

Na stranici AC odredimo to¢ku D tako da
bude ¥DBC = 15°, pa je JABD = 37°30'.
Trokut ABD je jednakokracan, §to znaci da je
|[BD| = |DA| = y. Na stranici BC odredimo
toc¢ku E tako da je BDE = 15°. Trokut BED
je jednakokradan pa je |BE| = |[ED| = 2x i
|CE| = |BC| — |BE| = 1 — 2x. Buduéi da
u pravokutnom trokutu CDE imamo {DEC =

1

30°, zakljuCujemo da je 5= sin30° = |CD| :
2x, tj. |CD| = x. Primjenom Pitagorina poucka
na pravokutni trokut CDE dobijemo

(2x)* = X% + (1 — 20)%,
odakle je x = 2 — /3 jer mora biti x < 1.
Kako je trokut BCD pravokutni imamo

¥ =1+ 2-V3)?,
a odavde je

y=2y2-v3=v6-V2.
Najzad, iz trokuta ABC slijedi
x+y=|AC| = V6 - V3 -V2+2.

Ur.

258

3897. U kruznici k(O,r) dane su paralelne
tetive AB i CD. Ako je |AB| = 46, |CD| = 18
i JAOB = 34COD, odredi r.

Prvo rjesenje. OznaCimo zadane elemente
kao naslici: |AB| = 46, |CD| = 18 i koristimo
kosinusov poucak:

182:r2+r2—2~r~r~cosq)
462=r2+r272-r-r-cos3(p
P (1= cos @) = 162

(1 = cos 3¢) = 1058.

Dijeljenjem druge jednadZbe prvom slijedi:

1 —cos3¢p _ 529

1 —coseo 81
81(1 — 4cos® @ + 3 cos @) =529(1 — cos @)

81cos® @ — 193cos @ + 112 = 0

81cos® @ —8lcos — 112cos @ + 112 = 0
81cos@ - (cos” @ — 1) — 112(cos @ — 1) = 0
(cosgp — 1)[8lcos @ - (cosp + 1) — 112] = 0.

U slucaju cosp =1 = ¢ = 0, a to nema
geometrijskog smisla. Znaci imamo kvadratnu
jednadzbu:

81-cos’ @+ 81-cosp — 112 =0,

&ija su rjeSenja (cos @) = Y < —1, §to nije

moguée i (cos @), = =, §to je jedino mogude.

NeJIEN

Sada je
2o 102 gy
1 —coso

= r=27.

Marko Dodig (4), Zagreb
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Drugo rjeSenje. Neka su M i N poloviSta Jednostavnim sredivanjem odmah slijedi
od AB i CD, ¥CON = x. Tada je JAON =

. a* + b =56
3x i
23 |AM| rsin3x  3sinx—4 sin3 x Na kraju, zadana nejednakost je ekvivalentna s
9 |CN| = Tsinx sinx 5- (a2 +5 - 02) > 8ab
=3 —4sin’x. 242
—5. <a2+b2“ Jsrb ) > 8ab
2, 42
<= 4-(a"+b") > 8ab
= + b > 2ab
— (a—b)* >0,
§to je uvijek tocno. Jednakost se postiZze samo
u slucaju kada je a = b tj. kada je trokut jed-
nakokracan.
Sada je Marko Dodig (4), Zagreb
.2 1 23 1 . T
sIx =7 3- 9 g ! Smx=gz Drugo rjeSenje. YBTA = 5
Dakle, r = M =27.
sinx

3898.  TeZisnice tq it iz vihova A i B
trokuta ABC su okomite. DokaZi nejednakost

S(a2 +5 - cz) > 8ab,
gdje su a, b, c¢ stranice trokuta.

Prvo rjesenje. Koristimo formule za duljine
teZi$nica trokuta

tqg =

A/2(b? + ¢?) — a? 7 \?2 7 \?2 4, 5
Jla) +\30) =glati)

(42 + 41%)

=5 2(a? + c2) — b2

i ¢injenicu da teZiste svaku teZiSnicu dijeli u om-
jeru 2 : 1, gledano od vrha trokuta. Tako, pre-

= Nl —=
[}
[
Il

2 2 2 2 2 2
ma Pitagorinu poucku za AABT, slijedi jedna- ) 26" +¢%) —a” +2(a” +¢7) = b7]
kost: L , B @1 b? 14t

(§§ 2(b2+C2)7a2) 9
5 — 57 =d* + b
21 2 .
+<§5 2(a2+02)—b2> = 2 Tada je

5(a” +b* — ) = 5(a® + b*) — (a® + b7)
= 4(d* + b*) > 8ab.
Ur.

3899. B i C su krajnje tocke i A je polo-
viste polukruznice. Neka je M tocka na strani-
ci AC,a P i Q noZista okomica iz A i C na
pravac BM. DokaZi |BP| = |PQ| + |QC].
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Prvo rjesenje. Smjestimo danu polukruz-
nicu u koordinatni sustav kao na slici, tj. neka
je njezino srediSte u ishodistu i neka se nalazi u
gornjoj poluravnini. Takoder moZemo pretpos-
taviti da se radi o jedini¢noj polukruZnici. Ka-
ko su svi kutovi nad promjerom kruZnice pravi,
to¢ka Q se nalazi na samoj polukruZnici.

y

A(0,1)
0
PM

B (-1,0) C (1,0) x

Jednadzba pravca AC glasi y = —x+1, pa
uzmimo da je M(xp, —xp + 1). Sada je

1— 1-—
BM...y= xMx i/l
14+ xm 14+ xy

xy + 1

Kako je kcp = kap = — slijede jed-

nadzbe tih pravaca:

xy + 1

AP... y= x+ 1,
xy — 1
xy + 1 Xy + 1
co...y="M X M-
XM — xy — 1

BM N AP = {P} pa rjeSavajuci linearni sustav

slijedi
P XM‘(lfo) lfo
1+x3, “1+x3, )’

i isto tako:

2)CM 1—XM
L+x3, 7 1+x3, )

2 : 2
14-x3,

BMNCQ = {Q} = Q<

Sada rac¢unamo:

IBP| = (xM (1—xum)

1 +x12u
V2

l+x12w

260

l+x12u 1+x12u
1
> 27 2
l—xy 1—axy
1+x12w l+x12u
_ V2xy
- b
l+x12u
2 ? 1=\’
X — X
loc| = el B B e
1+ x3, 1+ xp,
V2 (1~ xu)

Odavde vidimo da je |BP| = |PQ| + |QC]|, $to
je i trebalo pokazati.

Marko Dodig (4), Zagreb

Drugo rjeSenje. Neka je R € BQ tako da
je Q izmedu B i R i |QR| = |QC|. Kako je
JIBQOC pravi, Q lezi na polukruznici. Dakle,
etverokut BAQC je tetivni i JAQC = 180° —
JABC = 135°.

R

B C

Odavde je JAQR = 360° — 135° —90° =
135°. Zato su trokuti AQC i AQR sukladni,
odakle je |[AR| = |AC| = |AB|. U jedna-
kokra¢nom trokutu ABR je |AP| visina, pa je
|BP| = |PR| i |PR| = |PQ| + |QC], §to je i
trebalo dokazati.

Ur.

Trece rjesenje. Neka je S na AP tako
da je AQCS jednakokracan trapez. Kako je
IBOC =90°, Q lezi na polukruZnici pa je Ce-
tverokut ABCQ tetivni. Odavde je SAQB =
JACB = 45°. U pravokutnom trokutu PAQ
je SPAQ = 45°, pa je JASC = 45°.
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S

Kako je JASC = JABC, &etverokut ABSC
je tetivni, pa je JASB = JACB = 45°. Trokut
BPS je jednakokragan i |BP| = |PS|. Kona-
¢no, u jednakokracnom trapezu AQCS imamo
|AS| =

1P| =

|PS| = |AP| + |QC| = |PQ| + |QC|.

Ur.
3900. Neka su R i r duljine polumjera opi-

sane i upisane kruZnice trokuta ABC. DokaZi
nejednakost

2B—v
2

Cos

> 2
~ R

RjeSenje. Prvo ¢emo dokazati jedan poznati
identitet, koji vrijedi u svakom trokutu

sin%singsin% = é

Krenimo od kosinusovog poucka:

a2:b2+cz—2bc~cosa

:b2+cz—2bc~(1—2-sin2%)

= (b—¢)* + 4bc - sin” %

4bcsin2%:a2 — (b—c)2
a—b+c a+b-—c
2 2

=(s—>b)-(s—¢)

.2 a
bcsin® — =
2

SNy = T e
Analogno dobivamo
sinE: 7(s—a)(s—c) i
2 ac
Y (s—a)(s—b)
sins =\

MnoZenjem ovih jednakosti slijedi traZeni iden-
titet:

sin%singsing = (s—a)(sazcb)(s—c)
P P
" s-4RP  4Rs
o r
T

Sada danu nejednakost piSemo u obliku:

2[3}’ B Y

> — = I
co 5 85m > sin 5 sin 2

B

2

> 8sin (90O - g — %) sinésinZ

2 2
2 _B,Z
<= cos (2 2)

> 8cos (ﬁ + Z) sinﬁsinx

2
<> COS

7N
)
<
—

22 2 2

2
<~ (cos gcos E + sin = ﬁ sin E)

2
> - = — -
8sin ) sSin COS — COS — sin — ) sin 5

2 B B _B.v ¥
cos 5 +2sm 2cos 2 sin 2cos2

B.o2v

.2
+ sin” = sin
2

Ccos

. B .y B Y
> Ll IS Ll IS
8 sin > sin 2 COS = COS

2 Esinz Y
2 2

— 8sin

2B 2 einBeos Pain ¥ cos ¥
<—> CO0S 2COS 2 6SIIIZCOS2511'1200S2
+9sin2§sin2%20

B Y B Y 2
= LA 1n — gin — > (.
<~ (COS 5 [0 7 3sin ) sSin 2) 0

Kako posljednja nejednakost ocito vrijedi i dana
nejednakost takoder vrijedi i zadatak je rijeSen.
Jednakost se postize u sluaju o = f =y =

g, tj. kada je trokut jednakostranican.

Marko Dodig (4), Zagreb
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3901. Odredi sumu
100 1/100 1/100
(9) 3 +5(%)
1 (100
+...4+ m(l()())
Prvo rjesenje. Krenimo od binomnog pouc-
ka:
n X
wrr =3 (1) ) [
k=0 0
(t+1)"+1 X _i<n> xk+1
o = k)k+1

n+1
(x+1)n+1_1 _i n xk+1
ntl &k )krT

Sada uvrstimo x = 1, pa slijedi

Z”: 1 (n)72"+1—1
() ==
k:0k+l n+1

Specijalno za n = 100 dobivamo danu sumu:
% 1 (100)72‘0171
=l )= o
= k+1 101

Marko Dodig (4), Zagreb

Drugo rjesenje.

1 100
k+1\ k

~ 100 (100 — 1) ...~ (100 — k + 1)
T (k1) k(k—1)-...-2-1
1 101-(101 — 1) -...- (101 — k)
T 101 (k+1)!

:1(1)_1<k1—(;11>
=] (1)+(9) e ()
()-(2)]

| 1+ 1=

1
= To1

L plol _ oy
101( )

Ur.

3902. Neka je a duljina baze i v pripadna
visina jednakokracnog trokuta. Odredi polum-
jer p kruznice koja dodiruje bazu, visinu i iz-
nutra opisanu kruznicu tog trokuta. DokaZi da

Jje p jednako polumjeru upisane kruZnice danog
trokuta.

Rjesenje. Najprije izracunajmo duljinu kra-
ka ovog jednakokra¢nog trokuta po Pitagorinu
poucku:

2 2

b VH(&)Q:LHV,
2 2

Polumjer opisane kruZnice racunamo iz
R Gbc _ &+ 47
4P 8y

a polumjer upisane kruznice iz formule

(D

Sa slike sada vidimo
2 2 2
(R=p)"=p—(R+p)]" +p"
Sredivanjem dobivamo
p2+4Rp—2vp+v2 —2Rv =0,
te uvrStavanjem gore dobivene vrijednosti za R
i daljim sredivanjem dobivamo kvadratnu jed-

nadzbu po nepoznanici p

4v-p2—§—2az-p—va2:07

¢ija su rjeSenja
—d> +aVa® + 42
Pro=——_ 42—
v

Iz geometrijskih razloga jedino moguce rjeSenje
je:
a(\/a2+4v2—a) /E L2 +a

4v Vat+42 +a

av
==
a+vVa?+ 42
Ovime je zadatak rijeSen.
Marko Dodig (4), Zagreb
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D) RjesSenja iz fizike I

0S - 510. Elektricno kuhalo ugrije litru vo-
de od 20°C do 90°C za 3 minute. Korisnost
mu je 90 posto. Kolika struja tece kroz kuhalo?
Napon elektricne gradske mreZe je 230 V. Spe-
cifi¢ni toplinski kapacitet vode je 4200 J/kgK,
a njena je gustoca 1000 kg/m3 .

Rjesenje.
V=1L

m =1 kg

t1 =20°C

tr =90°C
At=70°C
AT =70 K

t =3 min = 180 s
n=9 %

¢ = 4200 kgiK
U=230V
1=?

Wrorisni = Q = cmAt

= 4200 L~lkg«70K

kgK
=1294000J
- _ Wiorisni _ 294000 J
ukupni — n = 0.9
=3266066.7 J
W 326666.7 ]
P=—=——"—=1814.
t 180 s Bla8 W
P 18148 W
I=—=———="789 A.
230 V 789
Iva Stijakovic (8),
OS Horvati, Zagreb
0S - 511.  Prva Siroko koristena tempe-

raturna ljestvica bila je ona koju je izumio nje-
macki fizicar Daniel Gabriel Fahrenheit. Ta
se ljestvica sada sluzbeno koristi samo u SAD-
u, Liberiji i Kajmanskim otocima. Temperatura
smrzavanja vode u toj ljestvici iznosi 32°F, a
voda vrije na 212 °F. Koliko stupnjeva Celzija
odgovara temperaturi od 0°F ?

Rjesenje.

0°C=32°F
100°C =212°F
0°F=2°C

lopzal‘oc+b
32°F=a-0°C+b
b=32
212°F=a-100°C + 32
Y 212-32
100
fop = 1.8 toc + 32
top — 32
1.8

1.8

toc = =—17.8°C.
Petar Celjak (8),
0§ Horvati, Zagreb

0S - 512. Vozac je parkirao automobil na
nizbrdici i zaboravio povuci rucnu kocnicu pa
se automobil poceo kretati nizbrdo. Nizbrdica
Jje duga 20 i visoka 4 m, a nakon nje je cesta vo-
doravna. Automobil se sam zaustavio presavsi
30 m po vodoravnom dijelu ceste. Izracunajte
silu trenja izmedu kotaca i ceste uz pretpostavku
da je ta sila jednaka i na nizbrdici i na vodo-
ravnom dijelu ceste. Koliku je kineticku energi-
Jju imao automobil na pocetku vodoravnog dije-
la puta? Masa automobila je 1500 kg.

Rjesenje.

[{ =20 m
h=4m
Ih=30m

m = 1500 kg
Fuyr =?

Egp = mgh

N
= 1500 kg - 10 — -4
500 kg 0kg m

= 60000 J = Wi trenja
Ftr = K
N
s=l+kL=50m
60000 J

= 1200 N
50 m

tr
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WFtr na nizbdici Ftrll
= 1200 N - 20 m = 24000 J

Ek = Egp - WF/r na nizbrdici
= 60000 J — 24000 J = 36000 J.

Marija Milos (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

0S - 513. Izracunajte naboj koji prode kroz
trece trosilo za 10 minuta ako prvi ampermetar
mjeri struju od 500 mA, a drugi od 400 mA. Na-
pon na prvom troSilu je 10 'V, a napon izvora je
24 V. Izracunajte otpore svih trosila.

Rjesenje.

I} =500 mA=05A
I =400 mA =04 A
t = 10 min = 600 s

U=24V

U =10V

01 =?

Ry, Ry, R3 =?

L=I-5L=05A—-04A=0.1A
03 =5Lt=0.1A-600s=60C

Ri=L_ 1OV _ o
I, 05A
U=U3s=U-U; =14V
U, 14V
Ry=22=_""-.350Q
T T 04A 33
Ry= L _ BV 0
5 O01A

Gregor Klari¢ (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

1798. Kojom brzinom kruZi orbiter oko Mje-
seca (LRO), ako mu je radijus kruZenja 1825 km,
a masa Mjeseca je 7.342 - 10%? kg ?

264

Rjesenje. 1zjednacavanje centripetalne sile i
gravitacijskog privlacenja (uvjet kruZenja) daje:

m? GmMy,

r }’2 '
Skradivanje s r i m daje
2 GMn _ 6674 10711 .7.342. 10?2
oo 1825000
Odatle je

v =1638.6 m/s = 5899 km/h.

Marko Dodig (4),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

1799. Koliki je indeks loma tanke bikonvek-
sne lece, ako je Zarisna daljina 30 cm, a radi-
Jusi zakrivljenosti dioptara 25 cm i 20 cm?

Rjesenje. Jacina lece izrazena preko ZariSne
daljine ili radijusa zakrivljenosti dioptara glasi

1 1 1
J:f:<"_1)<R_1+R_z)‘

UvrStavanjem zadanih dimenzija (u metrima) da-
je

1
— 14— = 1.3704.
"=1t5703

Ur.

1800. Odredi broj protona i broj neutrona
u jednom gramu prirodnog bakra (Cu). Bakar
ima 2 izotopa, Cije su atomske mase i ucesta-
losti u prirodi odredene tablicom:

|1 | M P
S cu | 62.929601 | 69.17 %
S cu | 64.927794 | 30.83 %

Rjesenje. Jedan gram prirodnog bakra sadrZi
N = Ny -1/M atoma, gdje je Ny = 6.022-10%
Avogadrov broj, a

M = oMy + $2M,
= 0.6917 - 62.929601 + 0.3083 - 64.927794
= 63.5456 g/mol.

Dakle atoma bakra ima ukupno

N = 9.47665 - 10°!.
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S obzirom da svi atomi bakra imaju 29 protona,
ukupan broj protona je

Ny =N -29 = 2.7482 - 107,

Broj neutrona dobijemo oduzimanjem 29 od
ukupnog broja nukleona, dakle 63—29 = 34 za
S Cui 65—29=36 za ®cCu. Broj neutrona
je tada

Nu = (¢1 - 34 + ¢ - 36)N
= (23.5178 + 11.0988)N
= 3.2805 - 10%.

Uocimo da je broj neutrona nesto veci od bro-
ja protona, i da je njihov zbroj neznatno veci
od Avogadrovog broja (N, + N, = 6.0287 -
1023). Visak pripisujemo energiji vezanja nuk-
leona, koja je velika za bakar (veca od 12C ko-
ji definira Avogadrov broj), pa nukleoni imaju
nesto manju masu i stane ih viSe u 1 gram tvari.

Ur.

1801.  Horizontalni domet kosog hica po-
veca se za 120 m, a vrijeme leta za 0.8 s, ako
pocetnu brzinu povecamo za 10 m/s uz isti kut
izbacaja.  Odredi pocetnu brzinu, horizontal-
ni domet i vrijeme leta prije poveéanja. Otpor
zraka zanemarsi.

RjeSenje. 1zrazi za horizontalni domet D i
vrijeme leta 7' kosog hica su:

2

D= V—OsinZ(x,
8
2

T = ﬂsinoz.

Odatle je odnos veli¢ina zadan sa:

2

2
(0107 Gi2g = X gin2e + 120,
g

Msinoc = zﬂsinoc +0.8.
8
Donja jednadzba je linearna i kradenjem iz nje
dobivamo

20 .
—sino = 0.8,
8

0.8-9.81

= 0.3924.
20 o

sin o =

Drugu jednadZbu pomnozimo s g/ sin2a = 13.59:

(vo + 10)% =3 + 120 - 13.59,
20vg + 100 = 1630.8,
vo = 76.54 m/s.
Iz pocetne brzine i kuta izbacaja dobijemo
D = 431.08 m,
T =06.123 s.

Marko Dodig (4), Zagreb

1802. Dva Stapa na slici ¢ine fizicko njihalo.
Izrazi period malih njihaja pomocu 1y i 1, ako
su Stapovi jednake linijske gustoce.

/)

Rjesenje. Period malih njiha 7 odreden je iz

1
T=2 —
72:\/ Mgd’

gdje je I moment inercije oko osi rotacije, M =
mj+my ukupna masa, a d udaljenost tezista od
osi rotacije. Kako je teziste Stapa 2 na polovici
(12/2), a teziSte Stapa 1 na kraju Stapa 2 (),
imamo

[
Md = ml +m252.

Moment tromosti je po poucku o paralelnim osi-
ma:

1 2 2
I = Emlll +mly
1

[2: gmzl%
_ ) 2, 1 5
I=1L+15L= Emlll +ml5 + gmzlz.

UvrStavanjem dobijemo

1 1
—mll% + mll% + gmzl%

12
m
gh <m1 + 72)

T =2m
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kako su Stapovi iste linijske gustoée, m/l} =
my /1y, kracenjem razlomla s m; dobivamo

izz+zz+5
PR

LY’
L1+ =
8 2( + 2 )
Marko Dodig (4), Zagreb

1803. Cetiri otpornika otpora 1 Q, 2 Q,
3 Qi 4 Q spojena su na naponski izvor tako da
Jje njihov ukupni otpor 1 Q, a struja kroz otpor
3 Q iznosi 3 A. Kolika struja prolazi kroz otpor
2 Q? Koliki je napon izvora?

Rjesenje. Da bi ukupan otpor bio 1 Q, ot-
pornici moraju biti spojeni u tri paralelne grane,
s otporima 2 Q, 4 Q i 1+ 3 Q. Provjerimo
ukupan otpor:

LR NS S
R Ry Ry Riy3
T2 44 7

S obzirom da R, ima dvostruko manji otpor od
Ri+3, struja kroz R, je dva puta veca,

IL=3-2=06A.
Napon izvora izracunamo iz bilo koje grane kao:

U=DLR) = I3(R1 +R3) =LRy =12 V.

Vilim Ivanus (4),
Prva gimnazija, VaraZdin

1804. Kuglica matematickog njihala mase
5 g nakon 0.3 sekunde od prolaska ravnoteZnim
poloZajem udaljena je 5.6 cm i udaljava se br-
zinom od 8 cm/s. Kolika je duljina njihala i
ukupna energija njihanja kuglice?

RjeSenje. Za dani trenutak r = 0.3 s, jed-
nadzbe gibanja kod harmonijskog titranja su
x = Asin ot,
v =Aw cos wt,

uz x=35.6 cm i v=28cm/s, gdje je A amp-
lituda njihanja. Izbacivanjem A iz jednadZbe i

uvrstavanjem ¢ = 0.3 s dobijemo:

8w cos0.3w = 5.6sin0.3w,

0.70 =tg 0.3m,

arctg 0.7w
0.3

Ovu jednadZbu ne mozemo egzaktno rijesiti, ali
uzmemo li @ = 1 rad/s kao inicijalnu vri-
jednost, uvrstimo na lijevu stranu i izratunamo
o na desnoj, bit éemo blize to¢nom rjesenju.
Onda dobiveni rezultat ponovno uvrstimo lije-
vo i izraGunamo desnu vrijednost. Dobit ¢emo
niz vrijednosti za @ koji konvergira prema rje-
Senju:

1.0000
2.0357
3.1963
3.8350
4.0474
4.1049
4.1196
4.1233
4.1243
4.1245
4.1246
4.1246.

Dobivenu vrijednost @ = 4.1246 rad/s prera-
¢unamo u duljinu njihala:

1= -2 = 05766 m.
w

Energiju njihanja odredimo iz maksimalne brzi-
ne kuglice vy (u poloZaju ravnoteze):
V = Vi COS WY,
8 = v cos(4.1246 - 0.3)
vm = 24.44 cm/s.
Energija je tada

E= %mv,z,, =0.0001494 J.



