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Solution of nonlinear integral equation for the mass operator is constructed in the frame-
work of the “finite” quantum electrodynamics of Johnson et al. with the vanishing bare
mass. The study aims to solve the problem of possible existence of the massive solution
of the equation, i.e. the problem of dynamical generation of mass. The main conclusion is
that the dynamical mass generation does not take place in the “finite” quantum electrody-
namics.
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1. Vvedenie

Rassmatrivaets� rexenie neline$inogo integral~nogo uravneni� dl�
massovogo operatora v ramkah \koneqno$i" �lektrodinamiki D�onsona i
dr. s nulevo$i zatravoqno$i masso$i. Cel~� issledovani� �vl�ets� rexenie
voprosa o vozmo�nosti suwestvovani� massivnogo rexeni� uravneni�,
t.e. dinamiqeskogo vozniknoveni� massy. B rabote [1] dano kaqestven-
noe rexenie problemy, v danno$i zametke rassmatrivaets� analitiqskoe
rexenie. Problema vpervye byla sformulirovana v ramkah koneqno$i
�lektrodinamiki v rabotah [2] i [3].
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2. Postanovka zadaqi

Uravnenie dl� fermionnogo propagatora imeet vid [1]

S�1(p) = S�1
0 (p)+

e2
0

i(2π)4

Z
d4qγµS(q)Γν(p;q; p�q)D0

µν(p�q) ; (1)

gde S�1(p) i S�1
0 (p) polnyi i svobodnyi propagatory fermiona, Γν { pol-

na� verxinna� funkci�, D0
µν { svobodni$i fotonny$i propagator i e0 {

znaqenie neperenormirovannogo zar�da.

S�1(p) = m0+Σ(p)� ep�A(�p2)� epB(�p2) ; (2)

S�1
0 (p) = m0� ep; D0

µν =
1
k2

�
gµν�

kµkν

k2 (1�di)

�
;

gde di opredel��t vybrannu� kalibrovku i ep = pµγµ. Kak pokazano v
rabote [1], massovy$i operator Σ udovletvor�et uravneni�

Σ(p2) =
e2

0

i(2π)4

Z
d4q

Σ(q2)

(p�q)2(Σ2(q2)+q2)
: (3)

Esli Σ(p2) imeet osobennosti lix~ na de$istvite~no$i polo�itel~no$i

poluosi kompleksno$i ploskosti peremeno$i p2, to polo�enie bli�a$iwe$i
k nul� osobennosti opredelit massu fermiona [1].

Posle perehoda k evklidovo$i metrike i integrirovani� po uglovym
peremennym s pomow~� formul raboty [4], poluqaets� integral~noe
uravnenie

A(x) = g2

8<
:1

x

xZ

0

yA(y)dy
A2(y)+y

+

∞Z

x

A(y)dy
A2(y)+y

9=
; ; (4)

gde y=�q2; x=�p2, i g2 = 3l0=(16π2) = 3α0=4π.
Kak pokazano v rabote [1], pri l�byh predpolo�eni�h otnositel~no

povedeni� A(x) pri x! 0 spravedlivo sootnoxenie

A(0) = g2

∞Z

0

A(y)dy
A2(y)+y

; (5)

kotoroe oznaqaet, qto A(0) koneqno, esli integral shodits�. Inte-
gral~noe uravnenie (4) s ispol~zovaniem (5) mo�et byt~ perepisano v
vide [1]:

A(x) = A(0)+g2

∞Z

0

A(y)
A2(y)+y

�y
x
�1
�

dy: (6)
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Avtory pokazali [5], qto pri A(0) = 0; g2> 0 uravnenie (6) imeet lix~
trivial~noe rexenie. Rassmotrim pre�de vsego sluqa$i A(0) ==0. Togda

uravnenie (6) daet sledu�wee znaqenie proizvodno$i dA2(x)=dx v nule [1]:

dA2(x)
dx

=�g2; A(0) ==0: (7)

Posledovatel~nym differencirovaniem integral~noe uravnenie (6) v
rabote [1] svedeno k differencial~nomu uravneni�

d2

dx2 (xA(x)) =�g2 A(x)
A2(x)+x

; (8)

k issledovani� kotorogo primenimy metody rabot [7] i [9]. Takim obra-
zom, rexenie integral~nogo uravneni� (4) svelos~ k naho�deni� rex-
eni� differencial~nogo uravneni� (8) s graniqnymi uslovi�mi (7),
ime�wimi pri x! +∞ asimptotiku, obespeqiva�wu� shodimost~ inte-
grala v (5). Uravnenie (8) izuqalos~ tak�e v rabotah [6] i [8].

3. Rexenie problemy

Uravnenie (8) mo�no zapisat~ v vide

x2d2A(x)
dx2 +

2
x

dA(x)
dx

+
3α0

4π
A(x)

x(A2(x)+x)
= 0: (9)

Podstanovka

A(x) =
p

x A1(x) (10)

preobrazuet differencial~noe uravnenie (9) k vidu

x2 d2A1

dx2 +3x
dA1

dx
+

3
4

A1+
3α0

4π
A1

A2
1+1

= 0: (11)

Podstanovka

x= et (12)

preobrazuet differencial~noe uravnenie (11) k vidu

d2A1

dt2 +2
dA1

dt
+

3
4

A1+
3α0

4π
A1

A2
1+1

= 0: (13)

Uravnenie (13) avtonomnoe, po�tomu k nemu primenimy metody
Puankare-L�punova [10]. Zapixem uravnenie (13) v vide

d2A1

dt2 +2
dA1

dt
+

3
4

A1+
3α0

4π
A1+

3α0

4π

∞

∑
n=1

(�1)nA2n+1
1 = 0: (14)
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Pri x! +∞ (t ! +∞) povedenie rexeni$i uravneni� (14) oprede�ets�
znaqeni�mi korne$i harakteristiqeskogo uravneni�

k2+2k+
3
4

�α0

π
+1
�
= 0; k1;2 =�1� 1

2

r
1� 3α0

π
: (15)

Rexeni�:

1) Esli 1� (3α0=π)> 0,

A1� c1x[�1+(1=2)
p

1�3α0=π ] +c2x
[�1� (1=2)

p
1�3α0=π ] ;

A(x) = c1x[(1=2)(�1+
p

1�3α0=π)] +c2x[(1=2)(�1�
p

1�3α0=π)] +o(1) :

�tot sluqa$i rassmatrivals� v rabote [6], no tam dopuwena logiqeska�
oxibka, t.k. do opyta predpolagalos~ qto A� x.

2) Esli 1� (3α0=π)< 0,

A1�
c1

x
cos

 
1
2

r
3α0

π
�1 lnx

!
+

c2

x
sin

 
1
2

r
3α0

π
�1 lnx

!
;

A(x) =
c1p

x
cos

 
1
2

r
3α0

π
�1 lnx

!
+

c2p
x

sin

 
1
2

r
3α0

π
�1 lnx

!
+o(1) :

3) Esli 1�3α0=π = 0,

A1�
c1

x
+

c2

x
lnx; A(x) =

c1p
x
+

c2p
x

lnx+o(1) :

Uravnenie (13) mo�et imet~ takie rexeni�, qto

A1(t)!+∞ pri t ! ∞: (16)

S cel~� vy�vleni� rexeni$i (13) so svo$istvom (16), sdelaem pod-
stanovku

dA1

dt
= n; (17)

kotora� preobrazuet differencial~noe uravnenie (13) k vidu

ndn
dA1

+2n+
3
4

A1+
3α0

4π
A1

A2
1+1

= 0: (18)
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K uravneni� (18) mo�et byt~ primenena teorema Hardi ([10], gl. 5):
pri A1(t)! ∞ polo�itel~nye pravil~nye rexeni� uravneni� (18) pred-
stavl��ts� v vide

n� αAk
1 e(Π

q
p

A1); n� α1Ae
1(lnA1)

m; (19)

gde α;α1;k i e konstanty, Π { polinom i q celoe qislo.

Esli pri A1(t)! +∞, Π( q
p

A1)! �∞, to pervy$i, vtoro$i i qetverty$i
qleny uravneni� (18) stremits� k nul�, treti$i �e qlen strem�ts� k ∞,
ni s qem ne mo�et skompensirovat~s�. Sledovatel~no, sluqa$i Π( q

p
A1)!

�∞ ne mo�et imet~ mesta. Mo�et sluqit~s�, qto Π( q
p

A1)! +∞, togda
n > A1+ε

1;ε>0, qego ne mo�et byt~ na osnovanii lemmy 1 iz raboty [10]

str. 116. Sledovatel~no, Π( q
p

A1)� const, n� eαAk
1, na osnovanii ukazanno$i

lemmy iz raboty [10] dl� k� 1.
Rassmotrim sluqa$i k< 1, togda iz (18) poluqaem:

(eαk)2

(A1)2(1�k)
+2

eα
(A1)1�k +

3
4
+

3α0

4π
1

A2
1+1

= 0 ;

qlen 3/4 ni s qem ne mo�et (A1!+∞) skompensirovat~s�. Sledovatel~no,
n� eαA1. Podstavl�� �to znaqenie n v uravnenie (18), poluqaem

eα2A1+2eαA1+(3=4)A1� 0; eα1 =�(1=2); eα2 =�(3=2) :

Sledovatel~no, polo�itel~nyh rexeni$i so svo$istvom (16) uravnenie
(13) v �tom sluqae ne imeet.

Rassmotrim teper~ vtoru� formulu (19). V �tom sluqae uravnenie
(13) zapisyvaets� v vide

dn
dA1

=�2� 3
4

A1�
3α0

4π
1

A2
1+1

:

Mo�no pokazat~, qto vse vozmo�nosti vedut k vyvodu o tom, qto m=
0; e� 1, i takim obrazom, svesti zadaqu k u�e razobrannomu sluqa�.
Mo�no sdelat~ vyvod, qto uravnenie (18) ne imeet rexeni$i so svo$istvom
(16).

Izuqim teper~ rexenie uravneni� (11) pri x!+0. Podstanovka

x= e�t (21)

preobrazuet uravnenie (11) k vidu

d2A1

dt2 �2
dA1

dt
+

3
4

A1+
3α0

4π
A1

A2
1+1

= 0: (22)
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Harakteristiqeskoe uravnenie, sootvetstvu�wee line$ino$i qasti
uravneni� (22), imeet vid

k2�2k+
3
4

�α0

π
+1
�
= 0; k1;2 = 1� 1

2

r
1� 3α0

π
:

Rexeni�:

1) Esli 1� (3α0=π)> 0,

A(x) = c1x[(1=2)(�1+
p

1�3α0=π ] +c2x[(1=2)(�1�
p

1�3α0=π ] +o(1) :

T.e., pri t!+∞(x!+0), A(x)!+∞, qto nesovmestimo s koneqnost~� A(0).

2) Esli 1� (3α0=π)< 0,

A(x) = +
c1p

x
cos

 
1
2

r
3α0

π
�1 lnx

!
+

c2p
x

sin

 
1
2

r
3α0

π
�1 lnx

!
+o(1) ;

limx!+0 A(x) = +∞, qto protivoreqit koneqnosti A(0).

3) Esli 3α0=π = 1,

A(x) =
c1p

x
+

c2p
x

lnx+o(1) ;

qto protivoreqit koneqnosti A(0).
Uravnenie (22) pri t ! ∞ mo�et dopuskat~ rexenie tipa (16). Za-

metim, qto esli suwestvu�t polo�itel~nye rexeni� uravneni� (22) so
svo$istvom (16), to oni monotonny. Predpolo�im protivnoe, t.e., qto suw-
estvuet taka� posledovatel~nost~

ftng!+∞; qto
dA1

dt
ftng= 0;

d2A1

dt2 ftng+
3
4

A1ftng+
3α0

4π
A1ftng

A2
1ftng+1

= 0;

A1ftng
A2

1ftng+1
! 0;

d2A1

dt2 ftng=�
3
4

A1ftng< 0;

t.e. vybrannoe polo�itel~noe nemonotonnoe rexenie vo vseh toqkah ftng
dostigaet maksimumov, a me�du dvum� posledovatel~nymi maksimumami,
dl� pravil~nogo rexeni� dol�en byt~ hot~ odin minimum. Poluqenoe
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protivoreqie dokazyvaet monotonnost~ polo�itel~nyh rexeni$i urav-
neni� (22). Na$idem teper~ �ti rexeni� s pomow~� teoremy Hardi [10],
kak opisano ranee. Vo vseh sluqa�h poluqaets� protivoreqie s koneq-
nost~� A(0) (pri perehode k A(x)). Poka�em, qto pri x!+∞ v uravnenii
(9), A(x) ne mo�et stremit~s� k posto�nno$i c> 0. Predpolo�im protiv-
noe, t.e., qto A(x)! c> 0. V �tom sluqae

d2A
dx2 +

2
x

dA
dx

+
3α
4π

c
x(c2+x)

= 0:

S pomow~� svedeni� poslednego uravneni� k line$inomu, okonqatel~no
poluqaem

A(x) =�c1

x
� 3α0c

4π
lnx� 3α0c3

4πx
ln(c2+x)+

3α0c
4π

ln

�
x

c2+x

�
;

gde c1 proizvol~na� posto�nna� integrirovani�, t.e. A(x) pri x! +∞
stremits� k �∞, qto protivoreqit predpolo�eni� o tom, qto A(x)! c> 0.
Sledovatel~no, c= 0;c1 = 0. Itak, v rabote [8] m1 = 0, a v rabote [6] for-
muly (4) i (5) oxiboqny.

4. Vyvody

Zadaqa dinamiqeskogo voznikoveni� massy v ramkah \koneqno$i" �lek-
trodinamiki D�onsona-Be$ikera-Uilli rexeni� ne imeet.
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MOGUĆNOST DINAMIČKE TVORBE MASE U KONAČNOJ KVANTNOJ
ELEKTRODINAMICI

Izvodi se rješenje nelinarne integralne jednadˇzbe za operator mase u okviru “konaˇcne”
kvantne elektrodinamike Johnsona i sur., s iˇsčezavaju´com golom masom. Pokuˇsava se
riješiti problem mogu´ceg postojanja rjeˇsenja s konaˇcnom masom, t.j., problem dinamiˇcke
tvorbe mase. Glavni je zakljuˇcak da se dinamiˇcka tvorba mase ne deˇsava u “konaˇcnoj”
kvantnoj elektrodinamici.
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