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1. Vvedenie

V [1] dano kaqestvennoe rexenie sformulirovanno$i problemy. V
danno$i zametke rassmatrivaetsÂ analitiqeskoe rexenie. Problema vper-
vie byla sformulirovana v ramkah koneqno$i ®lektrodinamiki v rabotah
[2,3].

2. Postanovka zadaqi

Uravnenie dlÂ fermionnogo propagatora imeet vid [1]

S−1(p) = S−1
0 (p) +

e2
0

i(2π)4

∫
d4q γµ S(q)Γν(p, q, p − q)D0

µν(p − q) , (1)

S−1(p) = m0 + Σ(p) = p̃ − A(−p2) − p̃B(−p2) , (2)

S−1
0 (p) = m0 − p̃, D0

µν =
1
k2

(
gµν − kµkν

k2
(1 − di)

)
,
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gde di opredelÂet vybrannu» kalibrovku i p̃ = pµγµ. Kak pokazano v
rabote [1], massovy$i operator Σ udovletvorÂet uravneni»

Σ(p2) =
e2
0

i(2π)4

∫
d4q

Σ(q2)
(p − q)2 (Σ2(q2) + q2)

. (3)

Posle perehoda k evklidovo$i metrike i integrirovaniÂ po uglovym
peremennym poluqaetsÂ integral~noe uravnenie

A(x) = g2

 1
x

x∫
0

y A(y) dy

A2(y) + y
+

∞∫
x

A(y) dy

A2(y) + y

 , (4)

gde y = −q2, x = −p2, i g2 = 3 e0/(16π2) = 3α0/4π.
Kak pokazano v rabote [1], pri l»byh predpolo¼eniÂh otnositel~no

povedeniÂ A(x) pri x → 0 spravedlivo sootnoxenie

A(0) = g2

∞∫
0

A(y) dy

A2(y) + y
, (5)

kotoroe oznaqaet, qto A(0) koneqno, esli integral shoditsÂ. Inte-
gral~noe uravnenie (4) s ispol~zovaniem (5) mo¼et byt~ perepisano v
vide [1]

A(x) = A(0) + g2

∞∫
0

A(y)
A2(y) + y

(y

x
− 1

)
dy . (6)

Avtory raboty [1] pokazali, qto pri A(0) = 0, g2 > 0, uravnenie
(6) imeet lix~ trivial~noe rexenie. Rassmotrim pre¼de vsego sluqa$i
A(0) /=0. Togda uravnenie (6) daet sledu»wee znaqenie proizvodno$i
dA2(x)/dx v nule [1]:

dA2(x)
dx

∣∣∣∣ = −g2, A(0) /=0 . (7)

Posledovatel~nym differencirovaniem integral~noe uravnenie (6) v
rabote [1] svedeno k differencial~nomu uravneni»

d2

dx2
(xA(x)) = −g2 A(x)

A2(x) + x
, (8)

k issledovani» kotorogo primenimy metody rabot [7] i [9]. Uravnenie
(8) izuqalos~ tak¼e v rabotah [4] i [8].
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3. Rexenie problemy s pomow~» teoremy Hardi

Uravnenie (8) mo¼no zapisat~ v vide

d2A(x)
dx2

+
2
x

dA(x)
dx

+
3α0

4π

A(x)
x(A2(x) + x)

= 0 . (9)

Podstanovka
A(x) =

√
x A1(x) (10)

preobrazuet differencial~noe uravnenie (9) k vidu

x2 d2A1

dx2
+ 3x

dA1

dx
+

3
4
A1 +

3α0

4π

A1

A2
1 + 1

= 0 . (11)

Podstanovka
x = et (x → +∞, t → ∞) (12)

preobrazuet differencial~noe uravnenie (11) k vidu

d2A1

dt2
+ 2

dA1

dt
+

3
4
A1 +

3α0

4π

A1

A2
1 + 1

= 0 . (13)

V rabote [5] dokazano, qto A(x) ne mo¼et stremit~sÂ k postoÂnno$i
C > 0 pri x → +∞. Tam pokazano, qto, esli suwestvu»t polo¼itel~nye
pravil~nye rexeniÂ (8), to oni monotonny.

I. Pust~ x → +∞, A1 → +0. Podstanovki [7]

A1 = 1/X, dX/dt = Y

preobrazu»t differencial~noe uravnenie (13) k vidu

Y
dY

dX
− 2

X
Y 2 + 2Y −

(
3
4

+
3α0

4π
+ o(1)

)
X = 0 . (14)

Po teoreme Hardi [6] imeem

Y ∼


α1X

k eΠ(q
√

X) ,

α2X
l (lnX)m ,

(15)

gde Π - polinom, a q celoe qislo.
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a) A1 → +0, X → ∞, esli Π(q
√

X) → −∞. V ®tom sluqae pervye
tri qlena uravneniÂ (14) stremÂtsÂ k nul», a qetverty$i qlen ostaetsÂ
neskompensirovannym, qego byt~ ne mo¼et.

b) A1 → +0, X → ∞, Π(q
√

X) → +∞. ¤togo byt~ ne mo¼et, tak kak
protivoreqit lemme 1 (rabota [6], str.116). Sledovatel~no, Π(q

√
X) =

const, k ≤ 1. Esli k < 1, to

(α2
1k − 2α2

1)X
2k−1 + 2α1X

k −
(

3
4

+
3α0

4π
+ o(1)

)
X = 0 . (16)

Ots»da sleduet, qto k = 1. Togda

dX/dt =
(
1 + (1/2)

√
1 − 3α0/π

)
X + o(1) ,

dX/dt =
(
1 − (1/2)

√
1 − 3α0/π

)
X + o(1) .

V tom sluqae, esli (1 − 3α0/π) > 0, imeem

A(x) = x−1/2−(1/2)
√

1−3α0/π + o(1) A(x) = x−1/2+(1/2)
√

1−3α0/π + o(1) .

Esli (1 − 3α0/π) = 0, to

A(x) = x−1/2 + o(1)

V sluqae (1− 3α0/π) < 0, rezul~at sovpadaet s rezul~tatom raboty [5] na
str. 218.

II. x → +∞, X → +∞, A1 → +0.
¤tot sluqa$i podrobno opisan v rabote [5] na str. 219.
Izuqim teper~ rexeniÂ uravneniÂ (11) pri x → +0. Podstanovka [5]

x = e−t (x → +0, t → ∞) (17)

preobrazuet uravnenie (11) k vidu

d2A1

dt2
− 2

dA1

dt
+

3
4
A1 +

3α0

4π

A1

A2
1 + 1

= 0 . (18)

III. x → 0, A1 → +∞.
Podstanovka dA1/dt = p daet

d2p

dt2
− 2p +

3
4
A1 +

3α0

4π

A1

A2
1 + 1

= 0 . (19)
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PrimenÂÂ (15), poluqaem p ≈ αA1, qto daet

α2 − 2α + 3/4 = 0, α1 = 3/2, α2 = 1/2 .

A(x) = 1/x + o(1), A(x) = 1 + o(1) .

Pervy$i sluqa$i protivoreqit ograniqennosti A(x) pri x = 0. My rass-
matrivaem pravil~nye rexeniÂ, t.e. kotorye suswestvu»t pri x > x0 i
ime»t nepreryvnu» proizvodnu» [6]. Vtoro$i sluqa$i daet A(x) = 1+o(1).
Prodol¼imost~ ®togo rexeniÂ nu¼no dokazat~.

IV. x → +0, A1 → +0, t → +∞.
Podstanovki [7] A1(x) = 1/X, dX/dt = Y da»t

Y
dY

dX
− 2

X
Y 2 − 2Y −

(
3
4

+
3α0

4π
+ o(1)

)
X = 0 . (20)

S pomow~» (15) poluqaem

a) 1− 3α0

π
> 0, A(x) = A(x) = x−1/2−(1/2)

√
1−3α0/π+o(1), A → +∞, x → +0

b) 1 − 3α0

π
= 0, A(x) = x−1/2+o(1), A → +∞, x → +0.

c) 1 − 3α0

π
< 0, A(x) = (1/

√
x) sin(

√
3α0/π − 1 lnx) + o(1), limx→0A(x) =

+∞, qto protivoreqit ograniqennosti A(x) v nule.

4. Prilo¼enie teorii 1
V rabote [4] izuqaetsÂ vozmo¼nost~ vosstonovleniÂ kiral~no$i sim-

metrii v kvantovo$i ®lektrodinamike pri povyxenii temperatury. Rass-
motrenie vedetsÂ s pomow~» uravneniÂ Xvingera-Da$isona dlÂ temper-
aturno$i funkcii Grina ®lektrona, a tak¼e metodami, primenÂemymi dlÂ
vyqisleniÂ kritiqesko$i temperatury v teorii sverhprovodimosti. Pri-
menÂÂ linearizaci» uravneniÂ (8), avtor raboty [4] poluqaet uravnenie

d2f

dx2
+

3
x

df

dx
+

3α0

πx2
th

x

2
f = 0 , (21)

s naqal~nymi usloviÂmi

f(0) = 1,
df

dx

∣∣∣∣
x=0

= −α0

2π
. (22)

DlÂ naho¼deniÂ kritiqesko$i temperatury neobhodimo rexit~ zadaqu
Koxi dlÂ uravneniÂ (21) s graniqnymi usloviÂmi (22), a zatem
vospol~zovats~Â sootnoxeniem(

f(x) +
x

2
df

dx

)
x=Λ

= 0 . (23)
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Avtor raboty [4] ispol~zuet a) th(x/2) ≈ x/2 – razlo¼enie funkcii
th(x/2) v rÂd Maklorena, b) th(x/2) = x/(x + a), a = const. Avtor raboty
[4] ne zameqaet, qto funkciÂ

th(x/2) = x/(x + 2a) (24)

srazu sovmewaet svo$istva a) i b), qto pozvolÂet izbe¼at~ sxivki rex-
eniÂ, kotoroe v rabote [4] provedeno nekorrektno.

Uravnenie (21) pri vybore (24) prinimaet vid

d2f

dx2
+

3
x

df

dx
+

3α0f

πx(x + 2a)
= 0 . (25)

Odno rexenie uravneniÂ (25) imeet vid

F

(
1 +

√
1 − 3α0

π
, 1 −

√
1 − 3α0

π
, 3;

x

−2a

)
,

a line$iino nezavisimoe rexenie mo¼no zapisat~ v integral~no$i forme
[6].

Dalee avtor raboty [4] pri x À 1 poluqaet formulu (pri nekorrek-
tno$i zapisi formy rexeniÂ)

tg
(

ν ln
kmax

Tc

)
= −µν (26)

Formula (26) ÂvlÂetsÂ vyra¼eniem togo fakta, qto v predpolo¼eniÂh
avtora raboty [4] rexeniÂ uravneniÂ (21) – kolebl»wiesÂ.

Zametim, qto v sluqae g2 = 3α0/(4π) = 1/4, rexeniÂ uravneniÂ (21) –
nekolebl»wiesÂ

d2f

dx2
+

3
x

df

dx
+

1
x2

th
x

2
f = 0 . (27)

Podstanovka f = f1x
−3/2 preobrazuet uravnenie (27) k vidu

x2 d2f1

dx2
+

{
th

x

2
− 3

4

}
f1 = 0 . (28)

Podstanovka (12) daet

d2f1

dx2
− df1

dx
+

(
th

et

2
− 3

4

)
f1 = 0 . (29)
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Podstanovka f1 = f2et/2 daet

d2f1

dt2
+

(
−1 + th

et

2

)
f2 = 0,

∞∫
0

t

∣∣∣∣th et

2
− 1

∣∣∣∣ dt < ∞ ,

sledovatel~no [6],
f2 = (C1 + C2t) + o(1) ,

f1 = et/2(C1 + C2t) + o(1) ,

f(x) =
1
x

(C1 + C2 lnx) + o(1) .

Itak, govorit~ o fazovom perehode v rabote [4] nel~zÂ.

5. Prilo¼enie teorii 2

V rabote [8] rassmatrivali problemy polÂrizacii vakuuma i di-
namiqeskogo naruxeniÂ kiral~no$i simmetrii s pomow~» linearizacii
uravneniÂ tipa (8).

Neobhodimo na$iti asimptotiqeskoe povedenie rexeni$i uravneniÂ

d2B

dz2
+

(
2
z
− z

z − 1

)
dB

dz
+

9
4Nf

(
z − 1
z2

)
B = 0 .

(uravnenie (12) iz raboty [8]) pri z À 1 (z → +∞), Nf – qislo
fermionov. Podstanovka

B = B1

√
z − 1
z

ez/2 (30)

preobrazuet differencial~noe uravnenie (12) iz raboty [8] k vidu

d2B

dz2
+

(
9

4Nfz
− 1

4
+

1
z
− 1

2(z − 1)
+ o(1)

)
B1 = 0 . (31)

Oboznaqim funkci», stoÂwu» v skobkah v (31) (krome qlena “-1/4”),

qerez ϕ(z), legko videt~, qto pri z → +∞ ϕ → 0. Bolee togo,
∞∫
0

ϕ2(z)dz <

+∞. PrimenÂÂ k (31) teoremu iz raboty [6] (str. 150), poluqaem, qto

B1 ∼ exp

z

2
+

1
2

z∫
z0

ϕ(z1)dz1

 . (32)
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B1 ∼ exp

−z

2
− 1

2

z∫
z0

ϕ(z1)dz1

 . (33)

Esli vypolneno (32), to B(z) =
√

z − 1/z ez+o(1), z → +∞, qto nesravnimo
s B(z) ∼ cz9Nf /8.

Esli vypolnÂetsÂ (33), to

B(z) ∼ c/z1+9/(8Nf ) . (34)

SravnivaÂ formulu (34) s rezul~tatom raboty [8], poluqaem 9/(4Nf ) =
−1/2, qto protivoreqit tomu, qto qislo fermionov polo¼itel~noe i
celoe.

6. Vyvody

Esli (1−3α0/π) /= 0, to dinamiqeskaÂ massa ne obrazuetsÂ. Rezyl~taty
rabot [4] i [8] nekorrektny.
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MOGUĆNOST DINAMIČKE TVORBE MASE U KONAČNOJ KVANTNOJ
ELEKTRODINAMICI

Dinamička se tvorba mase ne dešava u “konačnoj” kvantnoj elektrodinamici ako
vrijedi (1 − 3α0/π) /= 0.

72 FIZIKA B 10 (2001) 2, 65–72


