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LINEARNE DIOFANTSKE JEDNADZBE - STO AKO
ODSJECAK NIJE CJELOBROJAN

Filip Nikoli¢, XV. gimnazija, Zagreb

odsjetimo se, $to su diofantske jednadzbe?

Diofantske jednadzbe su jednadzbe kojima su sva rjesenja cjelobrojna.
Svako je rjeSenje diofantske jednadzbe s dvije nepoznanice oblika (x, y), x, y € Z.

Ponovimo!

Zadatak: Odredimo sva rjeSenja diofantske jednadzbe y = lx +1 graficki
i racunski. 2

Graficko rjesenje — nacrtajmo pravac i oznac¢imo cjelobrojne tocke. Rjese-
nje su oznacene tocke.
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Rjesenje mozemo dobiti i ra¢unom.
Homogeno rjesenje:

x, =2n

yhzn,nEZ

Pravac ne prolazi kroz ishodiste, ve¢ je pomaknut za 1 prema gore (b = 1).
Potrebno je svaku tocku pomaknuti za 1 u y smjeru:

X =x,=2n
y=y,tl=n+1 nex
Rjesenja su svi uredeni parovi oblika (2n, n + 1), n € Z.

No, $to ako odsjecak pravca cija je jednadzba y = ax + b na y-osi nije cje-
lobrojan (b & Z)?

U slucaju da je odsjecak na y-osi cjelobrojan, jedno rjesenje diofantske jed-
nadzbe bit ¢e (0, b), no sad nam to viSe nece sluziti jer b vide nece biti cjelobrojan.

Podsjetimo se $to nam govori koeficijent smjera/nagib pravca.

Koeficijent smjera a =? (e, f € Z) kazuje da ako se pomaknemo od bilo



koje tocke pravca za f u x smjeru i za e u y smjeru, dolazimo do neke druge
tocke koja pripada istom pravcu.

Budu¢i da e i f moraju biti cjelobrojni, ako se trenuta¢no nalazimo na
cjelobrojnoj toc¢ki pravca i pomaknemo se za onoliko koliko nam koeficijent
smjera kazuje, do¢i ¢emo do sljedece, takoder cjelobrojne, tocke. Pretpostavi-
mo da je nagib u obliku razlomka potpuno skracen jer bismo inace dobili ne
sljede¢u, ve¢ onu iza tocku. Razmisli zasto.

Ova tvrdnja bit ¢e nam klju¢na u rjesavanju diofantskih jednadzba kojima
se bavimo u ovom ¢lanku.
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Primjer 1. Promotrimo pravac ¢ija je jednadzba y = 5% +5 .
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Pronadimo koje su tocke rjeSenja diofantske jednadzbe, a zatim pokusaj-
mo odrediti opce rjesenje.

Pronadimo jednu cjelobrojnu tocku, na primjer (1, 1), a zatim sljedecu,
u ovom primjeru (3, 2). Primjec¢ujemo li nesto? Procitajmo tvrdnju o nagibu
pravca. Ima li smisla?

Druga tocka pomaknuta je od prve za onoliko koliko nam govori nagib.
Neka je A(1, 1) i a =%. Tada je Ax = 2, Ay = 1, gdje simbol A (delta)

prikazuje promjenu. Pri tome Ax prikazuje promjenu vrijednosti x, a Ay pro-
mjenu vrijednosti y. MoZemo pisati

B=(3,2),tj. B=(1, 1)+ (Ax, Ay) B= A +(Ax, Ay)
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Zapocet ¢emo rjesavati ovaj zadatak kao i u proslom clanku: prvo ¢emo
rijesiti homogenu jednadzbu.

Podsjetimo se: nagib pravca ovisi samo o koeficijentu smjera/nagiba, ne
ovisi o odsjecku.

Prvo trebamo dobiti homogenu jednadzbu tako da iz originalne makne-
mo odsjecak. Tako ¢emo dobiti jednadzbu y = Ex . Njeno rjesenje je:
x, = 2n,
y,=nne 7

Za n = 0 dobivamo rjesenje (0, 0), za n = 1 dobivamo (2, 1) itd. Zaklju-
¢ili smo da za n = 0 kao rjesenje trebamo dobiti (1, 1), za n = 1 trebamo
dobiti (3, 2) itd. Promotrimo sliku:
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Na skici lako mozemo vidjeti da je svaka trazena tocka pomaknuta za 1 u
x smjeruizaluy smjeru.

Da dobijemo krajnje rjeSenje, svakoj tocki koja je rjeSenje homogene jed-
nadzbe dodat ¢éemo (1, 1):

X =xh+1
y=y,+1
x =2n+1

y=n+1,n€Z
Evo rjedenjal

Mozemo li generalizirati nacin na koji dodemo do rjesenja bez da crtamo
i originalnu i homogenu jednadzbu?

Ako malo razmislimo, jedno od rjeSenja homogene jednadzbe uvijek ce
biti (0, 0). Razmislite zasto! Trebamo tu toc¢ku (0, 0) pretvoriti u neku to¢ku A
za koju znamo da je rjeSenje zadane jednadzbe, pa ce biti (0, 0) + A = A, isto
kao §toje O + k = k.
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Razmislite: znaci li to da homogenom rjesenju trebamo dodati neku toc¢-
ku za koju znamo da je rjeSenje originalne jednadzbe? Odgovor je potvrdan
jer pomicemo pravac, a pomicanje pravca ne mijenja njegov nagib, a sljedeca
tocka definirana je nagibom. U redu, ali koju to¢no to¢ku moramo dodati ho-
mogenom rjesenju da dobijemo to¢no rjesenje? Odgovor je: bilo koju tocku!
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Na ovoj skici prikazano je dodavanje tocke (3, 2) homogenom rjesenju.

Fokusirajmo se na tocku n = 0 homogenog rjesenja. Njoj dodamo (3, 2)
i sada, ako stavimo n = 0 u kona¢no rjesenje, dobijemo (3, 2), a tocka koja je
prije bila n = 0 sada je n = —1. Redni broj svake tocke pomaknuo se.

Dakle, diofantske jednadzbe imaju vie mogucih zapisa rjesenja, tj. imaju
ih beskona¢no mnogo. Evo nekih od mogucih zapisa rjesenja ove jednadzbe

x =2n+1
y =n+1l
x=2n+3
y =n+2
x=2n+5
y=n+3
x=2n-1
y=n+0
x=2n-3
y=n-1
gdje je n € Z.

Provjerite mozete li dobiti istu tocku, npr. (5, 3), koristeci svako navedeno
rjeSenje.

Znaci, homogenom rjesenju dodali smo neku tocku za koju znamo da
zadovoljava originalnu jednadzbu. Takva tocka zove se partikularno rjeSenje.
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Dakle: konacno rjesenje = homogeno rjesenje + partikularno rjesenje.

Zadatak 2. Odredite racunski i graficki sva cjelobrojna rjeSenja jednadz-
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Homogeno rjesenje:
x=3n
y=2nn€Z

Partikularna rjeSenja:
(=2,0), (1, 2), (4, 4)...

Jedno od mogucih zapisa kona¢nog rjesenja:
x=3n+1
y=2n+2, n€Z
1
Primjer 2. Odredimo sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe y =x +5 .

Ovaj put necemo zapoceti s grafickim prikazom. Razmislimo logicki. Po
definiciji diofantskih jednadzba, x i y moraju biti cijeli brojevi. Mogu li oni biti
takvi u ovom primjeru?

Ako uzmemo da je x cijeli, y ne moze biti cijeli jer cijelom broju x doda-
jemo broj koji nije cijeli. Rezultat nije cijeli broj.

Evo i grafickog prikaza:
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Uocite da svaki put kad pravac .prelazi” preko neke cjelobrojne vrijedno-
sti x, cjelobrojnu vrijednost na y-osi «promasimo” za tocno 0.5 .

Ista se stvar dogada ako je nagib pravca cijeli broj, a odsjecak nije cijeli

% ... ili bilo koji drugi racionalan

broj — primjerice ako je odsjecak %, %,

5)
broj koji nije cijeli.

Primjer 3. Kako mozemo unaprijed znati postoji li rjeSenje? Zadanu jed-
nadzbu y = ax + b mozemo zapisati i u drugom obliku: ex + fy = g.

Bududi da su a i b ve¢ .iskoriStene” u prvoj jednadzbi, umjesto njih ko-
riStene su oznake e, fi g, ali nadalje ¢emo koristiti zapis ax + by = c. Bitno je
da su a, b i c cijeli brojevi. To mozemo lako posti¢i tako da sve pomnozimo
najmanjim zajednickim vi$ekratnikom nazivnika razlomaka.

Jednadzbu y = x +% iz proslog primjera mozemo pisatiuobliku y —x = % ,
odnosno 2y —-2x=1.

Mozemo vidjeti da lijevo oduzimamo dva parna broja (parni su bro-
jevi oblika 2k , k € Z), a rezultat toga oduzimanja treba biti 1, neparan broj.
Oduzimanjem dvaju parnih brojeva uvijek se dobije paran broj. Zato ova jed-
nadzba nema cjelobrojno rjesenje.

Pogledajmo jo$ neke primjere.
a) Jednadzbu y = —%x +i mozemo napisati u obliku 2x + 4y =1

Ovdje bi zbroj dvaju parnih brojeva trebao biti 1, tj. neparan broj. Zbraja-
njem dvaju parnih brojeva ne moze se dobiti neparan broj. Zato ni jednadzba

y= —%x +% nema cjelobrojnih rjesenja.

b) Jednadzbu y = %x +% mozemo napisati u obliku 2y - x = 1.

Bududi da je 2y paran broj, a x je paran ili neparan broj, razlikujemo dva
slucaja:
- Akosu 2y i x parni, jednadzba nema rjesenja.

- Ako je 2y paran, a x neparan broj, razlika parnog i neparnog broja uvijek
je neparan broj. Rezultat moze biti 1, $to znaci da ova jednadzba moze
imati cjelobrojih rjesenja.
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c) Pogledajmo jednadzbu 6 y —3x = 4. Lijevoj strani moZemo izluciti 3,
tj. mozemo je pisati u obliku 3(2 y — x) = 4. Razlika 2 y — x je cijeli broj po
definiciji diofantske jednadzbe, pa izraz mozemo zamijeniti s k , k € Z, t;.
JednadZzbu moZemo napisati u obliku: 3k = 4, k € Z. Lijeva strana djelji-
va je brojem 3, a desna strana (4) nije! Jednadzba, dakle, nema cjelobrojnih
rjeSenja.

Zakljucujemo: diofantska jednadzba oblika ax + by = c ima rjeSenja samo
ako je desna strana (c) viSekratnik najveceg zajednickog djelitelja koeficijenata
lijeve strane (a, b).

Ranije spominjanje parnosti proizlazi iz prija$nje tvrdnje, ali nam moze u
nekim slucajevima ubrzati proces eliminacije jednadzbi koje nemaju rjesenja.
Zadatci za vjezbu:

Rijesite sljedece zadatke prvo racunski, a zatim graficki.

1 —éx+l
RN
2 ——§x+i
YT

13 12
J.y=——x+—
Y 5 5
5 4
4. y=—x+—
Y 3 6
5. 7x+5y=4
6. 6x-3y=7

efuaga(r ewrau 9
(t-uL-T+ug)'s
(F+usctug)y

(G +ug1- 1 - us) ¢

efuaga(r ewoau g

(€+us T+ug)'1

eyejepez eluasafy



