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GEOMETRIJSKI DOKAZ JEDNAKOSTI IZMEDU SREDINA

Jens Carstensen i Alija Mumunagic¢, Danska

Postoji mnogo dokaza tvrdnje da za pozitivne realne brojeve aib vri-

jedi
H<G<AZK,
. : 2ab .. 3 a+b .
pricemuje H = harmonijska, G = Jab geometrijska, A = aritme-
a+
a’+b

tickai K =

kvadratna sredina brojeva a i b. U ovom ¢e ¢lanku biti

proveden jedan geometrijski dokaz ove tvrdnje.

Neka je trokut AABC pravokutan, s pravim kutom u vrhu C, |BC| = q,
|AC| = b. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a < b. Promotrimo
sliku:

Tocka O je srediste kruznice k opisane trokutu AABC, dakle tocka O je
poloviste hipotenuze AB.Na duljoj kateti AC oznacimo tocku P tako da je
|AP| = a, a na kruznici k to¢ku K tako da je |[AK| = a, pri ¢emu se to¢ke K'i B
nalaze s razli¢itih strana katete AC . Simetrala kuta ZCAK sije¢e kruznicu k
u tocki Q. Neka je tocka M poloviste duzine PC i neka je R tocka kruznice k
takva da je |AM| = |AR|. Duzinom spojimo toc¢ke K i C. Okomica to¢kom P
na duzinu KC sijece duzinu AR u tocki D i kruznicu k u to¢ki T. Tocka H na

kruznici k je ona za koju vrijedi da je |AH| = |[AL|.
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Sa slike je vidljivo da je |AH| < |AT| < |AR| < |AQ)|.

Dokazat ¢emo da, na temelju konstrukcije tocaka na slici, vrijedi da je
|AQ| kvadratna, |AR| aritmeticka, |AT| geometrijska i |AH| harmonijska sre-
dina brojeva aib.

Dokaz: Polumjer kruznice k opisane trokutu AABC jednak je
04 ={AB| = o +¥° (1)

Zbog |AK]| = |BC| ¢etverokut ABCK je jednakokra¢ni trapez, pa je AB ||

KC. Budud¢i da je AQ simetrala kuta ZCAK, to znaci da je tocka Q poloviste

luka KC te je OQ L KC. To znaci da su polumjeri OQ i OA medusobno
okomiti pa je

+W

[AQ|= V2 {0A| =22t b = [ @

Dalje je

b—a a+b

AR=AM=AP+PM=AP+|PC|=a+ = =A (3)
2 2 2

Pravac PT sijece hipotenuzu AB u to&ki N. Iz sli¢nosti trokuta AAPN i
AABC slijedi

|AN|:|AP|=|AC|:|AB], 4. |AN||AB|= 4)
a primjenom Euklidovog poucka na trokut AABT dobivamo da je
|AT|" =|AN|-|AB|=|AP|-|AC| & |AT|=a b =G (5)

Neka je S projekcija tocke R na hipotenuzu AB.U pravokutnom trokutu
AABR duzina RS je visina, pa je
|AR[ =|AS| | AB| (6)
Iz sli¢nosti trokuta AANL i AASR slijedi |AL|:|AR| =
t.

1AN] oo |AN] |aB|

| | _| ||14T|2 . a-b _ 2ab
[As] |s| |a5]
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Time smo dokazali da je |[AH| = H, |AT| = G, |AR| = A i |AQ| =K, tj. da je
H<G<A<K

Kada vrijedi znak jednakosti?

=H (7)
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