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Neke nove nejednakosti u
pravokutnom trokutu

DANIELA ZUBOVIC!, SEFKET ARSLANAGICG?

Autor ovoga ¢lanka napisao je vise raznih radova koji se odnose na nejednakosti
u pravokutnom trokutu AABC. Rije¢ je o trokutu ¢ije su stranice a i b duljine kateta,
¢ je duljina hipotenuze, R i r su radijusi opisane i upisane kruznice u taj trokut, A je
duljina visine na hipotenuzu, t,, t, i t. su duljine tezisnica iz vrhova A, B i C toga
trokuta, dok su w_, w,, w_ duljine simetrala njegovih kutova «, f i y (y=90").
Navest ¢emo sada veci broj nejednakosti dokazanih u [1], [2], [3], [4], [5], [6] i [7].

1. a+b$c\/§,

2.¢c+h>a+b,

3. R+r=>2P (P je povrsina trokuta AABC ),

4. Rzr(1+2),

5. a+b+622(1+\/5)h ili 52(1+\/E)h , (s je poluopseg trokuta AABC),
r 1

6. x/g—lsz<5,

J2-1
2
8. a°+b’ <,

9. a"+b”<c”;(nEN,n23),

7.r< c,

, 1
10. ¢ +h—224,
11. s> =27r%

12. P=2Rr,
c h 5

13. —+—=>=,
h ¢ 2

14. a+b2(\6—%)c+h,
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15. £+ 55002,
a b

cs

16. —=14++2,
ab
2 2
7. a (b+c)+b (a+c)22+\/5)
abc
18. hSa+b—(\E—%)c,
1o fatts N5
a+b 2

20. £2 412 257 (3+242),

21 w! <t h’,

3.3 ( 2
w,=b

22. w =——Hh;
4 b+c

a >

23. aw STC ,
24. 87 (24+2) < w? +w? <8R*(2—+2).

Sada ¢emo formulirati i dokazati cetiri nove nejednakosti za pravokutni trokut
AABC.

Nejednakost 1. Treba dokazati nejednakost

- 2
szaz—ﬁzcizb. (1)

Dokaz: Iz nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozi-
tivna broja slijedi:
sina +sin
fﬁ = \/sinasin f§
sina@ +sin 3 =2,/sinasin 3,
a+ a—
sin ﬁcos b = /sinasinf.

2 2
a+ b
Zbog a+B=90°, 4. Tﬂ:450 i sina=2, cosa = — vrijedi

c c
2 a— ab
£cos—ﬁz N
2 2 c

co

odnosno

odakle slijedi
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Kvadriranjem dobivamo

—cos? a=p Za—b
2 c?
aje
P ,a—f _ 2ab
cos >—,
2 ¢

$to smo i trebali dokazati.

Jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako je & = 8 =45’, tj. ako je u pitanju pravo-
kutni-jednakokracni trokut.

Nejednakost 2. Treba dokazati nejednakost

h 1++2
< \/_ . (2)
at+b—c 2
Dokaz: Imamo
j= ab (a+b—c)(a+b+c)
c 2c
a odavde
h atb+c
= . (3)
atb—c 2c
Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost
a+b+csl+\/§ ‘ (4)
2c 2
Nejednakost (4) ekvivalentna je
at+b+c=< c(1+\/§).
Sredivanjem gornjeg izraza dobivamo
a+b=c2.

Za pozitivne brojeve a,b,c to je ekvivalentno
(a+ b)2 <2c%,
odnosno, zbog Pitagorina teorema,
a* +b*+2ab< Z(a2 +b2),
iz Cega slijedi
(a— b)2 =0.

Gornja nejednakost uvijek je istinita pa iz nejednakosti (3) i (4) slijedi dana ne-
jednakost (2).

Vrijedi jednakost u (2) ako i samo ako je a=»b, tj. ako je u pitanju pravokut-
ni-jednakokracni trokut.
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Nejednakost 3. Treba dokazati nejednakost

(a+c)(b+c) -

2. 5
ab+bc+ca \/> )

Dokaz: Zbog Nejednakosti 1., tj. a+b =< c2 , imamo

(a+c)(b+c) ¢ +bc+ac+ab N ¢ ©)
ab+bc+ca ab+bc+ca ab+bc+ca ’
te
at+tbsc\2
Mnozenjem sa ¢, ¢ >0 dobivamo ekvivalentnu nejednakost
ca+bec<c2,
odnosno
ab+bc+ca<c*\2 +ab.
Invertiranjem gornje nejednakosti dobivamo
1 1
= ;
ab+bc+ca A2 +ab
odakle slijedi , ,
> 7)
ab+bc+ca A2 +ab
Sada ¢emo dokazati da je 5
— >2-1 (8)
N2 +ab

Gornja nejednakost ekvivalentna je

ct> (\/5—1)(62\/5+ab),
& >2e (\/5—1)+ab(\/5—1).

odnosno

Sredivanjem dobivamo
ab(\/i—l) <c? (1—2+\/E),
odnosno
ab(v2-1)<(a* +6*)(v2-1),
t.
a’ +b* > ab.
Dopunjavanjem do potpunog kvadrata dobivamo
(a—é)z +ib2 >0,
2 4
$to uvijek vrijedi, pa i nejednakost (8) takoder vrijedi. Sada iz nejednakosti (7) i (8)

| 27



Poucak 91

slijedi nejednakost

2

c
—>/2-1. 9
ab+bc+ca \/— ©)

Najzad, iz nejednakosti (6) i (9) slijedi nejednakost (5), koju smo zeljeli dokazati.

Nejednakost 4. Ako je ¢ kut izmedu tezisnica f, i t, pravokutnog trokuta
AABC , treba dokazati da vrijedi nejednakost

‘P>4
cosp=—.
5

Dokaz: Neka je tocka T teziste trokuta AABC,
a M i N polovista stranica BC i AC.
Iz pravokutnih trokuta AACM i ABCN imamo:

1 1
tu =5\/4b2 +612, th =5\/4a2 +b2

Teorem o kosinusima za trokut AMTB daje

o] e BT

cosp =
2t St
odnosno
4407 +0 1 4b+a’ o
cosp=2 - 4 9 4 4
3 [ ) aa +0)

$to je ekvivalentno

16a* +4b* 4+ 4b* +a* — 94>

36
cosp =
g\/(élbz +a? )(46[2 +b2)
Dobivamo
cosp = 2 (10)

\/(4112 +a2)(4a2 +b2) '

Iz nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna broja
imamo
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\/(4b2 +a2)(4a2 +bz) < 4b* +a '2|-4a2 +1? |
odnosno
[ )
Odatle je

2

\/(4192 +a’ )(4a2 +b2) < 5%

$to je ekvivalentno

. > 2 (11)
J(4b +a*) (42 +17) 5

Sada iz (10) i (11) dobivamo:
4
cosp =—,
v 5
$to smo zeljeli i dokazati.

Vrijedi jednakost ako i samo ako je a = b, tj. ako je u pitanju pravokutni-jedna-
kokra¢ni trokut.
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