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Pitagorin poucak u
Cetverodimenzijskome prostoru (u 4D)

IzET KALABA!

1. Uvod

U ovom uratku dat ¢emo interpretaciju i dokaz Pitagorina poucka u 4D. U 2D i
3D Pitagorin poucak odnosi se na kvadrate odredenih duljina i kvadrate odredenih
povrsina, dok se u 4D Pitagorin poucak odnosi na kvadrate odredenih volumena.
Osnovna namjera c¢lanka nije samo naciniti logicku ekstenziju poucka u 4D, ve¢ i
podsjetiti na bit suvremene matematike koja se nerijetko zaboravlja na nastavi ma-
nego ikada okruzeni smo retrogradnim nastojanjima da se nastava matematike pre-
tvori ili svede na obi¢nu primjenjivost u svakodnevnom zivotu. U takvom pristupu
nastavi matematike ucenik je liSen brojnih pozitivnih iskustava apstraktne matema-
tike koji utjecu na njegov razvoj. Apstraktna matematika, davanjem istih imena razli-
¢itim stvarima i odvajanjem od materijalnog svijeta, ima ogroman prostor - kako za
svoj razvoj, tako i za doprinos podizanju znanja ucenika - o svijetu koji ga okruzuje
na viSu razinu uopcenosti; uvid u sadrzaj kod ucenika postaje dublji, a znanje postaje
sastavnim dijelom ponasanja tog istog ucenika.

2. Pitagorin pouc¢ak u dvodimenzijskom i trodimenzijs-
kome prostoru

Obi¢no se Pitagorin poucak formulira u sljedecem A Slika 1.
. . Y

obliku: Kvadrat nad hipotenuzom pravokutnog trokuta
jednak je zbroju kvadrata nad katetama. U toj formulaciji
pod kvadratom se misli na njegovu povrsinu. Pro$irenja
poucka u trecoj i ¢etvrtoj dimenziji bacit ¢e novo svjetlo b
na prethodnu formulaciju, tako da ¢e ona glasiti: Kvadrat
duljine hipotenuze jednak je zbroju kvadrata duljina ka- a x
teta. No, prva formulacija u¢enicima se vise ureze u pam-
¢enje zbog slike triju nacrtanih kvadrata koje mi, na Slici 1., izostavljamo.
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Dakle,
c=a+ b (1)

Pitagorin poucak u trodimenzijskome prostoru, Slika 2., glasi: Kvadrat povrsine
trokuta ABC jednak je zbroju kvadrata povrsina pravokutnih trokuta OAB, OBC i
OCA.

Slika 2.
Dakle,

ab

> (beY (ac) 1
+(_) +(_) =lev e ad) @
2 4

PP=P+P’+P’=
1 2 3 2 2

Dokaz ove tvrdnje mozZe se naéi u hrvatskoj matematickoj literaturi (Casek, 2021).

3. Pitagorin pouc€ak u ¢etverodimenzijskome prostoru

Prije nego $to formuliramo teorem, odabrat ¢emo pet tocaka O, A, B, Ci D u
¢etverodimenzijskome prostoru, Slika 3., na nacin da tocke A, B, Ci D redom leze
na koordinatnim osima x, y, z i u pravokutnog cetverodimenzijskoga koordinatnog
sustava kojemu je ishodiste tocka O.

Slika 3.

Promatramo Cetiri piramide u Cetiri razli¢ita trodimenzijska prostora odredena
s OABC, OABD, OACD, OBCD koja su uloZena u jedan ¢etverodimenzijski prostor.

Sada mozemo formulirati Pitagorin poucak u 4D: Kvadrat volumena piramide
ABCD jednak je zbroju kvadrata volumena piramida ABOC, ABOD, ACOD i BCOD.

Dakle,
Vi= V24V, + Vi + VA (3)
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Dokaz:
Neka je ab
PiroVoe 7{ abc
Vi= Vigoc = AB3 = 3 = 6
Analogno,
,
V.=V _ Ppovor _ 2 _ abd
2~ VABOD — 3 - 3 - 6 >
%
V=V _ = PicoVop _ 2~ _ ad
3 ACOD 3 3 6’
b
V=V _ Povoc _ 27 _ @
4~ YBcoDp T 3 - 3 - 6 :

Nakon uvrstavanja u jednakost (3), desna je strana te jednakosti izraz
1
g(azbzc2 + a’b’d’ + a’cPd’ + bzczdz).
Pokazat ¢emo da i lijeva strana poprima isti oblik.

Dakle, p

-V
= — _ABC "DP
V= VABCD - :

3
Koriste¢i jednakost (2), imamo

1
P’ =P+ P+ P’= Z(azbz + b+ azcz).

S v,, oznacili smo udaljenost tocke D od ravnine trokuta ABC, odnosno visinu pira-
mide ABCD u trodimenzijskome prostoru ABCD.

3.1. Pravac okomit na prostor

Pravac u (os u) okomit je na trodimenzijski prostor xyz u tocki O. Time je on okomit
na svaki pravac toga prostora koji prolazi tockom O. Nama je bitna njegova okomitost
na pravac koji prolazi ishodistem i okomit je na ravninu trokuta ABC u tocki P. Tocka P
ortogonalna je projekcija tocke O na ravninu ABC u trodimenzijskome prostoru OABC.
Udaljenost ishodista od ravnine, odnosno duljina duzine OP ili krace p, jednaka je:

p= | D | _ | —abc | @
‘\/Az +B*+C? ‘ ‘\/bzcz +a*c* +a’b’? ‘
gdjeje Ax+By+Cz+D =0 jednadzba ravnine trokuta ABC, odnosno i % +2=1
a c

segmentni oblik jednadzbe te iste ravnine koja u implicitnom obliku prelazi u izraz
bex +acy +abz—abc=0.
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Ostaje jo$ pokazati da je ortogonalna projekcija tocke D na ravninu ABC u tro-
dimenzijskome prostoru ABCD upravo tocka P. Time ¢e duzina DP, Slika 4., postati
visina piramide ABCD. Duljina te visine treba nam za izra¢un volumena piramide.

Slika 4.

Koordinate tocke Dsu (0, 0,0, d). Neka su (x, y, z, 0) koordinate njezine ortogonal-

ne projekcije na ravninu ABC. Udaljenost izmedu tih tocakaje v = \/ x> +y'+z20+d%
Kako je d fiksno’, izraz pod korijenom je najmanji kada je ravnina ABC tangencijal-

na na sferux’ + y* +z> = r*, odnosno radijus sfere okomit je na ravninu te je r = p.
Time je tocka P ortogonalna projekcija tocke D.

Sada ¢emo koriste¢i jednakost (4) izracunati duljinu visine v piramide ABCD.
_ brc*d? +a’ctd* + a*brd? + a*bct

bt +a*c* +a’t?

V=& +p (5)

I konacno, volumen piramide ABCD, odnosno kvadrat toga volumena iznosi
a’b’ +a’c +b’c VAP +a’ld +a’b’d +a’b
2 .
V2 =(ﬂ) _ 4 bt +a’c* +a’b’

3 9

,  ab’d+a’v’d* +a’lPd + b Pd’
Vei= Y (6)

Time je dokaz zavrsen.

3.2. Napomena

Poredajmo, jednu ispod druge, formule za Pitagorin poucak u 3D i 4D:
n=3 P, = i(azb2 + b+ azcz)
n=4, V?,op= 3_16 (a2b2c2 + a’b’d’ + a’cd’ + bzczdz).
Sto je n vedi, jasnije se uocava da su na desnim stranama jednakosti zbrojevi
odredenih umnozaka. Zbrojevi se sastoje od n pribrojnika, dok se svaki pribrojnik

sastoji od umnoska n-1 faktora. Ako umjesto a, b, ¢, d... uvedemo redom nove ozna-
ke a,a,a,a,.. onda se prethodne dvije formule mogu napisati u obliku
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3 3
;Haik
=3’ P2= =] i=1 ,
" G-1)r

4 4
Sl
:4’ Vv :L_
" (4—1)

Na ovom mjestu mozemo samo pretpostaviti da bi Pitagorin poucak u n-dimen-
zijskom prostoru imao oblik
n n
2
2lla

V2 — k=1i=1 (7)

(n—l)!2

Tako bi se za n = 5, u starim oznakama, dobio izraz:

1
V2 pepr = %(bzczdze2 + a’dd’e’ + a’b’d’e* + a’b’c’et + azbzczdz),
gdje bi V,, . bio odredeni hipervolumen hiperpiramide ABCDE.

I kona¢no, za n = 2 imali bismo dobro poznati izraz

2 2
Znaiz:&k 2 +a

CZ — k=1i=1 — 2 1
(2-1)r 1
odnosno
c=b*+a%.

Ostaje, za neki novi ¢lanak, napisati dokaz formule (7), mozda metodom mate-
maticke indukcije.

4. Zakljuc¢ak

U ovom uratku obradili smo interpretaciju i dokaz Pitagorina poucka u cetverodi-
menzijskome prostoru i dali naslutiti kako bi Pitagorin poucak izgledao u #n-dimenzijskom
prostoru. Cetverodimenzijski prostor ima neke nove pojmove koje ne mozemo susresti u
trodimenzijskom prostoru. Ti pojmovi su: pravac okomit na prostor (u, xyz), beskona¢no
okomitih pravaca u tocki ravnine (p, v..., P, ABC) itd. Okomitosti se u analitickoj geome-
triji obi¢no dokazuju skalarnim umnoskom vektora i izjednacavanjem toga umnoska s
nulom, no uradak nismo opterecivali vektorskim ra¢unom koji bi tekst razvukao na vise
stranica. Drzali smo se maksime: Neka bude tijesno rijecima, a prostrano mislima.
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