KONCEPTUALNO POUCAVANJE USMJERENE DERIVACIJE

Konceptualno pouc¢avanje
usmjerene derivacije’
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Sazetak

Matematicki kolegiji na tehnickim fakultetima imaju za cilj razviti kod studenata
sposobnost primjene matematickih znanja i vjestina u razli¢itim kontekstima. Istra-
zivanja pokazuju da u tome moze pomoci konceptualni pristup poucavanju. U ovom
¢emo radu prikazati primjer konceptualnog poucavanja usmjerene derivacije realne
funkcije vi$e varijabli. U namjeri da izgradimo potpunu sliku koncepta usmjerene
derivacije, objasnit ¢emo i primijeniti razli¢ite metode u izgradnji slike koncepta.
Poseban naglasak bit ce stavljen na povezivanje s ve¢ poznatim konceptima i poj-
movima. Takoder ¢emo pokazati primjer ciljanih pitanja i konceptualnu mapu za
usmjerenu derivaciju.

Kljucne rijeci: usmjerena derivacija, konceptualni pristup poucavanju, slika
koncepta, konceptualna mapa, ciljana pitanja

Uvod

Buduc¢i da je matematika, kao temeljna znanost, na tehnickim fakultetima nuzna
da studenti razviju vjestine za koje se obrazuju, u sklopu nastave potrebno je potica-
ti studente da razumijevanjem naucenih koncepata razviju i sposobnost primjene u
razli¢itim inZenjerskim kontekstima. Istrazivanja pokazuju da u tome moze pomoci
pristup poucavanju koji ve¢i naglasak stavlja na matematicke koncepte ([4]). Nadalje,
pokazuje se da poucavanje usmjereno na usvajanje koncepata unaprjeduje i proce-
duralne vjestine ([2]). U skladu s time konceptualno se poucavanje primjenjuje na
uvodnim matematickim kolegijima na FER-u ([6], [7]).

Cilj konceptualnog pristupa je izgraditi potpunu sliku koncepta. U sklopu ta-
kvog pristupa nastavnik kod studenta potice sistematizaciju gradiva, stvaranje po-
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veznica s drugim podrucjima i pojmovima, i ukazuje na primjene gradiva. Neke od
metoda kojima se izgraduje potpuna slika koncepta u matematici su: prikaz kontek-
sta problema u kojem se koncept primjenjuje, evokacija i poveznica s ve¢ uvedenim
konceptima uz pomo¢ konceptualne mape, vizualizacija, uoc¢avanje sli¢nosti i razlika
s drugim pojmovima, koriStenje primjera i kontraprimjera, identifikacija uobicajenih
miskoncepcija i promisljanje o njima te, kona¢no, primjeri koristenja matematickog
koncepta u inzenjerstvu ([7]).

Ovaj rad organiziramo na sljede¢i nacin. U 1. poglavlju uvest ¢emo pojam slike
koncepta te objasniti konceptualni pristup nastavi. Nakon toga, u 2. poglavlju obja-
snit ¢emo neke od metoda konceptualnog poucavanja kojima mozemo prosiriti sliku
koncepta usmjerene derivacije. Posebnu vaznost dajemo poveznicama s ve¢ usvoje-
nim konceptima. Alati poput konceptualnih mapa i ciljanih pitanja pomazu u stvara-
nju slike koncepta te ¢emo ih za pojam usmjerene derivacije pojasniti u poglavlju 3.

1. Konceptualni pristup poucavanju

U poucavanju matematike najce$ce se primjenjuju dva pristupa: proceduralni i
konceptualni. Proceduralni pristup poucavanju usmjeren je na simboli¢ko i nume-
ricko racunanje, upotrebu odredenih pravila, algoritama, formula i simbola. Budu¢i
da studenti na tehni¢kim fakultetima moraju biti sposobni racunati, dugo je prevla-
davalo uvjerenje da je to jedini potreban oblik matematickog znanja. No, u danas-
njem tehnoloski razvijenom inZenjerstvu same vjestine racunanja gube na vaznosti.

Drugi pristup, odnosno konceptualno poucavanje, posebnu vaznost pridaje po-
veznici izmedu verbalnih i vizualnih sadrzaja, poveznici s ve¢ usvojenim koncepti-
ma, interpretaciji formalnih matematickih izraza te primjeni koncepata u razli¢itim
kontekstima. Takav nacin poucavanja pomaze nam da izgradimo i razumijemo pot-
punu sliku koncepta, te da taj koncept lakse primijenimo i prepoznamo u drugim
podru¢jima struke.

No, sto je uopce koncept? Za pocetak, ne postoji Sablona niti kruta formalna de-
finicija koncepta. Koncept je nesto §to ucimo prepoznati iskustvom, iz razli¢itih per-
spektiva i u razli¢itim kontekstima. U sklopu konceptualnog poucavanja stalno trazi-
mo odgovore na pitanje .Zasto?”, ali i na pitanje .Kako?”, buduci da moramo koristiti
koncepte i u nekim proceduralnim vjestinama. Proces usvajanja odredenog koncepta,
odnosno Sirenja slike koncepta, sastoji se od prisjecanja poznatih i saznavanja novih
informacija o konceptu te njihovog povezivanja i strukturiranja u smislenu cjelinu.

Kao $to je navedeno u [7], slika koncepta predstavlja sveobuhvatnu kognitivnu
strukturu koja je pridruzena odredenom konceptu, te ukljuc¢uje sve mentalne slike i
pripadna svojstva i procese (vidi takoder [5]). Slika koncepta sadrzi i sve veze i od-
nose s drugim konceptima u matematici i primjeni. Dakle, sliku pojedinog koncepta
gradimo iskustvom i novim saznanjima, a mozemo je i formalno vizualizirati pomo-
¢u tzv. konceptualne mape.
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Napomenimo samo da problemi koji se javljaju u usvajanju odredenog koncepta
mogu biti pogresno stvorena slika koncepta, te zablude u vezama s drugim koncep-
tima. Prilikom konceptualnog pouc¢avanja moramo biti svjesni zabluda koje se mogu
javiti u studentskom usvajanju gradiva, te usmjeriti svoje poucavanje da se izbjegnu
pogresno stvorene slike koncepta.

1.1. Proceduralni pristup u uvodenju usmjerene derivacije

U sklopu proceduralnog pristupa orijentiranog na iznosenje definicija i nacin
ra¢unanja, mogli bismo zapoceti s definicijom usmjerene derivacije prikazanom na
Slici 1.

Neka je f : R® — R. Usmjerena derivacija funkcije f iz tocke Tj s
radijvektorom X u smjeru vektora V definira se formulom

Jir= . f(Xo + sVp) — f(Xo)
%(Xo) = lim p ;
gdje je jedini¢ni vektor u smjeru vektora Vv definiran s
- L v
C eI

ukoliko gornji limes postoji i konacan je.

Slika 1. Definicija usmjerene derivacije

Nakon toga, mogli bismo navesti teorem o ra¢unanju usmjerene derivacije pri-
kazan na Slici 2.

Neka je f : R™ — R diferencijabilna u Xo i neka je zadan vektor V, te neka
je Vo = ﬂ%ﬂ Tada vrijedi:

o (%) = V(o) %o
Slika 2. Racunanje usmjerene derivacije

Rezultat ovakvog nac¢ina poucavanja mogla bi biti sljedeca slika koncepta (vidi
Sliku 3).

L (%)= (%)

Slika 3. Moguéa slika koncepta usmjerene derivacije
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Naravno, u ovakvoj slici koncepta znamo kako ra¢unati usmjerenu derivaciju u
smjeru odredenog vektora u danoj tocki, ali ne znamo $to je to usmjerena derivacija
niti koja je njezina primjena, koja je njezina veza s ve¢ usvojenim pojmovima i sli¢no.
Stoga ¢emo u sljedecem poglavlju objasniti konceptualni pristup poucavanju usmje-
rene derivacije i na¢ine kojima mozemo proSiriti sliku usmjerene derivacije.

2. Sirenje slike koncepta usmjerene derivacije

Opcenite metode koje se koriste u stvaranju i Sirenju slike pojedinog koncepta
su povezivanje s drugim konceptima te primjena u razlic¢itim kontekstima. Neki od
alata kojima se to postize su: motivacijski primjeri, alati vizualizacije, graficki prika-
zi, konceptualne mape i primjeri primjena. Osim toga, kako bi se izbjeglo stvaranje
Cestih zabluda (miskoncepcija), dobro je koristiti kvalitetne primjere i protuprimjere
te ciljana pitanja.

Sada ¢emo na primjeru usmjerene derivacije pokazati neke od ovih metoda. Pri
prikazu, ogranicit ¢emo se na funkciju s dvodimenzionalnom domenom budu¢i da
nam je za to dostupna vizualizacija. Navedeni rezultati lako se poop¢uju na slucaj vise
dimenzija.

2.1. Motivacijski primjer

U sklopu konceptualnog poucavanja pozeljno je odredeni koncept uvesti mo-
tivacijskim primjerom. Motivacijske primjere biramo na nacin da su lako razumlji-
vi te da za njihovo shvacanje nije potrebno odredeno predznanje. Ovakvi primjeri
predstavljaju probleme lako shvatljive u svakodnevnom zivotu ili u struci (vidi [3]).
Potrebno je naglasiti da u sklopu matematickih kolegija na prvoj godini studija moti-
vacijski primjeri ne smiju biti orijentirani na nesto o cemu ¢e studenti tek uciti. Jedan
motivacijski primjer vezan za poucavanje usmjerene derivacije dan je na Slici 4.

Planinar Sece planinom koja je oblika plohe z = f(z,y). Pretpostavimo da
se trenutno zaustavio u to¢ki T'(1, 0, zp).

@ Koja je njegova trenutna nadmorska visina?

U kojem smjeru se nalazi najstrmiji uspon?

o
@ U kojem smjeru se mora kretati ako Zeli ostati na istoj nadmorskoj
visini?

o

Sto podrazumijevamo pod pojmom smjera?

Slika 4. Motivacijski primjer za uvodenje usmjerene derivacije

U sklopu lekcije o usmjerenoj derivaciji, ovakvim se pitanjima kod studenata
moze potaknuti primjerice promisljanje o tome $to ¢emo podrazumijevati pod poj-
mom smjera. Hoce li to biti dvodimenzionalni ili trodimenzionalni vektor? Dimenzija
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vektora smjera u uvodenju pojma usmjerene derivacije cesta je miskoncepcija na koju
nailazimo kod studenata. Budu¢i da je tre¢a komponenta trodimenzionalnog vektora u
smjeru kojeg bi se planinar trebao gibati po planini odredena samim izgledom funkcije,
smjer u kontekstu uvodenja usmjerene derivacije bit ¢e dvodimenzionalni vektor.

Takoder, uvodenjem daljnjeg propitivanja moze se studente navesti na promi-
$ljanje Sto bi moglo predstavljati brzinu promjene funkcije u danom odredenom
smjeru. Promjena funkcije u odredenom smjeru vodi nas na vizualizaciju (vidi [1],
[9], [10]) koja nam uvelike pomaze u uvodenju interpretacije, kao i formalne defini-

cije usmjerene derivacije.

2.2. Vizualizacija i uvod u
definiciju

U ovom ¢emo potpoglavlju
prikazati kako mozemo do¢i do
interpretacije i formalne defini-
cije usmjerene derivacije funkcije
u tocki u smjeru zadanog dvodi-
menzijskog vektora pomocu gra-
fickih prikaza. Vizualizacija se od-
nosi prvenstveno na krivulju koju
dobijemo u presjeku s ravninom
odredenom jedini¢nim vektorom
smjera ¥,1i vektorom k kao §to je
to prikazano na Slici 5.

Slika 5. Krivulja u presjeku grafa funkcije i ravnine

Pokazuju¢i ovakvu sliku (Slika 5.) mozemo samu geometrijsku interpretaciju
usmjerene derivacije povezati s geometrijskom interpretacijom obi¢ne derivacije re-

alne funkcije jedne realne varijable.

T =X+ Svo1
8-0S ...
Yy =Yo+svo2

PR ———

z=g(s) = f(zo+s-vo1,y0 + s Vo2

|
~
|
-
—
)
e e
»
L]

def

0
Slika 6. Uvodenje s-osi g{(xo,yo) =4'(0)
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Prisjetimo li se da derivacija realne funkcije jedne varijable govori o promjeni
funkcije iz dane tocke i predstavlja koeficijent smjera tangente u toj tocki, mozemo
zakljuciti da usmjerena derivacija u danoj tocki (u smjeru zadanog vektora) govori
o promjeni funkcije u danoj tocki u odredenom smjeru. Uvodenjem s-osi, kao $to je
to prikazano na Slici 6., usmjerenu derivaciju mozemo uvesti kao derivaciju funkcije
jedne varijable. Ovakvim uvodenjem ¢uvaju se i svojstva obi¢ne derivacije, pa moze-
mo primjerice govoriti o rastu, odnosno padu funkcije iz toc¢ke u odredenom smjeru
i sli¢no.

U konceptualnom pristupu poucavanju pozeljno je izbjegavati stroge matema-
ticke definicije bez prikladnog uvoda u njih. Vrlo je vazno poticati studente da uz
pomoc¢ ve¢ poznatih pojmova sami dospiju do zapisa formalne definicije. Time Ce je
u potpunosti razumjeti i ona nece biti samo «vizualna slika” koja se (uci napamet”.

Nakon vizualizacije je, koriste¢i poveznicu s ve¢ nauc¢enim pojmom derivacije,
kao i poznavanjem interpretacije derivacije realne funkcije realne varijable, priklad-
no uvesti i formalnu definiciju usmjerene derivacije u tocki, kao i formulu za njezino
racunanje.

2.3. Poveznica s ve¢ uvedenim pojmovima

Neka pitanja koja mogu biti korisna u uvodenju usmjerene derivacije pomocu
vizualizacija prikazanih na Slikama 5. i 6. su:

« Kako mozemo zapisati g(s)?

« Koja je geometrijska interpretacija g'(0)?

«  Sto nam govori o rastu, o padu u zadanom smjeru?

«  Kako jo§ mozemo izracunati g'(0)? Koje pravilo mozemo koristiti?
+  Sto bi bila formalna definicija usmjerene derivacije?

Opcenito, Slikama 5. i 6. te navedenim pitanjima stvara se poveznica izmedu
pojma usmjerene derivacije i derivacije funkcije jedne varijable, pa mozemo uvesti i
formalno definiciju na nacin prikazan na Slici 7.

%(.’EO;Z]O) :=g'(0) = lﬂw

e f(zo + svo1, Yo + svo2) — f(zo,Yo)
s—0 S

Slika 7. Uvodenje definicije usmjerene derivacije

Nakon ovako uvedene usmjerene derivacije u tocki, koriste¢i lan¢ano pravilo
(slucaj jedne nezavisne varijable) vrlo lako dolazimo do formule koju koristimo za
njezino racunanje, a prikazana je na Slici 2., odnosno do slike koncepta koju bismo
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dobili proceduralnim pristupom. No ipak, mozemo se sloziti da sada ve¢ o usmjere-
noj derivaciji znamo mnogo vise nego da smo naucili samo navedenu formulu.

Nadalje, ovakvim se pristupom koriste ve¢ naucene ¢injenice: znamo u kojem
slucaju funkcija iz tocke raste ili pada u odredenom smjeru, odnosno da negativna
usmjerena derivacija znaci pad, dok pozitivna znaci rast funkcije iz tocke u odrede-
nom smjeru. Fizikalna interpretacija derivacije funkcije jedne varijable takoder se
nasljeduje.

U sklopu poveznice s drugim pojmovima bitno je napomenuti da pojam usmje-
rene derivacije generalizira pojam parcijalnih derivacija koje se u sklopu matema-
tickih kolegija tradicionalno uvode prije same usmjerene derivacije. Dakle, ako za
vektor smjera odaberemo vektor i, imamo da je

a_{(xo’yo)=£(xo’yo)’

di 0x

te ako za vektor smjera odaberemo j, imamo
of of
a_j(xo’)’o)= 5("0’)’0) :

Sve to mozemo i vizualno prikazati prisjecajuci se primjerice na¢ina na koji smo
uvodili parcijalnu derivaciju po varijabli x (vidi Sliku 8.).

/

Slika 8. Uvodenje parcijalne derivacije po varijabli x

U sljede¢em potpoglavlju pokazat ¢emo poveznicu s Lagrangeovim teoremom
srednje vrijednosti u jednoj dimenziji. Budu¢i da smo usmjerenu derivaciju u tocki
povezali s derivacijom funkcije jedne realne varijable, u formiranju teorema srednje
vrijednosti mozemo iskoristiti ve¢ uveden Lagrangeov teorem srednje vrijednosti
koji se obraduje u sklopu diferencijalnog ra¢una funkcija jedne varijable.
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2.4. Generalizacija teorema srednje vrijednosti

Pretpostavimo da smo Lagrangeov teorem srednje vrijednosti u sklopu gradiva
diferencijalnog rac¢una funkcije jedne varijable interpretirali geometrijski.

Lagrange

Za f: I°“’ C R — R koja je diferencijabilna na I vrijedi

v teorem srednje vrijednosti

Vabel Jee(ab) td  fO)-f@=FEQb-af —] =
. s
odnosno
3etd. f(e) = W _diigi \
Sl : o
30 l A
(af(c) S '
- e \B
0 Vo bt B
o)

b sekante ... ZB)=S(A) _ J(B)—J(A
nagib sekante _(ﬂ],ﬁ%_) el

nagib tangente u C € AB ... 2(C) = V(C) -¥o = V(C) - ﬁ:‘;ﬁ
T 3 3\ 7 1(B) - 1(4) B

s O g
f(B)—f(A)—Vf(C)--é»

Slika 9. Generalizacija teorema srednje vrijednosti

Pod geometrijskom interpretacijom podrazumijevamo prikaz na Slici 9. lijevo,
odnosno interpretacija je da u intervalu (a,b) postoji tocka ¢ u kojoj je tangenta
paralelna sekanti. Isto mozemo zapisati i u dvodimenzionalnom slucaju ([10]).

Kao $to je to prikazano na Slici 5., moZemo pogledati ravninu odredenu vekto-

rom v (jedini¢ni vektor koji gleda u smjeru vektora AB)ivektorom k , te dobivenu

krlvulju u presjeku. Sada mozemo iskoristiti poveznicu s Lagrangeovim teoremom u

jednoj dimenziji i zakljuciti da uz odredene uvjete na funkciju mora postojati tocka

C koja se nalazi na spojnici to¢aka A i B, u kojoj je nagib tangente jednak nagibu

sekante. Nagib tangente je upravo usmjerena derivacija u tocki C, a nagib sekante do-

f(B)-f(4)
AB

Prema zapisu na Slici 9. mozemo do¢i do tvrdnje teorema srednje vrijednosti
koja ukazuje na to da postoji tocka C na spojnici tocaka A i B tako da vrijedi

f(B)—f(A)=Vf(C)-AB

Naravno, moramo i razmisliti koje uvjete onda funkcija f mora zadovoljavati —
svakako mora biti takva da se spojnica to¢aka nalazi u domeni, te mora biti diferen-
cijabilna na spojnici to¢aka A i B.

bivamo kao . Sve ove zakljucke mozemo i vizualizirati pomocu Slike 9.

Bududi da je usmjerena derivacija vrlo vazna u primjenama, u sklopu obradiva-
nja ovog koncepta potrebno je navesti svojstva usmjerene derivacije koja se koriste
u primjenama, stoga je vrlo vazno da osim same definicije i interpretacije usmjerene
derivacije prosirimo jos sliku ovog vrlo vaznog koncepta.
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2.5. Sirenje slike usmjerene derivacije koristenjem ciljanih pitanja
Vazna svojstva koja mozemo dobiti iz same interpretacije usmjerene derivacije su:
o Svojstvo okomitosti gradijenta na nivo-krivulje
«  Smjer najbrzeg pada i rasta funkcije, sto se Cesto koristi u sklopu optimizacijskih
metoda.

Kao s§to smo ve¢ naveli, u sklopu konceptualnog poucavanja vrlo je vazno stu-
dente navesti da sami dospiju do vaznih zakljucaka koji se vezu uz odredeni koncept.
U tome mozemo koristiti pitanja koja ih navode na zakljucke. Pitanja mogu biti for-
mirana u obliku pitanja s viSestrukim odabirima ili samo u obliku kratkih pitanja
koja vode studente do tvrdnji koje Zelimo pokazati.

Ciljana pitanja koja mozemo koristiti u smislu uvodenja teorema koji govori o
okomitosti gradijenta na nivo-krivulje su:

1. Kada se funkcija u odredenom smjeru iz tocke (x, y,) ne mijenja? Koliko bi
trebao biti iznos usmjerene derivacije u tom smjeru?

2. Kako zovemo krivulju koja lezi u domeni funkcije, a na kojoj je vrijednost funk-
cije jednaka danoj konstanti?

3. Sto mozemo reci o usmjerenoj derivaciji funkcije fiz tocke (x,, y,) ako gledamo
smjer tangencijalan na nivo-krivulju u toj tocki?

4. Ako je usmjerena derivacija nula u odredenoj tocki, u kojem su odnosu gradijent
funkcije u toj tocki i vektor smjera?

Ovakvim uvodom u tvrdnju studente lako navodimo na zakljucak da je vektor
gradijenta funkcije u danoj tocki okomit na nivo-krivulju u istoj tocki.

Zelimo li pak izvesti zaklju¢ke o smjeru najbrzeg pada ili rasta funkcije, mozemo
krenuti od same formule za ra¢unanje usmjerene derivacije

Vf(xo’yo)'vo = va(xo’% )H ||170||Cos<p = va(xo’yo )Hcos<p,
gdje je ¢ kut medu vektorima Vf (xo, yo) i g .
Ciljana pitanja koja moZzemo Kkoristiti u odredivanju smjera najbrzeg pada i rasta
su primjerice:
1. Koju maksimalnu i minimalnu vrijednost usmjerena derivacija u tocki (x,, y,)
moze imati?
Sto mozemo odabrati za vektor smjera da dobijemo maksimalnu vrijednost?
Sto mozemo odabrati za vektor smjera da dobijemo minimalnu vrijednost?
Time lako vidimo da funkcija najbrze raste iz odredene tocke u smjeru vektora
gradijenta u toj tocki, a najbrze pada u suprotnom smjeru. Time smo dobili odgovor

i na pitanje u motivacijskom primjeru - U kojem smjeru se nalazi najstrmiji uspon”

(vidi Sliku 4.).
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Tvrdnju da funkcija u odredenom smjeru raste ili pada koristimo u sklopu for-
mulacije optimizacijskih metoda koje ¢esto koristimo u inZenjerskim primjenama.

2.6. Primjene u inZzenjerstvu

U sklopu konceptualnog poucavanja vrlo je vazno navesti i primjene odredenog
pojma u inZenjerstvu. Bududi da je sada vrlo popularno podrucje strojnog ucenja
koje se primjenjuje u mnogim inzenjerskim problemima, a u sklopu kojega je potreb-
no minimizirati funkciju pogreske, u primjenama u inZenjerstvu javljaju se problemi
nalazenja tocke minimuma funkcije viSe varijabli na odredenom skupu. Od optimi-
zacijskih metoda koje se koriste za trazenje minimuma funkcije vrlo je vazna metoda
gradijentnog spusta. Metoda gradijentnog spusta formulirana je uzimajuci u obzir
¢injenicu da funkcija u danoj tocki najbrze pada u smjeru suprotnom smjeru vektora
gradijenta u toj tocki. Ovime se stvara poveznica s budu¢im znanjem.

Premda se takvi primjeri na nastavi ne obraduju u detalje, vrlo su korisni u stva-
ranju Sire slike i davanju smisla odredenom konceptu. To mozemo kratko obraditi
obja$njavanjem metode gradijentnog spusta pomocu prikaza na Slici 10.

* Konstrukcija metode gradijentnog spusta

3

2 m @ zadano: funkcija f i poetna iteracija %°
i Zak=0,1,2,...
1. lzralunati —V f(%*)
2. Rijesiti:
2 : ok —k
¥ jnin f(X* - A V(X))

3 v 3. Postaviti
Pe—— L

. R+ = gk _ \ V(R

0

Slika 10. Konstrukcija metode gradijentnog spusta

Uz sva navedena svojstva usmjerene derivacije koja smo naveli, zainteresiranim
studentima moze se dati i objasnjenje zasto put do to¢ke minimuma u prikazu funk-
cije pomocu nivo-krivulja (Slika 10. lijevo) izgleda kao cik-cak linija.

3. Mapa koncepta usmjerene derivacije i ciljana pitanja
u ispravljanju slike koncepta

3.1. Konceptualne mape

Mapa koncepata ([8]), koje mozemo shvatiti kao mentalne slike koncepta, pred-
stavljaju alat za organizaciju i prezentaciju znanja. Temeljene su na povezivanju ra-
zli¢itih koncepata i doprinose razumijevanju koncepta koji uvodimo. Detaljnije o
konceptualnim mapama moze se vidjeti u [7].
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Optimizadja Derivadija funkcije
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Slika 11. Konceptualna mapa usmjerene derivacije

Mapu koncepta kreiramo tako da pojmove ili koncepte postavimo u ovalne obli-
ke, navodeci poveznicu. Primijetili smo da bismo kod proceduralnog nacina pou-
¢avanja mogli primjerice dobiti mapu kao $to je to prikazano na Slici 3. Budu¢i da
sliku koncepta mozemo vizualizirati pomocu konceptualne mape, uz pomo¢ metoda
konceptualnog poucavanja opisanog u radu, dobili smo puno Siru sliku koncepta
usmjerene derivacije, koju mozemo vizualizirati konceptualnom mapom na Slici 11.

Konceptualne mape korisne su za dubinsko razumijevanje gradiva i prezentaciju
znanja. U sklopu konceptualnog poucavanja vrlo su bitne poveznice s drugim kon-
ceptima koje nalazimo u samoj mapi.

3.2. Ciljana pitanja

U sklopu konceptualnog poucavanja, osim ispravno stvorene slike koncepta, ce-
sto nailazimo i na pogresno stvorenu sliku koncepta. Ako uoc¢imo da je kod studenata
stvorena odredena slika koncepta koja odudara od one koju smo Zeljeli posti¢i, mo-
zemo koristiti ciljana pitanja. Ciljana pitanja koriste se u formi pitanja s viSestrukim
odabirom ili to¢no/neto¢no pitalica. U metodi suradnickog ucenja (vidi [5], str. 49)
ovakva pitanja koriste se na nastavi u namjeri da provjere razumijevanje koncepta i
nastavniku daju povratnu informaciju o znanju studenata, ispravljaju pogresno stvo-
rene slike koncepta i $ire ispravno stvorenu sliku koncepta. Takoder, ciljana pitanja
pogodna su i za nadopunu poucavanja pomocu online platformi kao $to je to Moodle
sustav. Kao $to je navedeno u [6], ova su pitanja posebno kreirana da stimuliraju
motivaciju i poti¢u znatizelju kod studenata, te pomazu studentima da samostalno
nadgledaju svoje razumijevanje i jacaju poveznice s ve¢ poznatim gradivom. Ovdje
mozemo dati par primjera ciljanih pitanja prikazanih na Slici 12. i Slici 13.
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Poucak 91

Ako je V f gradijent funkcije z = f(z,y) u tocki (a,b), ispitajte istinitost
sljedeéih tvdnji:

© Vf(a,b) okomit na nivo krivulju f(z,y) = f(a,b)
T N
@ Vf(a,b) okomit na plohu z = f(z,y) u tocki (a,b, f(a,b)).
T N
@ vektor f/(a,b)i+ fy(a, b)j — K okomit na plohu z = f(z,y) u to&ki
(a,b, f(a,b)).
T N

Slika 12. To¢no/netocno ciljana pitanja

Pitanje
Ako stojimo na plohi f(z,y) = 222 + 5zy3 u to¢ki T(1,1, f(1,1)), u
kojem je smjeru uspon najstrmiji?

(a) I

OF
() —i+]
(d) -]

Slika 13. Pitanja odabira

Ciljana pitanja takoder su od velike vaznosti nastavniku jer u sklopu predavanja
moze dobiti odredenu informaciju o tome kako su studenti usvojili gradivo.

Zakljucak i diskusija

Na primjeru pojma usmjerene derivacije mozemo zakljuciti da konceptualno
poucavanje potice dubinsko razumijevanje gradiva te studente motivira na ucenje s
razumijevanjem, a to je klju¢no u svladavanju gradiva sveuciliéne matematike. Na-
dalje, vrlo je bitno da nastavnik prilikom uvodenja odredenog koncepta ima jasnu
sliku koncepta koju mora prenijeti studentima. Posebna paznja mora biti usmjere-
na na dobivanje $ire slike i povezivanje s drugim konceptima te na ceste studentske
pogreske i kriva uvjerenja do kojih dolazi kod odredenog broja studenata. Vazno je
uskladiti mjeru koliko duboko razloziti koncept u odnosu na predvideno vrijeme i
vaznost samog koncepta. U tu svrhu smatramo da su korisne dodatne online lekcije,
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vizualizacije, konceptualne mape te ciljana pitanja. Svakako bi u okruzju kolegija koji
imaju manji broj studenata bilo korisno u sklopu konceptualnog poucavanja primije-
niti metode poput preokrenute ucionice i suradnickog ucenja.
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