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MATEMATIKA IZVAN MATEMATIKE

O kamatnjacima — matematicki’

Ivo Baras?, RENATA KoZuL BLAZEVSKI?

1. Uvod

Odrzavaju¢i nastavu iz gospodarske (poslovne) matematike, matematicari se ce-
sto osjecaju kao da igraju na gostujuc¢em terenu. Iako je matematika samo jedna, ona
je tek alat u Siroj ekonomskoj teoriji koja cesto, barem u pocetku, matematicarima
nije bliska. Specificnosti podrucja doprinosi i to $to su pojmovi poput kamate, dekur-
zivnog zajma ili potrosackog kredita u stru¢noj i javnoj upotrebi, ali su uz to takoder
i pravno regulirani te su na vrlo konkretan nacin dio svakodnevnog zivota.

Cilj ovoga rada nije pojasnjavanje ekonomske teorije, pa ¢ak niti njezinih mate-
matickih osnova jer za to postoje odli¢ni pisani izvori, ve¢ jednostavna misaona vjez-
ba: kako samostalno povezati, produbiti i modelirati osnovne pojmove iz kamatnog
racuna oslanjajuci se na specificna matematicka znanja. Snaga i slabost svake struke
u tome je $to problemima pristupa na osobit nacin, stoga je dobro njegovati razlicite
pristupe. Svrha ovoga rada ispunjena je ako Citatelja navede da nastavi promisljati
ekonomske (i druge) pojmove u na prvi pogled za njih neuobicajenim kontekstima
matematicke analize, linearne algebre, numericke matematike i slicno. U radu je raz-
matran iskljucivo slozen i dekurzivan obrac¢un kamata, s obzirom na to da je on u
praksi daleko najcesci.

2. Slozen i dekurzivan obracun kamata

Kamata je naknada koju duznik placa vjerovniku za koristenje sredstava posu-
denih na neko odredeno vrijeme i obrac¢unava se za vremenski interval koji se naziva
razdoblje ukamacivanja ili kapitalizacije. To se realizira tako da se za osnovno (no-
minalno) vremensko razdoblje zakonski ili ugovorno propise nominalna kamatna
stopa ili kamatnjak, u oznaci p, kao iznos koji ¢e duznik platiti za svakih 100 posude-
nih nov¢anih jedinica za to osnovno vremensko razdoblje. Osnovno vremensko raz-
doblje moze biti bilo koji vremenski interval, a naj¢esce je godina dana. Pocetni iznos
naziva se glavnica te se obi¢no oznacava s C. Klasi¢ni primjeri duznickih odnosa su
$tednja u banci, razne vrste zajmova i kredita ili trzista vrijednosnih papira.

'Predavanje odrzano na 9. kongresu nastavnika matematike 2022. u Zagrebu

*Ivo Baras, Sveuciliste u Splitu, Sveucili$ni odjel za stru¢ne studije
*Renata Kozul Blazevski, Sveuciliste u Splitu, Sveucilisni odjel za stru¢ne studije
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Dekurzivan obracun znaci da se kamata obracunava (i pripisuje glavnici) na kra-
ju razdoblja ukamacivanja, i to s obzirom na iznos s pocetka razdoblja ukamacivanja.
Slozen obrac¢un kamata znaci da duznik plac¢a kamate na kamate”. Formula za slo-
zeno i dekurzivno ukamacivanje glavnice C, u trajanju od n € N osnovnih razdoblja
ukamacivanja glasi

c =c,|1+-L]|, (1)
100
a C je konacna vrijednost pocetnog iznosa C. Izraz r =1 +-2 naziva se kamatni

faktor, tako da se formula (1) moze zapisati i u obliku

C,=C,r". )

Obracun kamata u slucaju kada n ¢ N ovisi o tome kako je taj slucaj reguliran u
ugovoru. Ima situacija kad banka stedisi uskrati placanje kamata u slucaju da $tedisa
povuce ulozena sredstva prije isteka ugovorenog vremena, na primjer kod svojedob-
no popularnih ugovora o oroc¢enoj (vezanoj) stednji. U drugim situacijama $tedisi se
priznaje odredena kamata, ali nacini njenog obrac¢una u praksi mogu varirati.

3. Relativni (proporcionalni) kamatnjak

Razmotrimo slucaj kad je nominalno razdoblje 7, dulje od razdoblja ukamaci-
vanja n,. Izrazi li se oba razdoblja u istim vremenskim jedinicama, u praksi je omjer
n
m=— gotovo uvijek prirodan broj. Primjerice, ako je nominalno razdoblje godina,
n,
a ispodnominalno razdoblje ukamacivanja polugodiste, m = 2; ako je razdoblje uka-
macivanja kvartal, m = 4; a ako je mjesec, m = 12. Najjednostavniji na¢in obracuna
kamata u tom slucaju doima se najprirodnije: definira se relativni (proporcionalni)

kamatnjak kao p, = 2 Konatna vrijednost glavnice na kraju razdoblja ukamaciva-
m
nja n, u tom je slucaju

P,
100

_ p
B C°(1+ 100m)' (3)

Ako se postupak ukamacivanja ponovi m puta, zbog slozenog rac¢unanja kamata
konacna vrijednost glavnice bit ¢e

1+

Co

P\ p Y
C,|1+ =C,|1+—=—| . 4
0( 100) 0( IOOm) )
Iz binomne formule sada slijedi:
m m k
P, p p <[P p
C,|1+==| =C,|1+——| =C,|1+——|+C, ——| >C |1+
0( 100) "( IOOm) 0( 100) ng(k)(loo;n) 0 100)’(5)
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$to znaci da se za nominalno razdoblje n, = mn, sukcesivnom kapitalizacijom m puta
uz primjenu relativnog kamatnjaka dobiva veca kona¢na vrijednost nego jednokrat-
nim ukamacivanjem uz primjenu nominalnog kamatnjaka p u trajanju n,.

Iz matematicke analize poznato je kako je niz (1 +L) ,m€E N | strogo ra-
studi, te da je 100m

lim C,

m->o00

P Y
1+M) =C06100. (6)

Razlika C, 1+L -G, 1+L moze se tendenciozno interpretirati kao .ap-
100m 100

solutna pogreska” nastala zbog upotrebe relativnog kamatnjaka. S porastom m, ta
razlika biva sve veca, pa izrazi (5) i (6) daju njezinu gornju granicu:

k m P
_ P P 100 P
OE( )(100 ) C°(1+100m) C°(1+100)<C°e c(1+100)

© k © k
=¢,S— 2| -c |1+ L|=c,S—-L] . (7)
“ k11100 100 “ k11100
Krajnja (relativna pogreska” zbog toga je jednaka
p o k
P 1
Cow—cfis 2] S1(2
100) & k!\100
A ®
1+
“ (1+100) 100
i za razlicite vrijednosti nominalnog kamatnjaka p prikazana je grafom na Slici 1.
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Slika 1. Krajnja (relativna pogreska”

On pokazuje da u stabilnim vremenima, kada su nominalni kamatnjaci p mali,

k
ni razlika C E( )(L) koja nastaje nije velika i u praksi ju je lako zanemariti:

100
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to je razlog $to su proporcionalne kamatne stope jos uvijek prisutne u bankarskoj
praksi. Treba naglasiti da nema niceg nelogi¢nog, nezakonitog ni pogresnog u ta-
kvom ugovornom odnosu - pogresno je jedino ocekivati da ¢e se kombinacijom li-
nearnog i eksponencijalnog obracuna dobivati iste vrijednosti.

Ovo ne znaci da neke banke koje su se sluzile relativnim kamatnjakom to svoje-
vremeno nije iznenadilo, §to se moze vidjeti iz sljedeceg primjera.

APSURDNO, ALI ISTINITO

Kraca stednja,

veca zarada!

‘| ViSekratnim oroavanjem dinara na tri
mjeseca uz kamatnu stopu od 54 posto.

dana uz kamatnu stopu od 59 posto pa nakon isteka
te godine dobio ukupno 1,590,000 dinara!

- Nastavi li , tromjese&ar’" istu rabotu'i u narednoj
godini, na koncu  dvogodi$njeg roka ukupno’ ée

godisnje Stedisa dobiva znatno vecu kamatu
od one koju bi ,zaradio"” jem di-

sa 2,753.900 dinara, dok ¢e onajs miliju-

nara na godinu ili na dvije godine

ad su’ potetkom godine inaugurirane nove,
Kdassd rekordno visoke kamatne stope na
orofene dinarske uloge  stanovnistva,
nikome, pa ni tvorcima medubankarskog sporazu-
ma kojim su utvrdene nije u o&i upao presedan da
najveéu kamatu — protivno logici i ‘svim dosada-
$njim uzancama — banke sada plaéaju na uloge oro-
&ene na najkraéi rok — onaj od tri mjeseca.
Naizgledrnio je sve u redu jer na recene uloge
kamata se obradunava po godisnjoj stopi od 54 po-
sto, na dinare orogene godinu dana po stopi od 59,
a na uloge vezane dvije godine obradunava se kama-
ta po stopi od 62 posto godiSnje. Tako diferenci-
rana stopa naginjena je s oditim naumom da se po-
sebno stimulira oro¢ena Stednja na duZi rok. Me-
dutim, oni koji su utvrdivali kamatne stope zabo-
ravili su u pomoé prizvati aritmetiku (vjerujuéi
valjda da se u razlikama od pet, tri i osam poena
krije dovoljna rezerva) i na€inili neoprostivu gresku.
Naime, oroci li StediSa, pretpostavimo, milijun di-
nara na tri mjeseca, nakon isteka toga roka imat ée
1,135.000 dinara (glavnica plus &etvrtina godisnje
kamate obratunate po stopi od 54 posto). Ako sve
dobivene pare ponovno oroéi na jednaki rok, nakon
isteka toga drugog tromjeseéja raspolagat e sa
1,288.200 starih dinara. Nastavi li raditi isto, nakon

nom or im na 24 mjeseca ukupno inkasirati , sa-
mo" 2,240,000 dinara, Uz razliku 3to ¢e 620 tisuéa
(kamatu za prvih 12 mijeseci) dobiti ve¢ nakon prve
godine, a ostatak od 1,620.000 nakon isteka
dvogodisnjeg roka, Spomenuti , dvogodidnjak™ moze
dodule prvu kamatu oroditi na-godinu dana pa ée
nakon 24 mjeseca ukupno. raspolagati sa 2,605.800
dinara (1,620,000 plus 985.800 dinara), ali to bi
opet za plunih 148.100 dinara gmgu]n!o za inkasom

tr
Ubranim iznosom. najvise ¢e:mu se pribliZiti, nara-
vno, ako se posluzi jednakom igrom pa kamatu od
prve godine u drugoj orofava &etiriputa po tri mje-
seca. Tako ¢e do¢i do konatnog iznosa ' od
2,648.900 dinara makar ¢e u odnosu na ,tromjese-

< &ara od poetka” i u tom sludaju ostati kradi za

105.000 dinara.

Da bi itedisa orofavanjem dinara na tri mjeseca
dodao do spomenutih iznosa, mora se ‘ponesto i
potruditi — banku mu valja posjeivati &etiri puta
godisnie, i to uvijek u vrijeme isteka prethodnog ro-
ka. Jer ve¢ zakasnjenje od po nekoliko dana zbog vi-
soke ée kamatne stope znadajno umanijiti njegov ko-
naéni konto.

Na koncu dodajmo jo$ i zanimljivost da nevjero-
jatno velik - broj. §tedisa hrli na bankovne 3altere
u uvjerenju da ¢e im se oro¢eni ulog za tri mjese-
ca povecati za punih 54 posto. Brkaju dakle ljudi
kamatu s godiSnjom kamatnom stopom koja je
zapravo odnos izmedu glavnice i kamata. No valjda
smo dokazali da.i Eetvrtinom ofekivanog kama»
tnog iznosa upornim ponavijanjem tromjeseénog

trecega tromjesetja raspolagat e sa 1,462.100 dina- it Ve :
ra, 5 na koneu godine Cak sa 1,659,500 dinara, To  sece sa s s 40 goleme godinje kamate od go
znati da ¢e za 69,500 dinara biti huwmn od 3te- ¥

Slika 2. Clanak Slobodne Dalmacije od 24. sijecnja 1985

Izvor: Arhiva Slobodne Dalmacije

Primjer 1. Predavajudi poslovnu matematiku, matematicari obi¢no imaju pro-
blema s nalazenjem dovoljno jednostavnih, a ilustrativnih primjera iz zivota”. Evo
jednog takvog dobro dokumentiranog primjera. U bankovnom poslovanju u SFR]
sve do druge polovine 1980-ih bilo je uobicajeno relativno obracunavanje kamata:
ako je nominalni godi$nji kamatnjak bio 12, relativni polugodisnji iznosio bi 6, re-
lativni kvartalni 3, a relativni mjese¢ni 1. Nastala razlika u kona¢nim vrijednostima
nije bila velika i u praksi ju je bilo lako zanemariti. Medutim, sredinom 80-ih godina
proslog stoljeca, zbog narasle inflacije, Udruzenje banaka SFR], u namjeri da $tedne
uloge zadrzi u bankama, gradanima je ponudilo visoke godi$nje kamatnjake od pre-
ko 54 posto za orocenu Stednju te moguénost da sredstva oroce i na kraca razdoblja,
od pola godine ili tri mjeseca. Preciznije, godi$nja kamata za kvartalno orocenje bila
je 54 posto, za godi$nje 59 posto, a dvogodisnje 62 posto. S obzirom na to da su zbog
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inflacije place bile milijunske, takvi su bili i $tedni ulozi, pa su spretni pojedinci brzo
uocili kako im se najvise isplati visekratno kvartalno orocenje.

Tako je u Slobodnoj Dalmaciji od 24. sije¢nja 1985. objavljen ¢lanak novinara S.
Paparelle. .Apsurdno, ali istinito: kraca $tednja, veca zarada” (Slika 2.), u kojemu se
opisuje kako bi ulog od 1 000 000 dinara uzastopno orocen cetiri puta kvartalno tije-
kom jedne godine imao konac¢nu vrijednost od 1 659 523.65 dinara, $to je bilo za 69
523.65 dinara vise od vrijednosti koja bi se dobila za jednokratno, godi$nje orocenje.
Ako bi se pak takvo kvartalno orocavanje nastavilo jo$ godinu dana, dobilo bi se ¢ak
514 018.75 dinara vise od svote dobivene za dvogodi$nje orocenje. Sam ¢lanak lijep je
primjer istrazivackog novinarstva, a ako se samostalno provjeri novinarova racunica,
vidi se da je matematicki uglavnom ispravna, uz napomenu da je iznose zaokruzivao
sukladno s tadasnjom bankarskom praksom.

Dok proziva .tvorce medubankarskog sporazuma” za neoprostivu gresku” i za-
jedljivo komentira «rabotu tromjesecara’, novinar ipak ne uocava da je stvarni kori-
jen «apsurda” u srazu dvaju koncepata: kamatnjak se racunao kao kod jednostavnog
obracuna kamata (linearno), a ukamacivanje je bilo slozeno (eksponencijalno). U
njegovu obranu moramo reci: jo§ manje je toga bila svjesna svita ekonomskih i ban-
karskih stru¢njaka koja to nije predvidjela. Ukazujuci na pojavu, novinar je proni-
knuo u srz jednog od osnovnih ekonomskih koncepata - principa financijske ekviva-
lencije kapitala: zasto bi jednaki ulozi dvaju stedisa ulozeni na isto vrijeme imali bitno
razli¢ite tretmane? U narednim godinama, problem je rijesen postupnim prelaskom

bankarskog sustava SFR] na primjenu konformnog obra¢una kamata. -

4. Konformni kamatnjak

Uocivsi nezeljene pojave razlika u vrijednosti istog kapitala pri razli¢itim dina-
mikama kapitalizacije, ekonomisti su kao ideal istaknuli princip financijske ekviva-
lencije kapitala. Prema principu ekvivalencije kapitala, vrijednosti kapitala u odre-
denom trenutku i vrijednosti kapitala u nekom budu¢em trenutku su ekvivalentne
ako je kapitalizirana vrijednost prvog kapitala za promatrano vremensko razdoblje
jednaka vrijednosti drugog kapitala, uz pretpostavku da je kamatna stopa fiksna, a
kapitalizacija slozena (Sego, 2005.).

Kako bi se postivao taj princip i ujednacile kona¢ne vrijednosti za razlicite di-
namike kapitalizacije, uvodi se konformni kamatnjak p,, koji se racuna iz uvjeta da
je konacna vrijednost glavnice na kraju nominalnog razdoblja dobivena njegovom

n
sukcesivnom primjenom m=— & N puta jednaka kona¢noj vrijednosti glavnice uz
n

2
jednokratnu primjenu nominalnog kamatnjaka:

1+p—k) =c0(1+ P ) 9)
100

C —_
0 100
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Iz izraza (8) dobije se da je konformni kamatnjak

p

1
— 1
P =100 (Hﬁ -1 =100(rm —1). (10)

Jasno je da konformni kamatnjak daje istu konac¢nu vrijednost u slucaju ispod-
nominalne, kao i iznadnominalne kapitalizacije, te da ova formula ima smisla za pro-
izvoljan m > 0. Nadalje, primjena slozenog, dekurzivnog i konformnog racunanja
kamata omogucava poopcavanje osnovne formule kamatnog racuna dane izrazom
(3) definiranjem funkcije

t—a
C(t)=C0(l+%) =C,r'™, (11)

gdje je C (t) vrijednost glavnice C uloZene u trenutku f = a, u svakom trenutku t = a .

Ocito je i da konformno ra¢unanje kamata zadovoljava princip financijske ekvi-
valencije kapitala: za ¢ € {(a,b) vrijedi C(b)=Cyr"* =Cyrr"* =C(c)r" .

5. Neprekidno ukamacivanje

Udzbenici financijske matematike na ovome mjestu obi¢no spominju formulu
za neprekidno ukamacivanje. .Ukamacivanje je neprekidno (kontinuirano) ako iz-
medu dva obrac¢una kamata i njihovog pribrajanja kapitalu nema vremenskog dis-
kontinuiteta” (Sego, Luka¢, 2011.) Formulu za neprekidno ukamacivanje dobije se
reinterpretacijom izraza (6): skrac¢ivanjem razdoblja kapitalizacije uz primjenu pro-
porcionalnog kamatnjaka te prelaskom na grani¢nu vrijednost ostvaruje se ,,stalno*
ukamacivanje, a konacna vrijednost glavnice C, po isteku nominalnog razdoblja ka-

4

pitalizacije iznosi Cje!® .

Isti udzbenici nadalje navode da neprekidno ukamacdivanje predstavlja model
povecanja resursa u prirodi (npr. rast koli¢ine drvne mase u nekoj $umi, povecanje
sto¢nog fonda, populacije zeceva i slicno). Prema tom modelu, kod ,,prirodnog” uka-
macivanja kamate se pripisuju glavnici neprestano, uz koristenje relativnog kamat-
njaka.

Ako je u nekom trenutku ¢ = a stanje resursa C, uz neprekidno ukamacivanje
(t-a)p
bi u trenutku ¢ = a ukupna koli¢ina resursa iznosila C(t)= Cye ' . Zanominalni
kamatnjak p kaze se da predstavlja «prosjecni prirast” ili “stopu trenutnog prirasta na
razini polaznog razdoblja”.

Ovaj model je kontroverzan, i to ne samo zbog dvojbene terminologije i poten-
cijalno problemati¢nog koristenja relativnog kamatnjaka.
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(t=a)p
Deriviranjem funkcije C(t)=C,e ' uolava se da je ona rjesenje inicijalnog
1 p
C'(t)=——Cl(t
()=L-c()
C(a)=C,

dinamike, koja predstavlja vrlo grub model (realno, ni jedna $uma ne raste na ta-
kav nacin). Sumari i biolozi imaju svoje diferencijalne jednadZbe, statisticke modele
i formule koje su slozenije i primjerenije (npr. Chapman - Richardsov ili Schnuteov
model rasta).

problema , za diferencijalnu jednadzbu jednostavne populacijske

Uostalom, i konformno ukamacivanje mozemo shvatiti kao neprekidno buduéi
da proizvoljno smanjivanje razdoblja ispodnominalne kapitalizacije pri ucestalom
kapitaliziranju ne mijenja kona¢nu vrijednost svote.

p t—a
100 —
(1=a)p 100| e 1

Kona¢no, zbog C(t) =Ce ' =C,|1+ , formula za nepre-

100

kidno ukamacivanje ispostavlja se kao specijalan sluc¢aj formule (11) uz pripadni

P
konformni kamatnjak 100] e!® —1).

6. Varijabilni kamatnjak

Sve tri opisane metode racunanja kamata imaju svojih ogranicenja, a osnovno
je da se u svakom pretpostavlja kako je nominalna kamatna stopa p konstantna. No.
ona moze biti podlozna promjenama, i to vrlo brzim. Primjerice EURIBOR (EURo
InterBank Offered Rate) je indeks kamatnih stopa prihvacenih za medusobno zadu-
zivanje banaka u EU, koji se mijenja na dnevnoj bazi. Ako je kredit ugovoren s pro-
mjenjivim kamatnjakom, izracun tog promjenjivog kamatnjaka vezan je i uz kretanje
EURIBOR-a. Slika 3. prikazuje kretanje EURIBOR-a u posljednjih dvadesetak godina.

; :
il '
L :
N LA .

VW 1/
e/
V2
SN

g N/

S = N W A U & N ®

1995 2000 2005 2010 2015 2020

Slika 3. Kretanje EUROIBOR-a u razdoblju od 1995. do 2022. godine

Izvor: European Central Bank - Statistical Data Warehouse
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Otito je kako formula (11) za konformno dekurzivno i slozeno racunanje ka-
mata ima potencijala za poopcavanje na slucaj vremenski promjenjivog nomi-
nalnog kamatnjaka p(t). Neka je dakle glavnica C, uloena u trenutku t=a.

t
Pripadni kamatni faktor je r(t) =1+%. Kako bi se odredila kapitalizirana vri-

jednost C(t) za neko t=a uz primjenu konformnog kamatnjaka, segment [a,t]
podijeli se na m ekvidistantnih podsegmenata [tk_l,tk] $irina h=t_—a, gdje
je t,=a+kh i k=12,...,m. Priblizna vrijednost glavnice u trenutku nt iznosi
Cor(t0 )hr(tl )hr(t2 )h...r(tm_l )h , a stvarna vrijednost dobije se racunanjem gra-

ni¢ne vrijednosti kada , C(t)=lim Cor(t0 )h r(t1 )h r(t2 )h ...r(tm_1 )h . Bududi da je

r(t0 )h r(tl )h ...r(tm_1 )h = eh[lm(%)ﬂm(t‘)+"'+lm(t’”’l)] , izraz u eksponentu je integralna
t

suma pa vrijedi limh [lnr (to ) +In r(t1 ) +...+Inr (tm_1 )] = [Inr(x)dx . Strogo ma-

tematicki, za konvergenciju te integralne sume dovoljno jeada funkcija p(t) bude

ogranicena, po dijelovima neprekidna i s vrijednostima iznad —100, a to je u praksi
uvijek slucaj. Zbog toga konacna vrijednost glavnice C; u trenutku ¢t =a iznosi

c(t)=c,

Odmabh se vidi da je formula (12) poopéenje formule (11) ako je kamatnjak fik-
sni, tj. p(t)= p=const iz formule (12) slijedi formula (11):

t Inr(x)dx
e{ . (12)

Llnr( )d L]ﬂﬁld ln1+L‘d (—a)nf1+ 2
C(t)=COe‘f‘ o =Coe{ ( 100) ’ =C,e ( 100 f * =C,e ' (1+100) _
P t—a —a
N L) R 3
100

Neka je c € <a,b>. S obzirom na to da je formula (12) izvedena uz primjenu
konformnog kamatnjaka, viSekratna kapitalizacija ne bi trebala utjecati na kona¢nu
vrijednost glavnice, $to se moze i provjeriti:

b
flnr(x)dx
o€’

( Inr(x)dx+ ( Inr(x)dx
c(b)=¢ C e{ d

0

3 b b
flnr(x)dx flnr(x)dx flnr(x)dx
Coe a e e .

=C(c)

Prema tome, formula (12) zaista je u skladu s principom financijske ekvivalen-
cije kapitala.

Buduéi da o¢ito vrijedi C'(t)=C(t)Inr(t), funkcija C(t) moze se interpreti-
c'(t)=c(t)nr(t)

. Ovo je korisno znati s
C(a)=C,

rati kao rjesenje inicijalnog problema {
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t
obzirom na to da integral [Inr(x)dx nije uvijek jednostavno (ni mogude) izratu-
a

nati. U tom slucaju jedna je od opcija trazenje dovoljno dobrog pribliznog rjeSenja
pripadnog pocetnog problema odgovaraju¢om numerickom metodom.
Matematicka formulacija omoguc¢ava nam da postavimo i logi¢no pitanje: $to bi
bilo kad bi kamatna stopa bila negativna? Teoretski, i ovo je zamislivo: umjesto da ban-
ka isplac¢uje kamatu $tedisi, $tedisa placa naknadu banci za ¢uvanje svog novca i time
se njegova glavnica smanjuje. U praksi, ovo se takoder dogada u razdobljima dubokih
ekonomskih recesija (pogledati Sliku 3.). Posljednja ograda, kako bi formula (12) jo$
funkcionirala, bila bi da je p(t)>—100. No slu¢aj p(t)=—100 realno bi opisivao
situaciju kad vam banka zaplijeni ulog, nakon ¢ega i samo ukamacivanje prestaje.

Primjena formule (12) u razli¢itim situacijama ilustrirana je na primjerima koji
slijede. Numericki izracuni i grafovi u tim primjerima radeni su kori$tenjem pro-
gramskog paketa MATLAB.

Primjer 2. Ulog od C;, =10000 novcanih jedinica kapitaliziran je uz konfor-
mno, slozeno i dekurzivno ukamaéivanje i nominalni varijabilni kamatnjak p(t).
Skicirajte grafove funkcija p(t) i C(t) ako je:

4t+8, za 0=t<1
a) t€[0,4], p(t)=1 t*, za 1<t<2
40—8t, za2<t<4
b) t€[0,3], p(t)=30+2(t+2)" cos(2t+1)
o t€lo,6], p(t)=5—4t+3t>—0.5t
Rjesenja. a) Slika 4. prikazuje graf funkcije p(t) na segmentu [0,4].

Pripadni varijabilni kamatni faktor je

4t+8 t+27
1+——=—""—,za 0=t<1
100 25
2 t2+100
r(t)= 1+——= , za 1=st<2
100 100
40—8t 35-2t
1+ = , Za2<t=<4
100
Rjesavanjem neodredenih integrala
t+27 +27
f1In dt = (parcijalna integracija) = ... = (t +27)In —t+C,
25 25
10t 19 4~ (parcijalna integracia) =... = 1n| % |4 20aretg - +.C
n = (parcijalna integracija) =...=tIn arctg —+C,
100 parey srac 100¢” 10
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35—2t 35 35—2t
f1In Y dt = (parcijalna integracija)=...=(t——)ln( 55

te uvritavanjem u formulu (11) dobije se funkcija C(t) &iji je graf prikazan na Slici 5.

-10°
25 T T T T T T T 1.6

IN)
=]
T
!
n
T

kamatnjak p(t)
G
T
L

:

kona¢na vrijednost C(t)

o
T
!

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 1 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4

Slika 4. Graf funkcije p(t) iz primjera 4. a) ~ Slika 5. Graf funkcije C(t) iz primjera 4.a)

b) Na Slici 6. prikazan je graf funkcije p(t) na segmentu [0,3]. U ovom
t
primjeru integriranje funkcije ln|:l+%:| vie nije jednostavno kao u primjeru

pod a). Umjesto toga moze se odrediti priblizno rjesenje diferencijalne jednadzbe

()= ()inf 1428

100
nju toga pocetnog problema najjednostavnije je koristiti Eulerovu metodu. Medutim,
zbog njene nestabilnosti i spore konvergencije odabrana je metoda Runge - Kutta
cetvrtog reda (RK4). U obje metode, segment na kojem se trazi rjeSenje dijeli se na
n ekvidistantnih podsegmenata, u rubovima kojih se racunaju priblizne vrijednosti
funkcije C(t) sve dok se ne postigne zadovoljavajuéa to¢nost: aproksimacija rjesenja

je linearni interpolacijski spline kroz rubne tocke. Na Slici 7. prikazan je graf aprok-
simacije rjeSenja za n=20.

, uz pocetni uvjet C(0)=10000. Pri pribliznom rjesava-

-10'
80 T T T

[N
IS

= n
% ) )
T T T
! ! !

kamatnjak p(t)
B
T
L

konacna vrijednost C(t)

=
'S

T
!

=
o

T
L

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Slika 6. Graf funkcije p(t) iz primjera 4. b)  Slika 7. Graf funkcije C(t) iz primjera 4. b)

=
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¢) Graf funkcije p(t) na segmentu [0,6] prikazan je na Slici 8. Sli¢no kao u
primjeru 4.b) koristenjem RK4 odredi se priblizno rjeSenje diferencijalne jednadzbe

100

graf aproksimacije rjeSenja za n=>50.

C'(t)=C(t)ln , uz pocetni uvjet €(0)=10000. Na Slici 9. prikazan je

|
-10°

10 T T T T T 1.25 T T T T T

kamatnjak p(t)
5
T

kona¢na vrijednost C(t)

-20 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

3
vrijeme t vrijeme t

Slika 8. Graf funkcije p(t) iz primjera 4.c) Slika 9. Graf funkcije C(t) iz primjera 4.c)

7. Zaklju€éak

Ovim radom tek je nacet skup tema i smjerova u kojima bi se mogla nastaviti za-
poceta razmatranja, ovisno o masti, volji i slobodnom vremenu. Primjerice, prilikom
izvoda formule (12) kao generalizacije formule (11), uopce nije «pokrivena” situacija
u kojoj bi iznos koji se ukamacuje takoder bio varijabilan ili kombinacija diskretnog i
kontinuiranog slucaja, nisu obradeni inflatorni utjecaji, razradene jednostavnije me-
tode za brzo ra¢unanje aproksimacija i slicno. O tome nekom drugom zgodom.
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