RAZNI DOKAZI HERONOVE FORMULE...

Razni dokazi Heronove
formule za povrsinu trokuta

DANIELA ZUBOVIC!, SEFKET ARSLANAGIC?

Za izracunavanje povrsine trokuta kada su poznate duljine svih njegovih strani-
ca prikladno je koristiti se Heronovom formulom koja je dobila ime po starogrckom
matematicaru i izumitelju iz 1. stolje¢a — Heronu.

Ako su a, b i c duljine stranica trokuta AABC, tada se povrsina toga trokuta ra-
¢una pomocu formule

P =\/s(s—a)(s—b)(s—c) ,

+b+
gdje je s= % , fj. s je poluopseg trokuta AABC.

Heron je razmatrao trokute cije su duljine stranica a=13, b=14, c=15 i
a=5,b=12, ¢=13. Primjecujemo da su kod ova dva trokuta duljine stranica cijeli
brojevi, ali su i mjerni brojevi povrsina ovih trokuta takoder cijeli brojevi (povrsina
prvog trokuta je 84, a drugog 30). Trokuti kod kojih su duljine stanica i mjerni brojevi
njihovih povrsina cijeli brojevi nazivaju se Heronovi trokuti.

U ovom ¢lanku dat ¢emo nekoliko dokaza vazne i zanimljive Heronove formule.

Dokaz 1. Ovaj dokaz uglavnom se nalazi u svim udzbenicima matematike za
srednje $kole. Imamo

ch
P=—r. (1)
C
b a
he
i -5 Slika 1.

c
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Poucak 92

Odredimo visinu h_ ovoga trokuta. Iz pravokutih trokuta AACD i ABCD ima-
mo (Slika 1.)

W =b—x*, h*=a’—(c—x),

odakle je
bz—x2=a2—(c—x)2,
odnosno
b+’ —a
X=—
2¢
Dalje je
2, 2 2 2,2 2
W= =2 = (b4 x)(b—x)=| b4 LT )(b—b teza )
2c 2c
_2bc+bz+cz—a2 2bc—b2—c2+a2_ 1 2, ) 2
= > : > —E[(b+c) —a ]-[a —(b—¢) ]

=4—i2(b+c+a)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c).

Oznac¢imoli a+b+c s 2s,tj.a+b+c=2s,iako ovojjednakostidodamo —2a , dobi-
vamo b+c—a=2(s—a). Sli¢no dobivamo a+c—b=2(s—b) i a+b—c=2(s—¢)
paje

c

h’ =ﬁZs-Z(s—a)-Z(s—b)Q(s—c)=;izs(s—a)(s—b)(s—c)

h, =%\/s(s—a)(s—b)(s—c) .

Sadajeiz (1)

P =%ch€ =\/s(s—a)(s—b)(s—c) .

Dokaz 2. Ovaj se dokaz koristi trigonometrijom. Imamo:
1 1
P=5absiny=5ab\/1—c052y. (2)

Zbog 0° <y <180’ izraz pod korijenom u (2) je pozitivan. Iz teorema o kosinusima

imamo:
2 2 2
a +b"—c

=T

Sada iz (2) slijedi

1 1
P =E\/a2b2 —a’b’ cos’ y =E\/a2b2 —(

3)

2
a*+b* —¢?
5 .
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Transformirat ¢emo izraz ispod korijena:

2 a’+b’—¢ 2_ ab_a2+b2—c2
2 2

ab+

a>+b* —¢?
2

:i[(Zab—az —b2)+cz][(2ab+a2 +b2)—c2]

=i[c2—(a—b)2:|[(a+b)2—c2:|
=i(c—a+b)(c+a—b)(a+b—c)(a+b+c).

Uzimajuc¢idaje 2s=a+b+c, 2s—2a=b+c—a, 2s—2b=a+c—b, 2s—2c=a+b—c,
dobivamo: A

azbz—($) =4s(s—a)(s—b)(s—c).
Sada iz (3) imamo:

P =\/s(s—a)(s—b)(s—c) .

Dokaz 3. I u ovom se dokazu koristimo trigonometrijom. Prema teoremu o
kosinusima je
2 2 2
a”=b"+c" —2bccosa,

t.
b* +c* —a?
cosqg=——mm". (4)
2bc
Iz formule
1,
P=—bcsina
2
imamo:
sinag=—-. 5
be (5)

Ako (4) i (5) uvrstimo u trigonometrijsku jednakost sin” @+ cos” @ =1, dobivamo:
2
2PV (b +-a
| ] =1
bc 2bc

. 4b*c? —(b2 +c* —a2)2 3 [(b'*‘c)z _az]'[az _(b_c)z}
b= 16 B 16

_a+b+c b+c—a atc—b a+b—c

2 2 2 2
=s(s—a)(s=b)(s—c),

odakle je:

| 25
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tj.

P =\/s(s—a)(s—b)(s—c) .

Dokaz 4. Sada ¢emo Heronovu formulu dokazati preko geometrije. Sa Slike 2.
vidimo da je:

|AM|=|AP|=x,
[By|=|BN]= .
|cP|=|CN|=2,
|BP|=|BR|=m,
|CR|=|cqQ|=n.

A x c M y B m p
Slika 2.

Prapc = Paacr t Prapr — Pager

br, cr, ara:b+c—a.

P = = r. 6
AABC 2 2 2 2 a ( )

b+c—
Iz a+b+c=2s je b+c—a=2(s—a) tj. s—a= S

, pa iz (6) imamo

P=P,,,.=r,(s—a), (7)
gdje je r polumjer kruZnice izvana pripisane trokutu AABC (kao na Slici 2.).
Dalje imamo |[AM|=|AP|=x, |BM|=|BN|=y,|CP|=|CN|=z paje
2x+2y+2z=12s
ili
x+y+z=s,
y=s— (x + z) ,
y=s—b. (8)
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Kako je

|AB|+|BP|+|AC|+|CR| = 25
odnosno

|AB|+|BP|+|AC|+|CQ| =25,
tj.

|AP|+|AQ|=2s,

ili, zbog |AP| =|AQ| je |AP|=|AQ|=s,kao i |BP|=|AP|—|AB], .

m=s—c. 9)
Ocigledno je AIBM ~ AI'BP, odakle je |IM|:|BM|=|BP|:|I’P|, riy=m:r, tj.
rr, = ym, a zbog (7), (8)1i(9), te r=£ ir, = P je:
s s—a
B2 (s-p)(s-0)
s s—a
ili
P2 =5s(s—a)(s=b)(s—c)
i najzad

P= \/s(s—a)(s—b)(s—c) .

Dokaz 5. Za ovaj ¢emo se dokaz koristiti vektorima. Prema Slici 3. je
P =l‘(ﬁ XI;)‘ , a odavde je
2 2 =orlP =R lEP 2 (=1
4P =‘a><b‘ =d| ‘b‘ sin é(a,b),
tj.
] 4P* =’ (1-cos® £ (a-b)). (10)

Slika 3.

No, kako je zbog i-b=¢c,
‘5—5‘2 =a2—2‘d-5‘+b2 =|c7,
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odakle je

to proizilazi iz (10):

2,12 2 2432 2
4P2=a2b2—l(a2+b2—62)2= ab+2 T ) ab—"~ AL )
4 2 2
2 2 2 (- 1)?
=(a+b2) ¢ c (Z b) =i(a+b+c)(a+b—c)(c+a—b)(c+b—a).

a+b+c

Stavimo li da je s= , nakon transformacija dobivamo

p =\/s(s—a)(s—b)(s—c) .

Dokaz 6. Uvrste li se u adicijski teorem za kotangens tri sumanda

ctgx-ctgy-ctgz—ctgx—ctgy—ctgz

ctg(x+y+z)= (11)

ctgx-ctgy+ctgy-ctgz+ctgz-ctgx—1

polovine kuteva a, 3, y nekog trokuta, lijeva strana od (11) bit ¢e jednaka nuli, tako
da vrijedi

a B a B v
tg—+ctg—+ctg—=ctg—ctg—ctg—. 12
ng ng ng ngcgzcgz (12)
Zbog
a s—a B s—b y s—c
tg—= , ctg—= , ctg—=—, 13
Cg2 ng r Cg2 r (13)

gdje je r polumjer upisane kruznice, a s poluzbroj stranica (Slika 4.), iz (12) i (13)
slijedi:

+
r r r r r

s—a s—b+s—c _ 35—(a+b+c) _S_ (s—a)(s;b)(s—c) ‘ (14)
r

Slika 4

Iz (14) je sada:
s’ =(s—a)(s=b)(s—c)
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ili

st =s(s—a)(s=b)(s—c). (15)
Kako je P =sr,to iz (15) dobivamo:

P*=s(s—a)(s=b)(s—c)

ili

P =\/s(s—a)(s—b)(s—c) .

Dokaz 7. Slijedi jo$ jedan planimetrijski dokaz. Kako je tocka I centar upisa-
ne kruznice trokuta AABC, tada je |IM| = |IN| =7, |AM| =s—a, CN| =s—c. Ako je
|C1A| = |AC| =b, BC2| = |CB| =g, tadaje |C1C2| =25, a ako je tocka Q srediste duzine
CC, ,tadaje [C,Q|=s,|AQ|=s—b. Uzto je |4ATQ|=|AIAM|=% jerje AI LAT i
|4QC1T|=|4ICN|=§ (Slika 5.).

Trokuti ACAC, i ACBC, su jednakokracni pa su simetrale stranica C_C1 i CC,
istodobno i simetrale kutova ZC,AC i ZCBC,.

Slika 5

Stoga se tocka T, centar opisane kruznice trokuta ACC,C,, nalazi u presjeku
simetrala dvaju vanjskih kutova trokuta AABC, ali to¢ka T nalazi se i na simetrali
unutrasnjeg kuta u vrhu C.

Iz sli¢nih trokuta AQAT i AAMI je:
(s—b):|QT| =r:(s—a),
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a iz slicnih trokuta AQC,T i ACNI :

|QT|:5=r:(s—c).
Mnozenjem zadnjih dviju jednakosti dobivamo:
s—b :

s G=a)(s—0)
r’s=(s—a)(s=b)(s—c).

Kada obje strane prethodne jednakosti pomnozimo sa s, a uzimajuci u obzir da je
rs = P, dobivamo:

a odavde

P= \/s(s—a)(s—b)(s—c).

Dokaz 8. Imamo poznate formule iz trigonometrije:

a r
tg—= , 16
8=, (16)
P=rs, (17)
|
P=Ebcs1na. (18)
Sada iz (16), (17) i (18) imamo:
@ besin® cos?
sin 5 . p besina csin 5 cos 5

tg5= cosg B s—a B s(s—a) B 2s(s—a) B s(s—a)

Odavde neposredno dobivamo:

a s(s—a)

cos ==
) sin®- = 1—coszﬁ=\/bc‘5b(cs‘“)=\/bc-5(s—bac)+bs—bs

Y . . a . a . . a a .
Uvrstavanjem izraza za sin—-1 cos—u formulu sina = 231n5cosz dobivamo:

sina=é\/s(s—a)(s—b)(s—c) . (19)
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Iz (18) i (19) sada slijedi Heronova formula:

p =\/s(s—a)(s—b)(s—c) .

atb+c
Napomena: Pokazuje se da se Heronova formula, uzimaju¢i da je s=———,

moze napisati u obliku: 2

P=i\/(a2 +b? +c2)2—2(a4+b4+c4) .

Analizirajuci svih osam danih dokaza, mozemo re¢i da su zanimljivi i da iziskuju
opsezno znanje iz geometrije i trigonometrije. Smatramo da je u tome i vrijednost
ovih dokaza pa ih preporu¢amo nastavnicima u radu sa svojim ucenicima koji poka-
zuju vedi interes za matematiku.
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