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Descartesov list

Ogledna lekcija za ilustraciju kombiniranog kvalitativno-analiticko-
-numeri¢kog pristupa rieSavanju problema uz pomo¢ softvera

Boris CULINAY, SIMUN ZLOPA$A2, IvicA CULINA3

Sazetak. U ¢lanku su na primjeru jedne lekcije o Descartesovu listu, namijenjene
ucenicima srednjih $kola, ilustrirane mogucnosti koje u pouci i usvajanju matema-
tike pruza kombinirani kvalitativno-analiticko-numericki pristup problemima. Za
softversku podrsku koristen je matematicki program SageMath. Ukratko je obrazlo-
zeno zasto je to danas najbolji izbor za matematicki softver koji omogucuje prirodno
zajednicko razvijanje i programskih i matematickih vjestina ucenika.

1. Uvod

U ¢lanku [1] je upozoreno na jednu karakteristiku naseg sustava poucavanja ma-
tematike, prije svega srednjoskolaca, koja moze imati znacajne negativne posljedice
za matematicki razvoj ucenika, a to je da je sustav gotovo u potpunosti zasnovan
na analitickom pristupu rjesavanja problema, dok je zanemaren kvalitativni i nu-
mericki pristup. Time se uc¢eniku ogranicava pristup rjesavanju problema i ograni-
¢ava mu se raspon problema koje moze rijesiti. Gledano konceptualno, ucenik ne
razvija kvalitativan nacin razmisljanja i ne usvaja bitne ideje numericke matematike.
Ispravnom kombinacijom kvalitativnog, analiti¢ckog i numerickog pristupa ucenik se
osposobljava za rjesavanje daleko Sireg skupa problema, razvija nove bitne elemente
matematickog nacina razmisljanja i prikladno se priprema za stvarnu upotrebu ma-
tematike u svojoj buducoj struci.

Dana$nji matematicki softver omogucava da se navedeni kombinirani pristup
ucinkovito prilagodi $irokom rasponu problema. Zbog toga, ali i iz mnogih drugih
razloga, u danasnje «informaticko” vrijeme vrlo je vazno uvesti odgovarajuéi softver
u matematicko obrazovanje. Ovdje se ne radi o softveru za u¢enje matematike (kakav
je na primjer danas popularni Photomath) s ¢ijim uvodenjem u obrazovanje treba
biti vrlo oprezan, nego o softveru koji je pomagalo u nau¢enim matematickim aktiv-
nostima. Isto kao $to, na primjer, Word ne moze nauciti ¢ovjeka pisati, ali mu moze
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pomodi u pisanju, tako ni namjena ovog softvera nije da nauci nekoga matematiku,
ve¢ da mu pomogne raditi matematiku. Takvom tipu softvera pripadaju, na primjer,
Mathematica, Matlab i Maple, koje koriste matematicari, inZenjeri i mnoge druge
struke u svom profesionalnom radu. Medutim, taj je softver skup i treba potrositi
dosta vremena da ga se svlada. S druge strane imamo jednostavan i dostupan mate-
maticki softver, na primjer GeoGebru ili Desmos, ali koji je ipak ograni¢enog dosega.

Sre¢om, danas smo u idealnoj situaciji u izboru odgovaraju¢eg matematickog
softvera koji bi trebalo uvesti u skole. To je SageMath. On je slobodan open-source
(dakle ne samo da je besplatan, ve¢ mu se moze zaviriti i u kod) softver koji je jed-
nako mocan poput komercijalnih matematickih softvera, a koji odrzava i naveliko
koristi matematicka zajednica ve¢ gotovo dvadeset godina. Polozaj SageMatha unu-
tar matematickih softvera gotovo je identi¢an polozaju programskog jezika Python
unutar programskih jezika. Kao $to je Python besplatan univerzalan programski jezik
s velikom zajednicom koja ga podrzava, jednako pogodan za programiranje u skoli
i programiranje u bilo kojoj profesiji, takav je i SageMath unutar matematickih sof-
tvera. Stovise, SageMath je dodatak na Python, prilagoden za matematicke probleme,
tako da u SageMath imamo, pored njegovih specificnosti, na raspolaganju i komple-
tan Python. Zbog svega navedenog smatramo da je upravo SageMath idealan izbor
za matematicki softver koji omogucuje prirodno zajednicko razvijanje i programskih
i matemati¢kih vjestina ucenika. Clanak [2] sadrzi kratak uvod u SageMath, kratki
uvodni vodi¢ moze se naci na linku [3], a «sve” o SageMath mozete naci na njegovoj
stranici https://www.sagemath.org/.

Nize je dana jedna lekcija namijenjena ucenicima koja ilustrira mogu¢nosti koje
otvara kombinirani pristup problemima. U fusnotama su dane napomene za nastav-
nika. U lekciji, kvalitativna analiza Descartesovih listova, koju nam omogucuje Sa-
geMath sa svojim grafickim mogucnostima, sugerira neka njihova svojstva koja mo-
zemo pokusati analiticki dokazati. Naredbe SageMatha nisu diskutirane jer bi lekcija
bila preduga, ve¢ se pretpostavlja da su one ucenicima poznate. Ako nisu, tada ova
lekcija moze posluziti kao motivacija za izuc¢avanje grafickih naredbi SageMatha. U
samoj lekciji numerika je sakrivena u SageMath naredbama (kako to obi¢no biva s
matematickim softverom), no i to moze biti motivacija za izu¢avanje numerickih po-
stupaka, pogotovo zato $to SageMath omogucava da se pogleda kod na kojemu se iz-
vr$avaju njegove naredbe, a sam kod cesto je implementacija neke numericke metode.

2. Lekcija

Potrebno matematicko predznanje:
1. Kartezijev koordinatni sustav
2. centralna i osna simetrija

3. eksplicitne jednadzbe pravca

4. homotetija
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Potrebno softversko znanje:

Poznavanje nekog softvera (ovdje je to SageMath) u mjeri potrebnoj za crtanje krivu-
lja u koordinatnom sustavu.

Ishodi lekcije:

1. upoznavanje s jednom povijesno i estetski zanimljivom krivuljom - Descarteso-
vim listom

2. ispitivanje simetrija krivulje

ispitivanje slicnosti krivulja

4. upoznavanje s asimptotama krivulje

e

Descartesov list ne samo da je elegantna krivulja, kao $to ¢emo vidjeti, ve¢ ima i
zanimljivu povijest. Naime, u 17. stolje¢u u matematickom su svijetu bili uobic¢ajeni
intelektualni .dvoboji**. Jedan bi matematicar izazvao druge postavljanjem problema
za koje bi vjerovao da ih oni ne¢e modi rijesiti. Jedan takav dvoboj odvio se izme-
du velikih francuskih matematic¢ara Renea Descartesa i Pierrea de Fermata. Bio je
posebno zestok jer su, povijest je pokazala, obojica matematicara nezavisno otkrila
analiticku geometriju, ali su frcale iskre” oko toga tko ju je prvi otkrio i ¢iji je pristup
bolji. Descartes je bio posebno ponosan na svoju metodu odredivanja tangente® na
krivulju u zadanoj tocki. Buduci da je Fermat tvrdio da ima op¢u metodu odrediva-
nja tangenti, Descartes je smislio posebno kompliciranu krivulju, danas poznatu kao
Descartesov list, za koju je svojom metodom mogao naci tangentu u samo jednoj toc-
ki, i njome izazvao Fermata. Na njegovo veliko ¢udenje Fermat je nasao jednadzbu
tangente za bilo koju tocku na toj krivulji, pokazavsi tako da je njegova metoda puno
bolja od Descartesove. Treba napomenuti da je on tom metodom jedan od zacetnika
druge, mozda i najvaznije matematike, diferencijalnog i integralnog racuna, koji je
svoju punu snagu pokazao tek u radovima Isaca Newtona.

Descartesov list je krivulja koja u pravokutnom kartezijevom koordinatnom su-
stavu ima jednadzbu

x’+y’ —3axy =0,

gdje je a bilo koji broj razli¢it od nule (za a = 0, to je pravac y = —x). Tako je to u
stvari cijela familija, vidjet ¢emo, sli¢nih krivulja, za svaki a # 0 po jedna. Da bismo
stekli pocetno iskustvo o toj krivulji, najbolje je da je nacrtamo. No, ve¢ tu nam se
javlja problem. Naime, njena jednadzba u kartezijevom pravokutnom koordinatnom
sustavu toliko je komplicirana da nam je za zadani x tesko odrediti pripadni y.* Me-
dutim, uz pomo¢ softvera SageMath moci ¢emo dobiti kvalitativou sliku krivulje.
Posaljimo na izvrsenje sljedeci kod:

Mdvoboﬁma, ukljucujudi i dvoboj kojim pocinje ova lekcija, moZete procitati u [4].

*Na ovoj razini dovoljno je intuitivno objasnjenje tangente: tangenta na krivulju u danoj to¢ki krivulje je pravac koji

prolazi tom to¢kom i medu svim takvim pravcima najbolje aproksimira (prilijeze uz) krivulju.
*Ovdje se moze razviti diskusija kako uopée rijesiti jednadzbu treceg stupnja.
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var('x y')

a=1l; pl = implicit plot (x"3+y”"3-3*a*x*y==0, (x,-4,4), (y,-4,4), axes
= true, axes labels =['$x$','SyS'], frame = false); tl = text("a =
1", (1.8,1.8))

pl+tl

i dobit ¢emo Descartesov list za a = 1:

S}
w 4

Slika 1. Descartesov list za a = 1

Sljede¢i kod ¢e nam dati Descartove krivulje za tri izbora parametra a:

var('x y'")

a=1l; pl = implicit plot (x"3+y”"3-3*a*x*y==0, (x,-4,4), (y,-4,4), axes =
true, axes labels =['$x$','SyS'], frame = false); tl = text("a =
1", (1.8,1.8))

a=2; p2 = implicit plot (x"3+y”"3-3*a*x*y==0, (x,-4,4), (y,-4,4), axes =
true, axes labels =['$x$','SyS$'], frame = false, color = 'red'); t2 =
text ("a = 2", (3.4,3.4), color = 'red'")

a=-1; pml = implicit plot (x"3+y"3-3*a*x*y==0, (x,-4,4), (y,-4,4), axes =

true, axes labels =['$x$','Sy$'], frame = false, color = 'green'); tml
= text("a = -1",(-1.8,-1.8), color = 'green')
pl+tl+p2+t2+pml+tml’

’Ovdje se moze provesti diskusija koda, od toga $to pojedini dijelovi znace, do prijedloga za elegantnija rje$enja od
navedenog
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Slika 2. Razni Descartesovi listovi

Crtez koji nam je dao softver sugerira da su Descartesovi listovi osno simetri¢ni
u odnosu na pravac y = x. Kako to dokazati? Simetrija znaci da je krivulja invarijan-
tna na zrcalno preslikavanje po pravcu y = x, odnosno da se kod tog preslikavanja kri-
vulja preslika sama u sebe. Svaka se tocka, ako nije na pravcu y = x, preslika u drugu
tocku, ali skup tocaka ostaje isti. Kako vidjeti na jednadzbi krivulje F(x, y) = 0 da je
krivulja simetri¢na na neku transformaciju ravnine koja prebacuje tocku s koordina-
tama x i y u tocku s koordinatama x, i y,? Jednostavno moramo provjeriti i potvrditi
da ako tocka s koordinatama x i y zadovoljava jednadzbu, tada i tocka s koordinatama
x, 1y, zadovoljava jednadzbu. To mozemo utvrditi tako da izrazimo x i y pomocu x, i
ypx=x(x,y,)iy=y(x,y,),inapravimo tu zamjenu u jednadzbi F(x, y) = 0. Pri tome
¢e taj uvjet na x i y prijeci u uvjet na x, iy F(x(xl,yl),y(xl,y1 )) =0. Ako nakon
sredivanja dobijemo istu jednadzbu, F(x,, y,) = 0, tada je krivulja simetri¢na na ovu
transformaciju. U slu¢aju Descartesova lista i osne simetrije po pravcu y = x, ovo je
lako ispitati. Naime, zrcaljenje po pravcu y = x prebacuje to¢ku s koordinatama x iy u
tocku s koordinatama x, = y iy, = x. Uvrstimo li ovu zamjenu u jednadzbu

x’+y’ —3axy =0,
dobit ¢emo jednadzbu
yf +x13 —3ay,x, =0.
Jednostavnim premjestanjem clanova dobivamo pocetnu jednadzbu
X +y’ —3ax,y, =0.

Time smo dokazali da su svi Descartesovi listovi simetri¢ni u odnosu na sime-
tralu prvog i tre¢eg kvadranta.
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Slika 3. Osna simetrija Descartesovih listova

U kodu za generiranje Slike 2. izbrisali smo zadnju liniju i umjesto nje nadodali
sljedeci kod (koji opisuje pravac y = x i osigurava da se on nacrta):

s = implicit plot(y==x, (x,-4,4), (y,-4,4), axes = true, axes labels
=["'$x$"','$yS$S'], frame = false, color = 'black',linestyle = 'dashed')
pl+tl+p2+t2+pml+tml+s

Usporedimo Descartove listove zaa =11ia = 2:

Slika 4. Descartovi listovizaa=1ia=2

Crtez nam sugerira da Descartesov list s parametrom a = 2 moZemo dobiti preslika-
vanjem Descartesova lista s a = 1 koje je homotetija (.rastezanje”) s koeficijentom 2 u
odnosu na ishodiste. Podsjetimo se, homotetija u odnosu na tocku C s koeficijentom
a > 0 je preslikavanje koje svaku tocku a puta udalji od tocke C (za a < 1 to je pribli-
zavanje). Dokazimo da to vrijedi opcenito: da sve Descartesove listove za pozitivan a
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mozemo dobiti preslikavanjem Descartesova lista za a = 1 koje je homotetija s koefi-
cijentom a u odnosu na ishodiste. To ¢emo dokazati tako da provjerimo da ako x i y
zadovoljavaju jednadzbu Descartesova lista za a = 1,

X’ +y’=3xy=0,

tada koordinate homoteti¢no pridruzene tocke x, =ax i y, =ay zadovoljavaju jed-
nadzbu Descartesova lista za dani a:

xf +y13 —3ax,y, =0.
Pomnozimo li jednadzbu
x*+y’=3xy=0
s a® (a > 0), nakon malo sredivanja dobit ¢emo jednadzbu
(ax)3 + (ay)3 - 3a(ax)(ay) =0.
Uvedemo li nove varijable x, = ax iy, = ay, dobit ¢emo jednadzbu Descartesova lista

koji pripada parametru a:
X} +y; —3ax,y, =0.

Sto je s Descartesovim listovima za negativan a? Usporedimo Descartesove listo-
vezaa=1lia=-1:

Slika 5. Descartesovi listovizaa=1ia = -1

(Pokusajte otkriti kojom smo izmjenom koda s prethodnih slika dobili ovu sliku.)

Crtez sugerira da je Descartesov list za negativan a = —|a| osno simetri¢na slika po
pravcu y = —x Descartesova lista za pozitivan parametar |a| . Kao i u prethodnom pri-

mjeru, da bismo dokazali da je zaista tako, moramo pokazati da osno simetri¢no pre-
slikavanje po pravcu y= -x, zadano formulama x, = -y i y, = -x, «pretvara” jednadzbu

x3+y3—3|a|xy=0
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u jednadzbu
X} +y; —3ax,y, =0.

Pomnozit ¢emo jednadzbu
x+y —3|a|xy =0

s —1. Dobivenu jednadzbu mozemo napisati u obliku
(=)’ +(=y)" =3(~al)(=x)(=y) =0.
Uvedemo li zamjene x, =—y i y, =—x, dobit ¢emo jednadzbu Descartesova

lista za negativan parametar a = —|a| :
X +y; —3ax,y, =02

Tako smo pokazali da su svi Descartesovi listovi sli¢cni Descartesovu listu za
a = 1. Stovise, mogu se dobiti iz njega homotetijom u odnosu na ishodiste i eventual-
nom osnom simetrijom po pravcu y= -x.

Slika 1. i Slika 2. sugeriraju da za svaki Descartesov list postoji pravac kojem je
krivulja sve blize $to se vise udaljavamo od ishodista:

3_

3
Slika 6. Asimpota Descartesovog lista

(Kod za ovu i sljedecu sliku nalaze se na kraju ¢lanka.)

Takav pravac naziva se asimptota krivulje. Ta asimptota moze se odrediti meto-
dama diferencijalnog i integralnog racuna. No, mozemo je pogoditi i na elementar-
niji nacin. Neka je jednadzba tog pravca y =kx+/. Bududi da je lik simetri¢an na
pravac y = x, to trazena asimptota takoder mora biti simetri¢na u odnosu na taj pra-
vac, Dakle, ona je okomita na taj pravac pa je njezin koeficijent smjera k = -1. Tako
je jednadzba asimptote oblika y =—x +/. Da bismo odredili /, zamislimo pravac koji
je paralelan asimptoti i prolazi tockom na Descartesovu listu s koordinatama x, i y:

SAlternativno, na isti na¢in mozemo pokazati da su Descartesovi listovi sa suprotnim vrijednostima parametra me-
dusobno centralno simetri¢ni u odnosu na ishodiste. To se moze ostaviti ucenicima kao zadatak za vjezbu.
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Slika 7. Pomo¢ni pravac za otkrivanje jednadzbe asimptote

Jednadzba toga pravca je y=-—x +l(x1, )’1) , gdje smo u notaciji istaknuli da
koeficijent u jednadzbi ovisi o koordinatama x, i y, izabrane tocke na krivulji. Kako
budemo tu to¢ku udaljavali od ishodista, taj pravac ¢e biti sve blize asimptoti. To znaci

da ¢emo koeficijent / u njegovoj jednadzbi dobiti iz izraza za | (xl, )’1) kad «pustimo”

da tocka s koordinatama x, i y, ide po krivulji «u beskona¢no”. Eksplicitna jednadzba
pravca zadanog smjerom i jedne tocke, y - y, = k(x - x,), dat ¢e nam traZenu ovisnost
l(x1 . ) . Uvrstavanjem k = -1 i prebacivanjem ¢lanova dobit ¢emo da je y = —x + x, +
+»,. Usporedba s y=—x+ l(x1>)’1) daje nam traZenu ovisnost: l(x1>)’1) =x,ty,.
Da utvrdimo kojoj se vrijednosti taj izraz priblizava kad se udaljavamo po krivulji od
ishodista (bilo u drugom ili u Cetvrtom kvadrantu), iskoristit cemo da x, i y, zadovo-

ljavaju jednadzbu Descartesova lista:
X +y —3ax,y, =0

Ovo mozemo, po formuli za zbroj kubova, napisati na sljedeci nacin:

(x1+y1)(x12_x1y1 +y12)_3ax1y1 =0

Iz toga ¢emo dobiti da je

3ax,y
Ux,y, )=x+y =—""""—
( 1 yl) 1 TN =y, +y?
Da bismo vidjeli kojem se broju priblizava ovaj broj kad udaljavamo tocku po
krivulji, odnosno kad x, i y, po apsolutnoj vrijednosti postaju sve veci, podijelit c¢emo
brojnik i nazivnik s x, y :

3a
Hx,,y )=
( 1 )’1) x [y =ty /x
Kako se udaljavamo po krivulji, bilo u drugom ili ¢etvrtom kvadrantu omjer A

'xl
sve je blizi broju -1 jer pravac kroz sredi$te koordinatnog pravca i ovu tocku postaje
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skoro paralelan asimptotskom pravcu koji ima upravo taj nagib. Tako je l(xl, )’1)
3
sve blize broju —a1= —a . Tako smo dobili da je slobodni koeficijent u jed-

nadzbi asimptotskog pravca I=—a, odnosno da je jednadzba asimptotskog pravca
y=—x-—a.

Kod kojim smo dobili zadnju Sliku 7. je sljede¢i (za dobiti Sliku 6. moramo izbri-
sati dio ovog koda - koji dio?):

var('x y")

a=1l; pl = implicit plot (x"3+y"3-3*a*x*y==0, (x,-3,3), (y,-3,3), axes =

true, axes labels =['$x$','SyS$'], frame = false); tl = text("a =
1", (1.8,1.8))

asl = implicit plot(x+y==-a, (x,-3,3), (y,-3,3), axes = true,

axes labels =['$x$','Sy$'], frame = false,color = 'red')

pasl = implicit plot (x+y==-a+0.2, (x,-3,3), (y,-3,3), axes = true,
axes labels =['S$x$','Sy$'], frame = false,color =
'black') ;tpasl=text("S$(x 1,y 1)s8",(1.2,-1.3))

pl+tl+asl+pasl+tpasl

Kako je Pierre de Fermat odredio jednadzbu tangente u proizvoljnoj tocki Des-
cartesova lista, mozete proditati u [4], na stranicama 55 do 57.
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