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Hrvatski matematicki elektronicki casopis

Sokoban je NP --tezak

kompjuterske igre sloZzenost algoritama sokoban teorija igara tetris

Autori: Stjepan Pozgaj, Mladen Vukovic

1 Uvod

Kod raznih igara Cesto je vazno pitanje odredivanja pobjednicke strategije. No, vrlo Cesto se razmatraju i problemi
racunarske slozenosti u vezi igara (vidi [2]). U ovom clanku se razmatra racunarska sloZzenost povezana s igrom
Sokoban.

Sokoban je poznata stara racunalna igra u kojoj igrac (skladistar) mora odgurati sve kutije u skladistu na
odgovarajuce pozicije, s tim da odjednom smije gurati najvise jednu kutiju. Osnovnu verziju igre mozete isprobati
na sljedecoj poveznici: https://sokoban.info/.

U ovom clanku dat ¢emo dokaze NP-tezine dviju varijanti igre Sokoban. Ti se dokazi svode na to da za svaku
instancu 3-SAT problema (ili u drugom slucaju problema P-3-SAT) generiramo pocetnu konfiguraciju igre koja ce
biti rjesSiva ako i samo ako je zadana formula ispunjiva. Veéina rezultata u ovom ¢lanku dio je ¢lanka [5].

Osnovne pojmove teorije slozenosti algoritama potrebne za razumijevanje ovog ¢lanka predstavit ¢emo u tocki 2.
U tocki 3 objasnit ¢emo standardnu verziju igre Sokoban te jos jednu njenu varijantu. Kao prirodno pitanje
namece se Sto uopce znaci da je igra Sokoban NP-teska. To éemo objasniti u tocki 4.

U tocCki 5 ¢emo dati dokaz NP-tezine neklasi¢ne varijante igre Sokoban. Po nasem misljenju taj je dokaz nesto

jednostavniji od dokaza iste tvrdnje za standradnu verziju igre. Dokaz NP-tezine standardne verzije igre dan je u
tocki 6.

U ovoj tocki dati éemo opise osnovnih pojmova iz teorije slozenosti algoritama koje koristimo u ovom clanku.
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2 Osnovni pojmovi teorije slozenosti algoritama

Naglasavamo da ¢emo dati samo intuitivne opise a ne stroge definicije. Razlog tome je, naravno, veli¢ina teksta
¢lanka. Za formalne defincije trebalo bi, primjerice, detaljno definirati Turingove strojeve i sve pojmove u vezi
njih. Kolika je to veli¢ina materijala mozete vidjeti, primjerice u [12].

U ¢itavom ¢lanku pojam algoritma ¢emo koristiti u intutivnom smislu.?

Neka je I' proizvoljan konacan skup. Skup I' ¢emo nazivati alfabet. Svaki konacan niz elemenata alfabeta I'
nazivamo rije¢. Skup svih rijeci alfabeta I oznac¢avamo s I'*. Ako je s € I'™* neka rije¢ tada s |s| oznacavamo
duljinu rijeéi s. Svaki podskup od I'* nazivamo jezik.

U ovom c¢lanku razmatrat ¢emo samo algoritme koje imaju jedan ulazni podatak (to¢nije, za zadani alfabet I
ulazni podatak je neka rije¢ s € I‘*). Zatim, pretpostavljamo da svaki algoritam za svaki ulazni podatak zavrsi u
kona¢no mnogo koraka te da na kraju kao izlazni podatak daje samo "DA" ili "NE". Razlog takvim ogranic¢enjima je
to Sto promatramo samo tzv. probleme odlucivanja. To su problemi kod kojih nas zanima ima li neki objekt neko
zadano svojstvo. Neki primjeri problema odlucivanja su: ispunjivost formula logike sudova, prostost zadanog
prirodnog broja i bojanje grafa s tri boje. Problem trgovackog putnika, problem ruksaka i problem rasporeda su
primjeri problema koji nisu problemi odlucivanja. Formalno se problemi odlucivanja definiraju kao odgovarajudi
jezici. Primjerice, problem PRIMES koji se sastoji od odredivanja je li zadani prirodan broj prost, definira se
formalno kao {n € N : n je prosti broj}.

Vremenska sloZenost nekog algoritma definira se kao funkcija f : N — N, gdje je f(n) maksimalni broj koraka
koji algoritam izvrsi za svaki ulazni podatak duljine n.2

Sasvim analogno se defnira prostorna sloZzenost nekog algoritma (primijetite da je ovdje nuzno imati Turingove
strojeve kako bi mogli brojati registre koje algoritam koristi).

Reci ¢emo da je neki algoritam vremenski polinoman ili samo kratko da je polinoman, ako je njegova vremenska
slozenost neki polinom. S P ozna¢avamo klasu svih problema odlucivanja za koje postoje polinomni algoritmi koji
ih rjeSavaju. Neki primjeri problema koji pripadaju klasi P su sljededi: ispitivanje relativne prostosti dva prirodna
broja, odre divanje je li graf povezan i egzistencija rjeSenja sistema linearnih algebarskih jednad\v zbi. Zanimljivo
je da je 2004. godine dokazano da problem PRIMES tako der pripada klasi P (¢lanak o tome je objavljen u
najcjenjenijem matematickom casopisu Annals of Mathematics).

Sasvim analogno definira se klasa PSPACE koja sadrzi sve probleme odlucivanja za koje postoji algoritam koji je
polinomno prostorno slozen.

Sada ¢emo opisati nekoliko pojmova iz logike sudova kako bismo mogli definirati problem SAT. Propozicionalne

varijable ovdje ozna¢avamo s xg, -1, X2, . . . Ako je F' neka formula logike sudova, tada ¢emo s F' oznacavati
njenu negaciju. Literal je svaka propozicionalna varijabla x; i njena negacija x;. Elementarna disjunkcija je
disjunkcija literala. Primjerice, x2 V x7 V 33 V xg V X201 i x4 V xg su primjeri elementarnih disjunkcija.
Konjunktivha normalna forma (ili kratko: knf) je svaka konjunkcija elementarnih disjunkcija. Neki primjeri knf su
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(s V1 Vas Vas)A(zr Vo) i (213 VTaz) Axsz A (223 V Ta V xg). Knf nazivamo 3-knf ako svaka njena
elementaran disjunkcija sadrzi tri literala. Problem ispunjivosti logike sudova, koji se kratko oznacava sa SAT,
sastoji se odredivanja je li zadana knf ispunjiva, tj. postoji li interpretacija propozicionalnih varijabli tako da je za
tu interaprtaciju knf istinita, odnosno formalno ovako:

SAT = {F : F je knf za koju postoji interpretacija I takvada I(F) = 1}.

Problem 3-SAT u obzir uzima samo 3-knf. Sasvim analogno se definira problem 2-SAT.

Mi ¢emo u ovom clanku najvise spominjati klasu problema NP. Jako grubo receno klasa NP sadrzi sve probleme
odlucivanja za koje postoji polinomni algoritam ciji ulazni podatak je par koji uz zadani objekt sadrzi i posebni
"certifikat". Primjenom "certifikata" algoritam onda odlucuje ima li zadani objekt trazeno svojstvo. Pokusat ¢emo
to objasniti na dva primjera. Problem SAT pripada klasi NP jer ocito postoji polinomni algoritam kojemu na ulaz
dajemo neku knf F' i neku interpretaciju I (to je "certifikat") te onda algoritam odreduje vrijedi li I(F) =1
(mozete li opisati jedan takav algoritam?). Zatim, problem egzistencije potpuno povezanog podgrafa zadane
veli¢ine u nekom grafu takoder pripada klasi NP. Za taj problem postoji polinomni algoritam koji na ulazu ima
zadani graf G, k € N i neki podgraf G' od G (ovdje je podgraf "certifikat") te onda algoritam odreduje je li G’
potpuno povezan i veliCine k.

Ocito vrijedi P C NP. Pitanje vrijedi li i obratna inkluzija je centralni problem teorijskog racunarstva vec vise od 50
godina. \v Stovi\v se, problem P vs. NP jedan je od tzv. sedam Milenijskih matemati\v ckih problema.

Neka su I'1 i I'; alfabeti. Za neku funkciju g : I'f} — I'} kazemo da je vremenski polinomno izracunljiva ako
postoji polinom p : N — R i neki algoritam tako da za svaki s € I"{ algoritam kao izlazni rezulat daje g(s) i za to
mu ne treba vise od p(|s|) koraka.

Ako imamo dva problema odludivanja, ozna¢imo ih L i Lo, tada je problem L; polinomno reducibilan na problem
Ls ako moZemo svaku instancu problema L; (rjeSivu i nerjesivu) svesti u polinomnom vremenu na neku instancu
problema Lo. Bududi da ovaj pojam polinomne reducibilnosti bitno koristimo u ovom ¢&lanku, odlucili smo ipak dati
nesto formalniju definiciju. Neka su Ly C I'f i L2 C I'; dva problema odlucivanja. Kazemo da je problem L
polinomno reducibilan na problem Lo, i piSemo L1 <, L2, ako postoji vremenski polinomno izracunljiva funkcija

g tako da za svaki s € I'] vrijedi sljedeca ekvivalencija:
s € L1 akoisamo g(s) € Lo.

U daljnjem tekstu ¢lanka dati ¢emo primjere polinomne reducibilnosti.

Za neki problem odludivanja L kazemo da je NP-teZak ako za svaki problem L' € NP vrijedi L'/ <, L. Zatim,
govorimo da je neki problem L jedan NP-potpun problem ako je on NP-tezak i jos vrijedi L € NP. Cook i Levin su
1970. godine nezavisno dokazali da je SAT jedan NP-potpun problem. Problem 3-SAT je tako der NP-potpun. (No,
vrijedi 2-SAT € P.)

Oznacimo s Dif problem odre divanja ima li zadana diofantska jednadzba cjelobrojnih rjeSenja. Ve¢ smo naveli
da za taj problem ne postoji algoritam koji ga rjeSava. 1z toga posebno slijedi Dif ¢ NP. No, moze se pokazati da
je Dif jedan NP-tezak problem (vidi [12]).
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3 Igra Sokoban

U igri Sokoban igrac upravlja skladistarem koji se moze kretati u 4 smjera po pravokutnoj mrezi. Na slici 1
prikazan je primjer jednog pocetnog stanja igre. Skladistar ne moze pristupiti poljima na kojima je zid. Moze se
pomaknuti na slobodno susjedno polje, isto kao i na polje na kojem je kutija (ako je slobodno polje na koje ce
svojim pomicanjem gurnuti kutiju). U standardnoj verziji igre odjednom moze gurnuti najviSe jednu kutiju. Zatim,
u standardnoj verziji skladistaru nije dozvoljeno vuci kutije prema sebi.

U ovom ¢emo radu razmatrati jos jednu verziju igre. U tom slu¢aju ¢emo pretpostaviti da skladistar istovremeno
moze gurati do k kutija, gdje je k neki prirodan broj. U toj verziji igre skladiSatar smije prema sebi vuéi najvise
jednu kutiju.

Sa Sokoban(k, I) ¢emo oznaditi igru u kojoj skladistar moze istovremeno gurati do k kutija i prema sebi vudi
najvise I kutija, gdje su k i I prirodni brojevi. Tada standardnu verziju igre mozemo kratko zapisti kao Sokoban(1,
0), a drugu malo prije opisanu verziju igre mozemo kratko oznaciti sa Sokoban(k, 1), za neki k > 1.

Slika 1: Prikaz igre Sokoban. Cilj skladistara je sve kutije smjestiti na pozicije oznacene kruzi¢ima.

4 Verzija igre Sokoban kao problem odlucivanja

NP-teski problemi imaju svojstvo da se svaki problem iz klase slozenosti NP moze polinomno reducirati na njih,
dok oni sami ne moraju pripadati klasi NP. Jedan od najpoznatijih naCina za dokazivanje da je neki problem NP-
tezak je polinomno svodenje problema 3-SAT na njega (vidi [12]). To ¢e biti i ideja dokaza u ovome ¢lanku. No,
prvo moramo objasniti kako uopcée neki problem u vezi igre Sokoban mozemo promatrati kao problem
odlucivanija.
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Promatrat ¢emo problem odlucivanja SOKOBAN u kojem je pitanje ima li igra Sokoban s nekom pocetnom
konfiguracijom rjesenje. Preciznije, za problem SOKOBAN(1, 0) zanima nas mozemo li za neku pocetnu
konfiguraciju klasi¢ne igre sve kutije staviti na zeljena mjesta. Za verziju igre Sokoban(k, 1) gledat ¢emo nesto
laksi problem. U problemu SOKOBAN(k, 1) treba za pocetnu konfiguraciju odrediti moze li skladistar doci do neke
odredene pozicije (neovisno o pozicijama kutija na kraju igre). Zelimo samo spomenuti da je u [5] navedeno da bi
se tvrdnja mogla dokazati i za teZi problem ali da bi tada alati koriSteni u dokazu trebali biti daleko kompliciraniji
od ovih koje ¢emo mi predstaviti.

5 SOKOBAN(oo, 1)

U ovoj tocki dokazat ¢emo sljededi teorem:

Theorem 1. Za svaki k > 5 problem SOKOBAN(k, 1) je NP-teZak problem.

Kao sto smo ve¢ najavili, za dokaz ovog teorema koristit ¢emo cinjenicu da je problem 3-SAT jedan NP-potpun
problem (to je jedna od posljedica Cook, Levinovog teorema; vidi [12]). Nas cilj je dokazati da je problem 3-SAT
polinomno reducibilan na problem SOKOBAN(k, 1), za svaki k > 5. To znadi da za svaku 3-knf F' moramo
konstruirati pocetnu konfiguraciju igre za koju ¢e skladistar mo¢i do¢i do zadanog polja ako i samo ako je 3-knf F'
ispunjiva.

U tu svrhu koristit éemo Cetiri konstrukcijska elementa: usmjerivac, porednik, prekidac¢ i usmjereno raskriZje.

Ako je I oznaka ulaza a O oznaka izlaza u nekom konstrukcijskom elementu, tada s I — O ozna¢avamo
proizvoljni (usmjereni) put od I do O. Sada redom opisujemo svaki od prije navedena Cetiri konstrukcijska
elementa.

e usmjerivac je prikazan na slici 2.
Primijetimo da je put I — O otvoren jer skladiStar mora samo dva puta gurnuti tri uzastopne kutije: prvo
udesno, nakon ¢ega mora krenuti donjim puteljkom, te nakon toga ulijevo kako bi oslobodio prolaz koji je
zatvorio prethodnim guranjem. Nakon izlaska skladistara, konstrukticijski element izgledat ce i kao prije
njegovog ulaska u koridor. Primijetimo da skladistar ni na koji na¢in ne moze proc¢i putem O — I (iz tog
razloga ovaj konstrukcijski element nazivamo usmjerivac).
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Slika 2: Usmjerivac i njegov shematski prikaz.

e porednik je prikazan na slici 3.

Kod ovog konstrukcijskog elementa je na pocetku put I; — (O; otvoren, a put Is — O> je zatvoren. Kako bi
skladidtar prosao putem Iy — O2, prvo mora osloboditi prolaz, a to moze samo ako prvo ude u koridor kroz
ulaz I, obje kutije gurne do zida i zatim bliZzu kutiju povuée prema sebi. Primijetimo kako je usmjerivaé
sastavni dio ovog konstrukcijskog elementa. Naime, da njega nema na ulazima Iy i Iz, skladistar bi mogao udi
na ulaz I, osloboditi prolaz Is — Q2 i izadi iz koridora na mjestu gdje je usao.
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Slika 3: Porednik i njegov shematski prikaz.

e prekidac je prikazan na slici 4.

Njegova funkcija je da omogucdi samo jednu vrstu prolaza. U objasnjenju ¢emo se fokusirati na slu¢aj desnog
shematskog prikaza sa slike 4. Ako skladistar jednom prode putem I; — O zauvijek ¢e mu se zatvoriti put

I, — O. Jednako je i obrnutom slucaju.
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Slika 4: Prekidac i njegova dva shematska prikaza. Konstrukcijski element prikazan desnim shematskim
prikazom dobijemo ako izlaze O; i O sa slike spojimo u jedinstveni izlaz O.

e usmjereno raskrizje je prikazano na slici 5.
U ovom konstrukcijskom elementu skladistar na po¢etku moze proizvoljan broj puta pro¢i putem I; — O1.
Tijekom jednog od prolazaka putem I; — O; skladistar moze odluditi osloboditi prolaz Is — O3 tako da prode
kroz prolaz oznacen s B, gurne kutije do zida i zatim najblizu kutiju povuée prema sebi. Nakon Sto prode
putem I — O3, prolaz I; — O ostat ¢e trajno zatvoren.
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Slika 5: Usmjereno raskrizje

Ocito je usmjereno raskrizje najkompliciraniji konstrukcijski element. Kasnije ¢emo vidjeti da nam on omogucdava
da tvrdnju dokazemo i za instance 3-sAT problema diji inducirani graf nije planaran. O tome ¢emo vise redi vise u
dokazu Np-teZine standardne verzije igre u kojem nam je planarnost tog grafa klju¢na.
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Sada mozemo objasniti i zbog ¢ega je u iskazu teorema uvjet kK > 5. U usmjerenom raskrizju potrebno je da
skladistar u jednom trenutku gura barem 5 kutija u nizu. Kada bismo, primjerice, uspjeli konstruirati usmjereno
raskriZzje u kojem se guraju najvise 4 kutije, tada bi tvrdnja vrijedila i za k = 4.

Koristedi prethodno opisane konstrukcijske elemente prelazimo na glavni dio dokaza teorema 1. Neka je
F=0C /\ .. /\ C,, proizvoljna 3-knf s propozicionalnim varijablama x1, . . ., ©,. Ideja konstrukcije prikazana je

na slici 6.
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Slika 6: Shematski prikaz konstrukcije pocetnog stanja igre Sokoban(k, 1) za proizvoljnu 3-knf.

Na slici 6 nalazi se m porednika, koje redom pridruzujemo elementarnim disjunkcijama, dok prekidace
pridruzujemo varijablama. Prvi ulaz ¢-tog prekidaca pridruzen je literalu z;, a njegov drugi ulaz je pridruzen
literalu ;. Zatim, prvi izlaz 7-tog porednika vodi do ulaza prekidaca koji je pridruzen prvom literalu u
elementarnoj disjunkciji C;. Drugi izlaz 2-tog porednika pridruzen je drugom literalu iz C; te je tredi izlaz
pridruzen trecem literalu. Kao sto smo vec¢ spomenuli, usmjerena raskriZzja imaju medu ostalim funkciju da se
putevi mogu sijeci (bez ikakvih garancija da je graf induciran pocetnom konfiguracijom igre planaran).

Skladistar podinje svoje putovanje na poziciji A i cilj mu je dodi do pozicije B. Ovdje je klju¢no primijetiti da
skladistar mora redem proci kroz sve porednike kako bi stigao od ulaza A do izlaza B. Nakon prolaska kroz 7-ti
porednik skladiStar mora barem jednom literalu koji se pojavljuju u elementarnoj disjunkciji C; pridruziti
vrijednost "istina". Prekidaci skladistaru onemoguduju da istovremeno nekom literalu i njegovoj negaciju pridruzi
vrijednost "istina". Time smo dokazali da vrijedi sljedeéa ekvivalencija:

formula F' je ispunjiva ako i samo ako skladistar moze proéi put A — B.

Time je teorem potpuno dokazan.
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Slika 7: Graf induciran s 3-knf (z; V &1 V @2) A (2 V @3 V @3). Ovo je jedan od najjednostavnijih grafova u
kojima je barem jedno usmjereno raskrizje.

Sada na jednom primjeru Zelimo ilustrirati neke detalje iz prethodnog dokaza. Na slici 7 je prikazana pocetna
konfiguracija igre Sokoban(k, 1), k > 5, koja je pridruzena sljedecoj 3-knf:

FE(.’Bl V x1 \/211_2)/\(1172 V x3 \/37_3)

Bududi da je prva klauzula od F' jednaka z; V x71 V 3 tada prvi izlaz prvog porednika vodi k prvom ulazu
prekidaca varijable x;, a drugi izlaz tog prekidaca k njegovom drugom ulazu jer on odgovara literalu z; . Isto je
tako tredi izlaz spojen s prvim ulazom drugog prekidaca jer on odgovara literalu 2, a sli¢no je i za drugi porednik.

Put koji spaja tredi izlaz prvog porednika i drugi ulaz drugog prekidaca sijeCe se s putem koji povezuje prvi izlaz
drugog porednika i prvi ulaz drugog prekidaca pa je neophodno koristenje usmjerenog raskrizja.
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6 SOKOBAN(1, 0)

U ovom poglavlju dokazujemo NP-tezinu standardne verzije igre. To iskazujemo u sljede¢em teoremu.

Theorem 2. Problem SOKOBAN(1, 0) je NP-teZak.

U ovoj verziji igre skladistar smije gurati najviSe jednu kutiju i zabranjeno mu je vudi kutije prema sebi. U ovom
¢emo slucaju zahtijevati da na kraju igre sve kutije budu smjestene na predvidenim pozicijama. To je razlicito od
prethodno razmatranog slucaja gdje smo samo promatrali moze li skladistar do¢i do svog cilja.

Sliéno kao i u prethodnom dokazu, klju¢nu ulogu igraju konstrukcijski elementi koji ¢e biti koriSteni prilikom
generiranja pocetne konfiguracije igre. Koristit ¢emo dva konstrukcijska elementa: selektor i klauzulu. Za razliku
od otvora konstrukcijskih elemenata iz prijaSnjeg dokaza, ovi neée biti usmjereni, vec je ulazak i izlazak mogu¢
kroz sve njih. Sada redom opisujemo nove konstrukcijske elemente.

e selektor je prikazan na slici 8.
U ovom konstrukcijskom elementu nalaze se tri kutije i Cetri pozicije na kojima se na kraju igre moraju nalaziti
kutije. Uz ulazni i izlazni otvor u konstrukcijskom elementu se nalaze jos$ dva otvora oznacena s i  Ciju ¢emo
funkciju objasniti naknadno.

8|

Slika 8: Selektor i njegov shematski prikaz. Kruzi¢i oznacavaju mjesta na kojima su pozicionirane kutije, a
osjencana polja predstavljaju pozicije do kojih skladistar mora dogurati kutije.

® klauzula je prikazana na slici 9.
Ovaj konstrukcijski element sadrzi tri otvora i jednu poziciju namijenjenu za smjestanje kutije.

Slika 9: Klauzula i njezin shematski prikaz. Isto kao u prethodnom konstrukcijskom elementu, osjencani
kvadrati¢ predstavlja mjesto do kojeg skladiStar mora dogurati to¢no jednu kutiju. Plavim trokuti¢ima su
oznaceni otvori ovog konstrukcijskog elementa.
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Osnovna ideja dokaza teorema 2 je slicna dokazu teorema 1 gdje smo dokazali da je problem 3-SAT polinomno
reducibilan na svaki problem SOKOBAN(k, 1), gdje je k > 5. No, kao $to smo ve¢ napomenuli, u ovom ¢emo
slu¢aju promatrat ¢emo samo instance problema 3-SAT d¢iji je inducirani graf planaran. Prvo ¢emo definirati
pojam induciranog grafa (sa zadanom formulom), a onda ¢emo definirati jednu vaznu verziju problema SAT.

Neka je F' = C4 /\ .. /\ C)», neka 3-knf s propozicionalnim varijablama z1, ..., Z,. Neka je skup &vorova grafa
Gr = (V, E), koji je induciran formulom F', jednak sljede¢em skupu:

V= {01,02,...,Cm} U {ml,...,a:n}.
Zatim, neka je skup bridova grafa G zadan ovako:

E = {(z,zi41)|1<i<n} U {(zn,21)}

U{(a:j,Ci)|:cj e G ili z; € Cf, ie{l,...,m}, j€{1,...,n}}

Dakle, ¢vorovi grafa su elementarne disjunkcije C; i varijable formule F'. Varijable su bridovima spojene u jedan
veliki ciklus, a svaka elementarna disjunkcija C; je spojena s onim varijablama koje se, ili njihova negacija,
pojavljuju u njima.

Sada Zelimo na jednom primjeru ilustrirati kako izgleda graf koji je induciran zadanom formulom. Na slici 10
prikazan je planarni graf sljedeée 3-knf:

(z1 Vaa Vas)A(xzs Var Vas) A (e VI3 Vas)

Slika 10: Graf induciran s 3-knf.
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Oznacimo s P-3-SAT problem u kojem se razmatraju samo instance problema 3-SAT za koje je inducirani graf
planaran. Ovaj problem je takoder NP-potpun (vidi [??]).

Sada dokazujemo da je problem P-3-SAT polinomno reducibilan na problem SOKOBAN(1, 0). U tu svrhu za
proizvoljnu 3-knf F' &iji je inducirani graf planaran, konstruiramo pocetnu konfiguraciju igre kao na slici 11. Takva
pocetna konfiguracija sadrzi to¢no n selektora koji redom odgovaraju varijablama formule F'. Na slici 11 je m
klauzula koje pridruzujemo elementarnim disjunkcijama C};.

Selektori su spojeni onim klauzulama u kojima se pripadne varijable ili njihove negacije nalaze. Preciznije, ako je
Tj € C; tada ¢e j-ti selektor biti spojen s klauzulom koja odgovara elementarnoj disjunkciji C; kroz otvor xj, a

ako je z; € C; biti ¢e spojen kroz otvor ;.

Primijetimo da se u danoj pocetnoj konfiguraciji nalazi jos jedan konstrukcijski element koji do sada nismo opisali.
Taj novi konstrukcijski element nazivat éemo rezervoar. U njemu su na pocetku smjestene kutije. Naime, u
svakom od n selektora su na pocetku tri kutije i Cetiri mjesta namijenjena za kutije, a u svakoj od m klauzula
jedno mjesto namijenjeno za kutije, Sto znaci da fali n + m kutija kako bi na kraju igre svaka kutija bila na to¢no
jednom namijenjenom mjestu.

Preostalo je dokazati da je formula F' ispunjiva ako i samo ako za pocetnu konfiguraciju koju smo iz nje izgradili
skladistar moze smjestiti sve kutije na zadane pozicije. Neka se na pocetku skladistar nalazi u rezervoaru.

Pretpostavimo prvo da je F' ispunjiva formula. Tada postoji interpretacija I za koju je I(F') = 1. Skladistar krece
iz rezervoara i prolazi redom po selektorima. Svaku kutiju koja mu stoji na putu mora staviti u otvor koji pripada
literalu I; za koji je I(1;) = 0. Na taj nacin blokira taj otvor.

Nakon toga mora dogurati kutije do slobodnih mjesta u svakoj od klauzula. To je moguce zbog toga sto su otvori
selektora koji pripadaju literalima I; za koje vrijedi I(li) = 1 ostali otvoreni i zato Sto, zbog ispunjivosti formule
F’, za svaku klauzulu postoji barem jedan literal za koji je I(l,-) = 1. Nakon Sto popuni trazena mjesta unutar
klauzula, skladistar pomocu preostalih kutija iz rezervoara mora blokirati preostale otvore selektora. Tako je uspio
sve kutije dovesti na Zeljene pozicije.
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Slika 11: Shematski prikaz konstrukcije poCetnog stanja igre Sokoban(1, 0) za proizvoljnu 3-knf ¢iji je inducirani
graf planaran.

Pretpostavimo sada da igra s pocetnom konfiguracijom generiranom formulom F' rjesiva. Cilj nam je pronadi
interpretaciju I za koju je I(F) = 1. Kojim god poretkom skladistar smjestao kutije na Zeljene pozicije, kroz
selektore mora proci redom od prvog do posljednjeg ulazedéi u njih kroz glavni ulaz I. Naime, u selektor ne smije
uci kroz otvor x; ili ; jer bi u tom slucaju kutiju s tog ulaza gurnuo u kut iz kojeg ga vise ne moze izvaditi.
Skladistar takoder ne smije uéi u selektor kroz glavni izlaz O jer bi prije toga morao udi u neki od selektora kroz
otvor x; ili ;. Prolazeci redom kroz selektore, skladistar mora kutiju koja mu je na putu staviti u neki od otvora
x; ili x;, jer bi gurajudi kutiju prema sljede¢em selektoru zablokirao svoj prolaz u trenutku kad kutija koju gura
dode do kutije iz sljedeceg selektora. Ako u 2-tom selektoru skladistar prvo blokira otvor x;, definirat c¢emo
I(x;) = 0, a ako prvo blokira otvor z; tada ¢emo definirati I(x;) = 1. O¢ito na taj nadin dobivamo interpretaciju

I za koju je I(F') = 1, §to smo i trebali pokazati.

Na slici 12 je prikazana pocetna konfiguracija igre Sokoban(1, 0) pridruzena formuli sa slike 10.
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Slika 12: Pocetna konfiguracija dobivena iz 3-knf (z1 V 22 V @3) A (x3 V @1 V @5) A (24 V @3 V z5), koja je
koristena i u slici 10 gdje je pokazano da je inducirani graf te formule planaran. Sve klauzule koje su u planarnom
grafu sa slike 10 unutar ciklusa koji povezuje varijable potrebno je staviti s jedne, a one koje su izvan ciklusa s
druge strane pravca na kojem su selektori. Tada je mogude spojiti klauzule i selektore linijama koje se ne
presjecaju. Skladistar se na pocetku nalazi u rezervoaru.

7 Zakljucak

U ovom c¢lanku dani su dokazi NP-teZine dviju verzija igre Sokoban.

Culberson je dokazao da je standardna verzija igre Sokoban PSPACE-potpuna (vidi [3]). To je dokazano i za
stratesku drustvenu igru Scotland Yard (vidi [10]). Takva, dakako, ne mora biti svaka igra. Primjerice, za problem
odlucivanja pobjednika u popularnoj igri GO dokazano je tek da je PSPACE-tezak, dok je pripadnost klasi PSPACE
otvoren problem. (vidi [8]).

Za neke druge klasi¢ne igre kao Sto su Minesweeper (vidi [6]), potapanje brodova (vidi [9]) i tetris (vidi [4]) je
dokazano i da su NP-potpune.

No za razne verzije igre Sokoban je josS otvoreno pitanje jesu li NP-potpune.
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Ipjtanje $to je algoritam jo$ uvijek je aktualno. U prvi tren prirodno se je zapitati zadto uopée treba definirati formalno pojam algoritma.
Potreba za formalnom definicijom javila se tridesetih godina proslog stoljeca kada se Zeljelo pokazati da za neke probleme ne postoje algoritmi
koji ih rjeSavaju. Alonso Church je prvi dokazao da problem ispitivanja valjanosti formule logike prvog reda nije algoritamski rjesiv (za svoj
dokaz nije koristio Turingove strojeve ve¢ je definirao posebnu teoriju koja se naziva A racun koji je teorijska osnova danas vrlo vaznog
funkcijskog programiranja). Godine 1970. Yuri Matiyasevic dokazao je da ne postoji algoritam koji bi za proizvoljnu diofantsku jednadzbu
odredio ima li ona cjelobrojno rjeSenje. Pitanjem formalne definicije algoritma i problemima u vezi toga, bavi se dio matematicke logike i
teorijskog racunarstva koji se naziva Izralunljivost (eng. Computability). Na diplomskom studiju Racunarstvo i matematika na Matematickom
odsjeku PMF-a u Zagrebu postoji kolegij pod naslovom Izralunljivost. Vise u vezi izracunljivosti mozete pronadi u [1]i [11].

2\/e¢ smo istaknuli da je uz svaki algortiam nuzno zadati pripadni alfabet I'. Buduéi da je skup I' konacan, tada za svaki n € N postoji samo
konaéno mnogo rije¢i s € I'* duljine n. Zatim, pretpostavka da svaki algoritam za svaki ulazni podatak obavezno staje u kona¢no mnogo
koraka garantira da je dobro definiran broj f(n).

=

ISSN 1334-6083
© 2023 HMD


http://e.math.hr/vol42/vukovic#cacic
http://e.math.hr/vol42/vukovic#vukovic-izracunljivost
https://www.addtoany.com/share#url=http%3A%2F%2Fe.math.hr%2Fvol42%2Fvukovic&title=Sokoban%20je%20NP%20--te%C5%BEak
http://www.matematika.hr/

