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Nekooperativne igre za dva igraca s nenul-sumom

matricne igre Nashova ravnoteza nekooperativne igre s nenul-sumom Pareto optimalnost. teorija igara

ANA JURASIC I MIJO RADOS

Sazetak

Nekooperativne igre za dva igraca s nenul-sumom tema su koja pripada teoriji igara. Kroz primjere,
istaknut ¢emo poteskoce kod rjeSavanja ovakvih matricnih igara te njihovu primjenu u raznim
podrucjima svakodnevnog Zivota.

Klju¢ne rijeci: teorija igara, matricne igre, nekooperativne igre s nenul-sumom, Nashova ravnoteza, Pareto
optimalnost.

1 UVOD

Pod pojmom igra obi¢no mislimo na drustvene, kartaske ili racunalne igre. Tijekom 20. stolje¢a, potaknuta
razlicitim prakti¢nim problemima, razvila se teorija igara, grana matematicke znanosti koja detaljnije
proucava igre uz primjenu teorije vjerojatnosti, linearnog programiranja, kombinatorike i drugih grana
matematike. U teoriji igara, igra predstavlja natjecateljsku situaciju u kojoj sudjeluju barem dva igraca, pri
¢emu svaki ima odredenu kontrolu nad ishodom igre. Svaki igra¢ ima odredeni broj mogucih poteza koje
moze odabrati, a svakom moguéem ishodu igre pridruzene su isplate za svakog igraca. Pretpostavljamo da
igraci djeluju razumno i Zele profitirati.

Proucavat ¢emo igre u kojima sudjeluju dva igraca. Nazivamo ih matri¢nim igrama i prikazujemo matricom
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isplata P. Redci matrice P oznadavaju m poteza koje na raspolaganju ima igra¢ A, a stupci oznadavaju n
mogudih poteza igrada B. Ako igra¢ A odigra svoj i-ti potez, a igra¢ B svoj j-ti potez, tada u matrici isplata

P11 pi2 pi3 ... Pin
P21 P22 P23 ... Pon
P=1 L .| eR™ (1)
| Pml Pm2 DPm3 --- DPmnl

promatramo element (isplatu) p;;. Kod igara s nula-sumom, igraci imaju strogo konfliktne interese, odnosno
dobitak jednoga jednak je gubitku drugoga pa promatramo isplate samo za jednog igraca. Ako je u matrici P
vrijednost p;; > 0, igraC¢ A dobiva iznos pij od igraca B, odnosno igra¢ B gubi iznos pij- Ako je p;; = 0, niti
jedan igra¢ ne dobiva niti gubi. Ako je p;; < 0, igra¢ B dobiva iznos p;; od igraa A, odnosno igrac A gubi
iznos p;;. Napomenimo da je situacija kod igara s nenul-sumom nesto slozenija, jer igraci nemaju strogo
konfliktne interese te stoga na poziciji p;; navodimo isplate za oba igraca.

Primjer 1. Marija i Domagoj igraju igru par-nepar. Ako oboje pokaZu paran broj prstiju, Marija dobiva 1
kunu od Domagoja. Ako oboje pokaZzu neparan broj prstiju, Domagoj dobiva 1 kunu od Marije. Ako su brojevi
prstiju koje su pokazali razliCite parnosti, nitko ne dobiva niti gubi. Martica isplata za ovaj slucaj je

Domagoj
par nepar

Marii par 1 0
arua nepar 0 —1]|

Pravila igre unaprijed su poznata svakom igracu, odreduju koje poteze on ima na raspolaganju te koje su
posljedice pojedinog poteza. Dobitak na kraju igre ovisi i o potezima suparnickog igraca pa u teoriji igara
govorimo o konfliktu ili suradnji. Zbog svega toga, svaki igra¢ mora imati i primjenjivati odredenu strategiju
tijekom igre. Sljedece dvije definicije izricemo iz perspektive prvog igraca u igri (igraca A), a analogno se
mogu izredi i iz perspektive drugog igraca.

Definicija 2. Neka igra¢ A ima u igri na raspolaganju m poteza. Strategija igraca A predstavlja uredenu m-
torku X = (z1,%2,...,Zm), gdjejex; € R, 0 < x; <1,zai=1,...,m, vjerojatnost s kojom on bira i-ti
potez u igri te vrijedi Y ;" | x; = 1.

Definicija 3. Strategiju u kojoj se na i-tom mjestu u m-torci X = (z1,%3,...,%y), zat € {1,...,m},
nalazi vrijednost 1 dok su na svim ostalim mjestima nule nazivamo &istom strategijom?. Strategiju koja nije
Cista nazivamo mjeSovita strategija.
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Postoji beskonacno mnogo mjesovitih strategija za svakog igraca, a glavni cilj teorije igara je svakom igracu
pronaci optimalnu strategiju. Kod igara s nula-sumom, optimalne strategije su najopreznije strategije, u
kojima igra¢ A Zeli osigurati najve¢i moguéi minimalni dobitak, dok ¢e istovremeno za igrata B maksimalan
gubitak biti najmanji mogudi, bez obzira na to koji potez suparnicki igra¢ odabrao. Ako jedan od igraca ima na
raspolaganju samo dva poteza, optimalnu strategiju moguce je odrediti graficki. Kod matrica isplata veéih
dimenzija u tome pomaze linearno programiranje, a ovakvi se problemi rjesavaju koristenjem racunala.
Trazenjem optimalnih strategija ovdje se ne¢emo baviti (pogledati, na primjer, u [4] i [6]).

Za daljnju analizu matri¢nih igara potrebno je ukljuciti i teoriju vjerojatnosti.

Definicija 4. Neka igra¢ A i igra& B igraju igru zadanu matricom isplata (1), pri &emu koriste mjesovite
strategije X = (z1,@2,...,2Zm) I Y = (y1,%2, - - ., Yn), redom. OCekivani ishod igre (prosjecni dobitak
nakon vise odigranih partija) za igraca A, s obzirom na strategije X i Y, oznacavamo s E(X,Y) i ratunamo
po formuli za matematicko olekivanje:

m n

E(X,Y) =) ) pjziy;. (2)
1

=1 j=

Analogno mozemo izracunati i prosjecni dobitak igra¢a B, samo Sto u tom slu¢aju moramo uzeti u obzir
dobitke igraca B.

2 NEKOOPERATIVNE IGRE ZA DVA IGRACA S NENUL-SUMOM

Kod igara s nenul-sumom dobitak jednog igraca ne predstavlja direktni gubitak drugog igraca u svakom od
mogucih ishoda igre, odnosno zbroj dobitaka oba igraca nije nuzno jednak nuli. Kombiniraju se natjecateljski
aspekti s mogucénoscu suradnje pa analiza ovakvih igara ovisi o tome jesmo li pretpostavili da igraci
komuniciraju tijekom igre ili ne. Razlikujemo kooperativne i nekooperativne igre s nenul-sumom. Mi éemo
pretpostaviti da igra¢i ne komuniciraju, dakle razmatramo nekooperativne igre. Takoder, uzet éemo da
istovremeno odabiru svoje strategije i da njihov izbor nije poznat drugom igracu, kao Sto je to kod igara s
nula-sumom. Kod igara s nenul-sumom, elementi matrice isplata su uredeni parovi, pri ¢emu su prve
koordinate vrijednosti isplata za prvog igraca, a druge za drugog.
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Primjer 5. Zadana je igra s matricom isplata:

Igra¢ B
S1 S92
r1 (07 0) (10, _8)

I .
grac 2 (_57 8) (8a 8)

U igri iz Primjera 5, na primjer, ako igra¢ A odabere potez ry, a igra¢ B potez s, kao isplatu dobivamo
p22 = (8, 8), kod koje su oba igraca na dobitku.

Kako i u igrama sa sumom nula nije pristuna suradnja, logi¢no je pogledati koji se termini vezani uz igre s
nula-sumom mogu prosiriti na igre s nenul-sumom. Krenimo s pojmom dominacije.

Definicija 6. Za &istu strategiju S kaZemo da je dominantna u odnosu na Cistu strategiju T ako je svaka
isplata pri odabiru strategije S barem jednako dobra, a barem u jednnom sluéaju i strogo bolja od
odgovarajuce isplate pri odabiru strategije T'. Za strategiju T' kaZzemo da je dominirana strategijom S.

Ocekuje se da ¢e razuman igrac uvijek igrati dominantnu strategiju. Kod igara sa sumom nula takva je
strategija uvijek optimalna i nazivamo je ravnotezna strategija. U Primjeru 5, za igraca A strategija 71
dominantna je u odnosu na strategiju 72 jer je 0 > —5i 10 > 8. Za igraca B dominantna je strategija s1 u
odnosu na strategiju sz, jer je 0 > —8 i 8 = 8. Dominantne strategije igra¢a su X =Y = (1,0), a isplata
dobivena primjenom principa dominacije p11 = (0, 0). No, isplata p22 = (8, 8) je povoljnija pa zaklju¢ujemo
da kod nekooperativnih igara s nenul-sumom koriStenje dominantnih strategija ne rezultira uvijek najboljim
ishodom za igrace. Osim toga, kako kod igara s nula-sumom, tako i kod igara s nenul-sumom, dominantne
strategije ne moraju postojati u igri.

Primjer 7. U ovoj igri nema dominantnih strategija:

Igrac¢ B
S1 S
v ™ (47 8) (2) O) ]
I A .
It {(6, 2) (0,8)

Postavlja se pitanje mozemo li odrediti mjeSovite strategije za oba igraca, takve da odabirom nekih drugih
strategija niti jedan od njih nece profitirati. John Forbes Nash Jr. (1928.-2015.) je 1950. godine dokazao da
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svaka igra za dva igraca ima barem jedan par ravnoteznih strategija, bilo Cistih, bilo mjeSovith (detaljnije
opisano u [3]). Nash je bio ameri¢ki ekonomist i matematicar, koji je dao veliki doprinos teoriji igara. Njemu u
cast, ravnotezu u igrama s nenul-sumom nazivamo Nashova ravnoteZa. Nashova ravnoteza imala je veliku
primjenu kod donosenja poslovnih strategija te je Nash 1994. godine bio nagraden Nobelovom nagradom za
ekonomiju. Njemu u Cast, 2001. godine snimljen je film Genijalni um (engl. A Beautiful Mind).

Definicija 8. U igrama s dva igrala, uredeni par strategija (Xo, Yo) nazivamo Nashova ravnoteZa ako igra¢
A odabire strategiju X, a igra¢ B strategiju Yo te nakon takvog odabira strategija niti jedan od igraca nema
poticaj za promjenu svoje strategije, uzimajuéi u obzir odluke protivnika.

Dakle, ako neki igrac¢ odluci tijekom igre promijeniti svoju strategiju, to mu ne¢e omoguditi veci dobitak, u
odnosu na odabir strategije kojom je uspostavljena Nashova ravnoteza, sve dok i drugi igra¢ ne promijeni
svoju strategiju.

Promotrimo li u Primjeru 7 isplate za igra¢a B kao igru s nula-sumom, kao optimalnu strategiju za igra¢a A

dobit ¢emo X, = (%, %) Zanimljivo je da, bez obzira na to koju strategiju Y odabere igra¢ B, olekivani
ishod igre (2) za njega je E(Xy,Y) = % Ako promotrimo isplate igraca A kao igru s nula-sumom, kao

%, %) Bez obzira na to koju strategiju X odabere igrac
A, ocekivani ishod igre (2) za njega je E(X, Yg) = 3. Par ravnoteznih strategija (Xo, Yo) za uspostavu
Nashove ravnoteze pronasli smo tako da je svaki igra¢ promatrao isplate drugog igraca, a ignorirao svoje.

Nashova ravnoteza nije bas u svakoj igri najsretnije rjeSenje za igrace.

optimalnu strategiju za igraca B dobit ¢emo Y, = (

Primjer 9. Promotrimo dominantne strategije u igri zadanoj marticom isplata:

Igrac B
S1 89
r1 (6a 6) (_2) 10)

I = A
grac Lo, —2)  (0,0)

Nashova ravnoteza je uspostavljena ravnoteznim strategijama X, = Yy = (0, 1). Dobivamo isplatu
P22 = (0, 0), no isplata p;; = (6, 6) povoljnija je za igraCe. Dakle, opet postoji bolja isplata od one u
Nashovoj ravnotezi.
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Primjer 10. U ovoj igri postoje dva para ravnoteznih strategija:

Igrac¢ B

S1 89

(5,1) (0,0)
I “ A .
I, {<o,o> (1,5)

Ako igra¢ A odabere potez r;, za igraca B je bolje odabrati potez s; te igrac¢ A prolazi bolje, s isplatom

p11 = (5, 1). Imamo ravnoteZne strategije Xy = Yy = (1,0). Ako igra¢ A odabere potez ry, igra¢ B odabire
potez sg i s isplatom pa2 = (1, 5) on prolazi bolje. Drugi par ravnoteznih strategija je X, = Y, = (0, 1).
Kada bismo igrac¢ima dozvolili komunikaciju, mogli bi se dogovoriti da kod visestrukog ponavljanja igre

naizmjenic¢no odaberu parove ravnoteznih strategija te tako oba budu na dobitku. No, u nekooperativnim
igrama to ne mozemao.

Djelomic¢no rjesenje problema u kojima postoje povoljnije isplate od onih dobivenih Nashovom ravnotezom,
nudi Vilfredo Federico Pareto (1848.-1923.), talijanski sociolog, ekonomist i filozof.

Definicija 11. Isplata u igri nije Pareto optimalna ako postoji isplata koja bi obojici igraca omogucdila veli
dobitak ili bi jednom od igraca omogucila isti dobitak, a drugom igracu veci dobitak. U protivhom isplata je
Pareto optimalna.

Paretov se princip temelji na grupnoj racionalnosti, a princip dominacije na individualnoj. Igre mogu imati vise
Pareto optimalnih isplata, a rije¢ optimalna znaci da nije loSija od neke druge isplate. Paretov princip glasi: Da
bi isplata bila prihvatljiva kao rjesenje igre, ona mora biti Pareto optimalna.

Radi lakSeg razmatranja, problem prikazujemo u koordinatnoj ravnini, s vrijednostima dobitaka za igrada A
na osi apscisa te vrijednostima dobitaka za igraca B na osi ordinata. To¢ke u koordinatnoj ravnini
predstavljaju isplate u matrici isplata, a povezane duzinama tvore mnogokut koji se naziva mnogokut isplata.
Krizi¢ predstavlja isplatu dobivenu uspostavom Nashove ravnoteze, a isprekidane linije povezuju Pareto
optimalne isplate.



. igrac A
10 1

-4 -3 -2 -10

Slika 1: Mnogokut isplata za igru iz Primjera 9

U Primjeru 9, isplata p22 = (0, 0) nije Pareto optimalna, jer isplata p11 = (6, 6) omogucuje bolje dobitke za
oba igraca. Tri preostale isplate su Pareto optimalne.
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Slika 2: Mnogokut isplata za igru iz Primjera 7

U Primjeru 7, Nashova ravnoteZa ne daje dobru isplatu za igrace. Odabirom isplate p11 = (4, 8), prikazane
vrhom A, oba igrada bi se na$la u boljoj situaciji.

Ishodi igara dobiveni uspostavom Nashove ravnoteze su pozeljni, jer su stabilni i postoje u svakoj igri, ali
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Cesto dobivene isplate nisu Pareto optimalne. Zato se javlja potreba za drugim idejama. U igrama sa sumom
nula optimalne su strategije najopreznije strategije.

Definicija 12. Neka je igra zadana matricom isplata (1). Ozna¢imo s min; p;j najmanji element u i-tom
retku, a s max; p;j najveéi element u j-tom stupcu. Najveéi element medu min; p;;, za j € {1,...,n},
nazivamo maximin. Najmanji element medu max; p;j, za t € {1, ceey m}, nazivamo minimax. Ako je
vrijednost maximin jednaka vrijednosti minimax, tu vrijednost nazivamo sedlasti element ili sedlo.

Odabirom vrijednosti maximin igra¢ A nastoji sebi osigurati najveéi minimalni dobitak, a igra¢ B Zeli sebi
osigurati najmanji maksimalni gubitak odabirom ishoda minimax. Ako postoji sedlo, u igri s nula-sumom za
oba je igraca najbolje igrati sedlo.

Pogledajmo ponasanje ovakvih strategija u kontekstu igara s nenul-sumom. Za igru iz Primjera 7, potrazimo
povoljniji ishod od onog dobivenog uspostavom Nashove ravnoteze. Uzmimo da igra¢ A Zeli maksimizirati
minimalni dobitak. Gledajuci njegove isplate, vidimo da je najmanji element u prvom retku 2, a u drugom 0.
Kako je 2 > 0, igraC A ¢e potezom 7y osigurati dobitak vrijednosti najmanje 2.

Definicija 13. U igrama s nenul-sumom, optimalna strategija za igrata A, s obziirom na njegovu igru,
naziva se razborita strategija za igra¢a A. Ishod igre u tom sluéaju naziva se sigurnosni nivo igraéa A.

Dakle, odabirom razborite strategije, igra¢ A osigurava najmanje onaj dobitak koliko iznosi njegov sigurnosni
nivo. U Primjeru 7 razborita strategija igraca A je X = (1,0), a sigurnosni nivo je 2. To je ujedno i sedlo za
igru igraca A.

U igri igraca B ne postoji sedlo. Razborita stategija Y = (%, %) za igrac¢a B dobiva se rjeSavanjem matri¢ne
igre s nula-sumom. Njegov sigurnosni nivo iznosi % Ako igraci odigraju svoje razborite strategije, ishod igre
(2) je E(X,Y) = %(4, 8) + %(2, 0) = %, 3—72) Taj ishod nije Pareto optimalan, niti dobiven uspostavom
Nashove ravnoteZe. Isplata p;; = (4, 8) je bolja za oba igraa. Ukoliko oéekuje da ¢e igra¢ A odigrati svoju
razboritu strategiju, igra¢ B bi odabirom strategije Y = (1, 0) sebi osigurao dobit vrijednosti 8. Analogno,
ako ocekuje da ¢e igra¢ B odabrati svoju razboritu stretegiju, igra¢ A odabirom poteza r; dobiva

% -4+ % -2 = %, a odabirom poteza ry dobiva % -6 + % -0 = 2—74. Svaki igrac trebao bi potraziti najbolji
odgovor na razboritu strategiju drugog igraca.

Definicija 14. U igrama s nenul-sumom, igraCeva kontra-razborita strategija je njegov najbolji odgovor na
razboritu strategiju protivnika.
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Strategija igraca A Strategija igrata B Isplata igrata A Isplata igrada B
razborita razborita 3.14 4.57
razborita kontra-razborita 4 8

kontra-razborita razborita 3.42 4.57
kontra-razborita kontra-razborita 6 2

Tablica 1: Razborite i kontra-razborite strategije u igri iz Primjera 7

Iz Tablice 1 vidimo da je, u igri iz Primjera 7, za igraca A najbolje ako oba igraca odaberu kontra-razborite
strategije, a za igrata B ako na razboritu strategiju igra¢a A odgovori kontra-razboritom strategijom.

Razmotrimo detaljnije rjeSivost igre.

Definicija 15. Igra za dva igraca je rjesiva u strogom smislu ako vrijedi:

1) postoji barem jedna Nashova ravnoteza koja je Pareto optimalna i

2) ako postoji vise Pareto optimalnih Nashovih ravnoteZa, one su sve ekvivalnentne? i medusobno
razmjenjive’.

Sve do sada prikazane igre s nenul-sumom nisu rjesSive u strogom smislu.

Primjer 16. Ova je igra rjesiva u strogom smislu:

Karolina
S1 S92
e 7 [0 63)
T2 (1,0) (O, 1)

Za Ruzu je strategija X = (1, O) dominantna. Znajudi to, Karolina radije igra potez s; nego s2. Ishodom
P11 = (2, 3) postignuta je Nashova ravnoteza u ovoj igri jer niti jedna od igraCica nema potrebu promijeniti
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strategiju. Taj je ishod i Pareto optimalan jer ne postoji drugi koji je za obje bolji ili barem jednako dobar.

3 Primjena nekooperativnih igara s nenul-sumom

Nekooperativne igre s nenul-sumom imaju Siroku primjenu u brojnim situacijama iz svakodnevnog Zivota, na
primjer: igra kamen-skare-papir, igra bacanja novciéa i Sah. Ipak, najpoznatiji primjer nekooperativne igre s
nenul-sumom je Dilema zatvorenika. 1950. godine americki matematicari Melvin Dresher i Merrill Flood razvili
su igru s nenul-sumom koja ima jedinstvenu Nashovu ravnotezu koja nije Pareto optimalna. Kasnije je
kanadski matematicar Albert W. Tucker osmislio pri¢u koja odgovara situaciji u igri te tako doprinio
popularizaciji te igre.

Primjer 17. [Dilema zatvorenika]Policija je uhitila dvojicu osumnji¢enika za zlocCin te ih pojedinacno ispitala.
Pritom, nisu mogli medusbno komunicirati. Tuzitelj je svakom zatvorniku rekao sljedece:

1.) "Ako jedan od vas prizna sudjelovanje u zloCinu, a drugi ne, onda ¢e onaj koji prizna biti nagraden
slobodom, a onaj koji ne prizna dobit ¢e kaznu vecu za 3 godine od predvidene."

2.) "Ako obojica priznate sudjelovanje u zlo¢inu, svaki od vas bit ¢e kaznjen propisanom kaznom od 2 godine
zatvora."

Postoji i mogucnost da oba osumnji¢enika budu oslobodena zbog nedostatka dokaza, ako se obojica odluce za
Sutnju. Matrica isplata ovog problema je:

Osumniéenik B

priznaje ne priznaje
riznaje —-2,—2 0,—5
Osumnji¢enik A P . J . ( ) )
ne priznaje (—=5,0)  (0,0)

Ako oba igra¢a odaberu svoje dominantne strategije X =Y = (1, 0), uspostavom Nashove ravnoteze
dobivamo isplatu p11 = (—2, —2). Ona nije Pareto optimalna, jer je za obojicu bolja isplata p22 = (0, 0),
jedina Pareto optimalna isplata ove igre.

Ovo je tipican primjer sukoba individualne racionalnosti dominantnih strategija i kolektivne racionalnosti
Paretova principa. Oba osumnji¢enika slijede vlastite interese, sto rezultira loSijim izborom za obojicu. Ovaj bi
problem najlakse rijeSili ako im dopustimo suradnju. Moguce je da oba igra¢a budu oslobodena i ako postoji
mogucnost predvidanja sto bi drugi osumnji¢enik mogao uciniti. No, tesko je predvidjeti Sto ¢e netko uciniti.



Kod Dileme zatvorenika nema pouzdane strategije koja bi uvijek rezultirala najboljim ishodom igre za oba
igraca.

Sli¢ne igre sa zanimljivim aspektima socijalne interakcije bile su primjenjivane u eksperimentalnom radu iz
podrucja socijalne psihologije. Mnogi su takvi problemi vezani uz ekonomiju, na primjer situacija u kojoj dva
trgovacka lanca u svom natjecanju za kupce razmisljaju kako ih zadrzati i kako steéi nove, a da pritom i dalje
budu na dobitku. Ako oba lanca snize cijene kako bi bili konkurentniji, rezultat je podjednak broj kupaca uz
nizi prihod.

4 Zakljucak

Promotrili smo razliCite strategije za rjeSavanje nekooperativnih igara s nenul-sumom, od jednostavnijih,
poput dominacije, do Nashove ravnoteze i Pareto optimalnosti. Rijesiti takvu igru nije uvijek moguce, za
razliku od igara s nula-sumom. Igre za dva igraca s nenul-sumom c¢esto odgovaraju stvarnim situacijama pa
je u tome njihova ljepota i intrigantnost, unato¢ ¢estom izostanku rjesenja.

Napomena: Clanak je nastao iz diplomskog rada studenta Mije Radosa, pod mentorstvom doc. dr. sc. Ane
Jurasi¢, na Diplomskom sveuciliSnom studiju Matematika i informatika - smjer nastavnicki, Fakulteta za
matematiku Sveucilista u Rijeci.
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1Cista strategija odgovara uzastopnom biranju jednog od mogucih poteza.
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