ZANIMLJIVOSTI

64. Drzavno natjecanje iz matematike,
Hrvatska, 24. — 26. travnja 2023. g.

Skolsko natjecanje iz matematike ove §kolske godine odrzano je 26. sije¢nja, a Zupa-
nijsko natjecanje iz matematike 1. oZujka. Samo DrZavno natjecanje iz matematike ove
je godine odrzano 25. travnja u Porecu, za ucenike srednjih Skola, A varijante i B varijan-
te. Zadatke je priredilo posebno podpovjerenstvo za A varijantu i B varijantu DrZavnog
povjerenstva za matemati¢ka natjecanja.

Sudionici ovogodis$njeg Drzavnog natjecanja bili su smjeSteni u hotelu Delfin. Sudje-
lovalo je 266 ucenika osnovnih i srednjih $kola, te oko 150 mentora. Na otvaranju su su-
dionike pozdravili predstavnica Istarske Zupanije Doriana Sumberac-Jeli¢, gradonacelnik
Poreca Loris PerSuri¢ i vis$i savjetnik Vesko Nikolaus ispred Agencije za odgoj i obrazo-
vanje. Domacini natjecanja su bili Srednja $kola Mate Balote i Osnovna $kola Pore¢. Za
vrijeme natjecanja, mentori su imali seminar kojeg su odrzali Ivan Miosi¢, Ilko Brnetic,
Ana Ostoji¢ i Sanja Stilinovi¢. U slobodno vrijeme su ucenici i mentori mogli posjeti-
ti Eufrazijevu baziliku u pratnji vodica. Na zatvaranju smo se s velikom tugom prisjetili
Martina Filipc¢iéa, ucenika 1. razreda, koji je preminuo deset dana prije natjecanja.

Za srednje je Skole podijeljeno 5 prvih, 8 drugih, 8 trec¢ih nagrada i 21 pohvala za A
varijantu, te 6 prvih, 6 drugih, 11 trecih nagrada i 16 pohvala za B varijantu.

Nagrade i pohvale u¢enika srednjih Skola

A varijanta
I. razred

Fabijan Cika¢, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Masa Dobrié¢, XV. gimnazija, Za-
greb, Kristijan Simovi¢, XV. gimnazija, Zagreb, Mare Zrno Agoli, XV. gimnazija, Zag-
reb (II. nagrada); Emil Missoni, XV. gimnazija, Zagreb (III. nagrada); Tomislav Vlajcevié,
XV. gimnazija, Zagreb, Zvonimir Stjepan Jalsovec, V. gimnazija, Zagreb, Mila Maretic,
Prva gimnazija Varazdin, Varazdin, Ivan Roguljié, I11. gimnazija, Split, Jakov MiroSevié,
XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

II. razred

Lana Milani, Gimnazija Andrije Mohorovicica, Rijeka, Val Karan, XV. gimnazija, Za-
greb (1. nagrada); Karlo Ahel, Gimnazija Andrije Mohorovi¢i¢a, Rijeka, Luka Duplancic,
XV. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Emanuel Bajamié, 111. gimnazija, Split, Jurica Spo-
ljar, XV. gimnazija, Zagreb, Ratko Karaci¢, XV. gimnazija, Zagreb (III. nagrada); Marko
Hrenié, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin, Borna Cizmarevié, Gimnazija Andrije Moho-
roviciéa, Rijeka, Karla Pogelsek, XV. gimnazija, Zagreb, Dario Vuksan, XV. gimnazija,
Zagreb (pohvala).
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III. razred

Lara Semes, XV. gimnazija, Zagreb (I. nagrada); David Lang, XV. gimnazija, Zagreb,
Adrian Grbac Lackovié, XV. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Viktor Kati¢, I11. gimnazi-
ja Osijek, Osijek, Lucija Pongrac, XV. gimnazija, Zagreb (III. nagrada); Petra Grubisic,
Gimnazija Antuna Vrancica, Sibenik, Tin Salopek, XV. gimnazija, Zagreb, Lara Berket,
III. gimnazija, Split, Mihovil Petri¢, XV. gimnazija, Zagreb, Petar Juki¢, XV. gimnazija,
Zagreb, Ema Kolmanié, XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

IV. razred

Namik Agi¢, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Stella Colo, Gimnazija Franje Pet-
rica, Zadar (II. nagrada); Emanuel Tukac¢, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin, Borna Ba-
njanin, XV. gimnazija, Zagreb (III. nagrada); Lovre Pazinovi¢, Ill. gimnazija, Split, Sime-
on Stefanovié, Srednja Skola za elektrotehniku i rac¢unarstvo, Rijeka, Janko Buseli¢, XV.
gimnazija, Zagreb, Ivan Janji¢, XV. gimnazija, Zagreb, Dan Erceg, 1II. gimnazija, Split
(pohvala).

B varijanta
I. razred

Luka Ozvacié, Srednja $kola Ivan Svear Ivani¢-grad, Ivanié-Grad (1. nagrada); Ana Kar-
la Vodanovié, XV. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Marko Glucina, Srednja $kola Andrije
Kaci¢a Miociéa, Makarska, Viktorija Pribanié, IX. gimnazija, Zagreb (I1I. nagrada); La-
na Perié, Prirodoslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb, Dominik Belavié, Srednja $kola
Ivan Svear Ivani¢-Grad, Ivani¢-Grad, Toni Misura, Prirodoslovna $kola Vladimira Prelo-
ga, Zagreb, BlaZ Hrastié, Elektrostrojarska Skola, Varazdin (pohvala).

II. razred

Mihael Miloslavié, Biskupijska klasi¢na gimnazija Rudera BoSkoviéa s pravom javnos-
ti, Dubrovnik (I. nagrada); Petar Marié¢, Srednja Skola Dugo Selo, Dugo Selo, Matija Lju-
ti¢, Prirodoslovna i graficka $kola Rijeka, Rijeka (II. nagrada); Matej Tomié, Srednja Skola
Ban Josip Jelaci¢, ZapreSi¢, Lorena Kaiser, Prirodoslovna $kola Vladimira Preloga, Zag-
reb, Borna Basi¢, Prirodoslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb (III. nagrada); Stefano
Stocco, Talijanska srednja Skola Dante Alighieri — Scuola media superiore italiana Dante
Alighieri, Pola, Pula, Zvonko Andrijevié¢, IX. gimnazija, Zagreb (pohvala).

III. razred

Matija Krivec, Gimnazija Sesvete, Sesvete, Bernard Pribani¢, 1. tehnicka Skola Tesla,
Zagreb (1. nagrada); Danijel Pilaj, Gimnazija Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec (II.
nagrada); Ante Sola, Tehnicka Skola Rudera BoSkovica, Zagreb, Matej Ban, Srednja Skola
Hrvatski kralj Zvonimir, Krk, Borna MandZuka, Srednja Skola “Vladimir Gortan”, Scu-
ola media superiore “Vladimir Gortan”, Buje (III. nagrada); Vilim Novotny, Elektrostro-
jarska 8kola, Varazdin, Karlo Levanié¢, Graditeljska, prirodoslovnai rudarska $kola, Varaz-
din, Nediljko Marjanovié, V. gimnazija Vladimira Nazora, Split, Vice Kunjasi¢, Gimnazija
Pula, Pula, Luka Klancir, Srednja $kola Zlatar, Zlatar, Ema Pisanski, Prirodoslovna Skola
Vladimra Preloga, Zagreb (pohvala).

IV. razred

Lucija Stipeti¢, Gimnazija i strukovna Skola Bernardina Frankopana, Ogulin, Vito Anié,
Gimnazija Nova GradiSka, Nova GradiSka (I. nagrada); Ela Beni¢, Gimnazija Dubrovnik,
Dubrovnik, Tin Jovanovié, Graditeljska tehnicka Skola, Zagreb (II. nagrada); Tara Turk,
Prirodoslovna §kola Vladimira Preloga, Zagreb, Dea Gubijan, Srednja $kola Vrbovec, Vr-
bovec, Jan Volenec, Tehnic¢ka $kola Rudera Boskovica, Zagreb (III. nagrada); Kristijan
Bilanovié¢, Srednja Skola Vrbovec, Vrbovec, Ivan Marko Konovski, Prirodoslovna Skola
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Vladimira Preloga, Zagreb, Marin Stani¢, 1I. gimnazija, Zagreb, David Vorano, Srednja
Skola Mate BlaZine Labin, Labin (pohvala).

Zadatci s Drzavnog natjecanja — A varijanta

I. razred

1.

Odredi sve trojke (p,q,r) prostih brojeva za koje vrijedi pg+r=14rp+ gr.

2. Odredi najmanju vrijednost koju moZe poprimiti izraz

a +b*+ |ab — 1| + |ab — 4|
za neke realne brojeve a i b.

Dan je trokut ABC u kojem je JBAC = 45°, |AB| = 4, |AC| = 3v/2. Neka su AD
i BE visine tog trokuta. Okomica na AB kroz tocku E sijete duzinu AD u tocki
P. Odredi |EP|.

Za realne brojeve a, b i ¢ vrijedi
abc = —1, a+b+c=4 i

a " b " c 4
a—3a—-1 b-3b—-1 c2—3c—1 9
33

Dokazi da je a® + b* + > = 5
Neka je n prirodni broj. Dana su dva jednaka kompleta od po n kartica s oznaka-
ma od 1 do n. Na stol su nekim redom slijeva nadesno posloZene sve kartice prvog
kompleta, a u nastavku istim redom sve kartice drugog kompleta. Kazemo da je ta-
kav poredak kartica dobar ako je mogudée odabrati i ukloniti nekih n kartica tako
da preostane n kartica s brojevima od 1 do n poredanih u rastu¢em poretku slijeva

nadesno. Koliko ima dobrih rasporeda kartica?

II. razred

1.
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Odredi polumjer osnovke stoSca ¢ija je izvodnica duljine 1, tako da razlika povrSina
njegovog plasta i njegove osnovke bude maksimalna. Dokazi da je jedno od rjeSenja
broj —1.

. Odredi, ako postoje, racionalne brojeve a i b tako da jedno rjeSenje kvadratne jed-

nadzbe x* + ax+ b =0 bude /3 + V8.

. Manda je, za odabrani prirodni broj n > 3, izradila sve stranice i sve dijagonale

1
pravilnog n-terokuta od tankog pruéa. Zatim je Ivan tih 3 n(n — 1) Stapova podi-

jelio u grupe po tri Stapa tako da se od svake grupe moZe napraviti trokut. Za koje
je brojeve n to mogude?

. Simetrala kuta JACB sijeCe stranicu AB trokuta ABC u to¢ki K, a opisanu kruz-

nicu u tocki L (L je razli¢ito od C). Neka je I srediSte upisane kruZnice trokuta
ABC, a § srediSte opisane kruznice trokuta /KB. Neka je P sjeciSte pravca SL i
stranice AB. DokaZi da je pravac SK tangenta kruZnice opisane trokutu KLP.

. Postoji li skup od 100 prirodnih brojeva takav da za svaka Cetiri elementa tog skupa

njihov umnozak dijeli zbroj njihovih Cetvrtih potencija?



III. razred

1.

Koliko ima prirodnih brojeva n za koje postoji trokut sa stranicama duljina 3, log, n
i logyn?

Ozna¢imo s 7(n) broj prirodnih djelitelja broja n. Prirodni brojevi a i b zadovo-
ljavaju jednakost a + 7(a) = b> + 2. DokaZi da je broj a + b paran.

Dan je trokut ABC. Neka je tocka D noZiSte visine iz vrha A, a tocka E sjecis-
te simetrale kuta YCBA s nasuprotnom stranicom. Ako je <BEA = 45°, odredi
JEDC.

Odredi najmanji prirodan broj n za koji postoje realni brojevi xi,...,x, € [1,4]
koji zadovoljavaju nejednakosti:

X1+x4+...+x,

v
=

— 4+ —+...
X1 X2

_|_

=

Y
W W[

s

Na ploc¢i dimenzija 3 %2023 koja je na pocetku prazna igra se igra za dva igraca koji
naizmjence vuku poteze. U pojedinom potezu igra¢ odabire dva prazna polja koja
se nalaze u istom retku ili istom stupcu te stavlja po jedan Zeton na ta polja. Gubi
igra¢ koji ne moze odigrati dopuSteni potez. Ako Kristina igra prva, a Ana druga,
koja od njih moZe osigurati svoju pobjedu?

IV. razred

1.

Za realni broj ¢ # 0 i prirodni broj n, neka je a; koeficijentuz x* uizrazu (1-+cx)",
a by koeficijent uz x* u izrazu (14 2c¢x)". Poznato je da su a;, as i a4 uzastopni
¢lanovi geometrijskog niza, te da su by, 2b, 1 2bs uzastopni ¢lanovi aritmetickog
niza. Odredi brojeve ¢ i n.

. Neka je S skup svih prirodnih brojeva manjih od 1000 ¢&ije su sve znamenke u de-

kadskom zapisu parne. Neka je @ kompleksni broj takav da je w?> + @ + 1 = 0.

Izracunaj zbroj Z o tj. zbroj vrijednosti w* za sve k iz skupa S.
kes

. Postoje li medusobno razliciti pozitivni realni brojevi aj, as, as, . . ., axp3 takvi da

se od
jednog kvadrata stranice duljine aj,

tri kvadrata stranica duljine as,. ..,
k kvadrata stranice duljine a,.. .,

2023 kvadrata stranica duljine axg3

mozZe sastaviti kvadrat?

. Dan je 3iljastokutan trokut ABC u kojem je |AC| < |BC|. Njegove visine AD i

BE sijeku se u ortocentru H. Duzine DE i CH sijeku se u tocki I, a pravci DE i
AB u tocki X. Neka je H; ortocentar trokuta XAC, a H, ortocentar trokuta X/C.
Ako je |AH,| = |IH,|, dokazi da je |AI| = |DH,)|.

. Odredi sve funkcije f : N — N takve da za sve a,b € N za koje je f(a) # b

vrijedi f(a) — b | f(a)®> +2b+ 1 — f(b)>.
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Zadatci s Drzavnog natjecanja — B varijanta

I. razred

1.

S.

Odredite sve realne brojeve p # 2 takve da za rjeSenja sustava jednadzbi
xX+py=3
{ px+4y =6
vrijedi y —x < p.
Rijesite jednadzbu ||x — 2023| 4 2022x| = 2022 — 2023 — x|| .
Vrhovima kvadrata ABCD, Matko je pridruzio razli¢ite prirodne brojeve manje od
16 tako da pri odabiru bilo koja tri vrha kvadrata, aritmeticka sredina njima pridru-

Zenih brojeva bude cijeli broj. Na koliko je razli¢itih nac¢ina Matko mogao nume-
rirati vrhove kvadrata?

Kut <CBA trokuta ABC je dvostruko ve¢i od kuta SBAC. Ako je |BC|: |AB| =
4:5 1 |AC| = 18, odredite opseg i povrinu trokuta ABC.

Odredite sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe (mn — 3)? = m?> + n®> — 4mn.

I1. razred

1.

. Na slici je prikazana pravokutna slika s okvirom.

Izracunajte koliko je

( 6+4v2  6-42 )2
V2+V6+4v2 V2-\6-4v2)

Odredite a € R tako da rjeSenja jednadzbe a(x* — 1) +4x = 5 budu razliciti realni
brojevi veci od 1.

Dvije jednake posude od po 30 litara sadrze ukupno 30 litara svjeZe cijedenoga soka
od narande. U prvu posudu dolijemo vode do vrha, a zatim dobivenom mjeSavinom
soka i vode napunimo drugu posudu do vrha. Potom u prvu posudu prelijemo 12
litara nove mjeSavine soka i vode iz druge posude. Sada je u drugoj posudi 2 litre
svjeZe cijedenoga soka manje nego u prvoj posudi. Koliko je soka bilo u pojedinoj
posudi na pocetku?

Duzine AD i EH, duljine 12, podijeljene su tocka-

ma B i C, odnosno F i G, na tri jednaka dijela. g F G H
Nad svakime od tih dijelova konstruirani su poluk-
rugovi koji se medusobno dodiruju u tockama R, S
i T kao §to je prikazano na slici. KruZnica k sa sre- R S T
diStem u tocki S polumjera je duljine 4. Kolika je
vjerojatnost da slu¢ajno odabrana tocka unutar kru-
Znice k nece biti unutar polukrugova, ve¢ u osjen-
¢anom dijelu?

Osjencani dio predstavlja sliku, a okvir je sastav-
ljen od osam sukladnih trapeza. Duljine osnovi-
ca tih trapeza prirodni su brojevi, a iznos povrsine
svakoga pojedinog trapeza prost je broj. Ako je
povrsina slike manja od 200 kvadratnih jedinica, kolika je najve¢a moguca povrSina
slike?
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III. razred
1. Zadan je trokut ABC. Na pravcu 2x +y + 10 = 0 leZi stranica BC toga trokuta,

na pravcu 2x —y — 2 = 0 stranica AC i na pravcu 2x — 7y + 10 = 0 leZi teZi$nica
iz vtha A. Odredite koordinate vrhova trokuta ABC.

(1+1g1°)(1 +122°) — 2
(1 —tg1°)(1 —tg2°) -2’

3. Odredite sve troznamenkaste prirodne brojeve abc za koje je a+ b+ ¢ = alog, c.

2. Odredite $iljasti kut o ako je tga =

4. Glinena posuda za cvijece visine 4 dm ima oblik geomet- g p D
rijskoga tijela koje nastaje rotacijom geometrijskog lika sa
slike oko njegove osi simetrije, pravca p. Pri tome je sje-
ciSte pravaca AF i BC u polovistu duzine ED, a pravaca
EF i CD u polovistu duZine AB. Koliko iznosi volumen
posude (zanemarite debljinu stjenke)?

5. Neka je f realna funkcija sa sljede¢im svojstvima:

* Dy = [—4,00), 4

° £(0)-f(1) <0,

e funkcija f strogo je padajuca na ¢itavoj domeni i ima jednu nultocku.
Odredite sve x € R za koje vrijedi nejednakost f (a* +2a* —7) < f (a* —5), pri
¢emu je a nultocka zadane funkcije f .

IV. razred
1. U skupu kompleksnih brojeva rijesite jednadzbu (x + 5)° = x> + 5°.

2. Odredite prirodnu domenu funkcije f (x) = \/ log,._, (x? —4x+3).

3. Odredite sve polinome P s realnim koeficijentima za koje je jednakost
x-Plx—1)=(x—2023)- P(x)
ispunjena za sve realne brojeve x.

4. Zadani su geometrijski likovi Ly, Ly, L3,... . Lik L; jednakostrani¢ni je trokut
povrsine 1. Svaki sljededi lik nastaje tako da se svaka od stranica prethodnog lika
podijeli na tri jednaka dijela i iznad srednjeg dijela konstruira novi jednakostranic¢ni
trokut. Nakon konstrukcije jednakostrani¢nog trokuta briSe se srednji dio iznad ko-
jeg je napravljena konstrukcija (vidi sliku). Odredite povrSinu n-tog lika L, kons-
truiranog na opisani nacin.

L, L, Ly

5. TeZiStem jednakostrani¢nog trokuta stranice a prolazi proizvoljni pravac. DokaZite
da je zbroj kvadrata udaljenosti vrhova trokuta do tog pravca konstantan, to jest ne
ovisi o izboru pravca.

Matko Ljulj
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