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1. Uvod

Svi uèenici ne mogu usvajati nastavne sadr�aje na isti naèin, istim
tempom i brzinom, istom lakoæom i potpunošæu. Zato uèitelj ima dvo-
struki zadatak: (1) postaviti odgovarajuæe ciljeve u odnosu na sadr�aje
koje uèenici trebaju usvojiti i (2) planirati takve aktivnosti koje æe pri-
donijeti da uèenici steknu takva iskustva koja æe ih voditi postizanju
postavljenih ciljeva. Da bi se ovo postiglo, uèitelj mora shvatiti postav-
ljene matematièke ciljeve kao i naèine kako uèenici usvajaju matematièke
sadr�aje. On mora imati na umu da u uèenju postoje odreðene etape i
razdoblja, kao i stupnjevi te da poèetno razumijevanje i ovladavanje ma-
tematièkim vještinama mo�e dovesti do ne�eljenih posljedica ako se ne
rabe, obnavljaju ili ne primjenjuju. Zato uèitelj mora pa�ljivo razmotriti
postupke i prilagoditi ih za postizavanje optimalne uèinkovitosti u ospo-
sobljavanju uèenika da dostignu �eljene ciljeve.

Problem nastave matematike jest problem unaprjeðivanja uèenja.
Uèenici su ti koji uèe, pa problem nastave matematike postaje problem
usmjeravanja njihovih aktivnosti u takvim pravcima kako bi se postiglo
odgovarajuæe uèenje. Onaj uèitelj koji razmišlja o naèinima na koje uèe-
nici uèe matematièke sadr�aje postiæi æe bolje rezultate negoli onaj koji to
ne èini.

Uèenje je aktivan proces. Ono se posti�e raznovrsnim aktivnostima i
prilazi mu se raznovrsnim putovima: èitanjem, slušanjem, postavljanjem
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pitanja, radom na tiskanom materijalu, pisanjem, crtanjem, usporeðiva-
njem, analiziranjem, sintetiziranjem, raèunanjem itd. Sve su ove aktiv-
nosti sadr�ane u razmišljanju. One moraju biti tako planirane da onoga
koji uèi vode razumijevanju i ovladavanju sadr�ajima na razini koja od-
govara njegovim intelektualnim sposobnostima i stupnju školovanja.

Da bi nastava bila uspješna, potrebno je da se nastavni sadr�aji oda-
beru i sistematiziraju tako da odgovaraju uzrastu i intelektualnom razvoju
uèenika. Oni moraju biti predstavljeni na razumljiv i zanimljiv naèin.
Steèene vještine i pojmovi te usvojena znanja, jednom razvijeni, moraju se
odr�avati i njegovati ponavljanjem i vje�banjem i ne smije se dozvoliti da
zbog nekorištenja padnu u zaborav.

Kako uèenici ne uèe istom lakoæom i istim tempom, potrebno je
du�nu pa�nju posvetiti njihovim individualnim razlikama. �elimo li da
nastava bude maksimalno uèinkovita, ona se mora odvijati sa smišljenom
namjerom osiguravanja maksimalnoga prijenosa znanja. Pritom odnos
matematike prema drugim podruèjima uèenja mora biti jasno uoèljiv i is-
taknut.

Matematika je nastavni predmet koji je – kao ni jedan drugi predmet
– kumulativan i neprekidno se proširuje kako u teoriji, tako i u primjeni.
Uèitelj matematike suoèava se s tri osnovna problema:

1. pomaganje uèenicima da razviju razumijevanja i ovladaju novim
pojmovima, postupcima, odnosima i vještinama

2. pomaganje da oèuvaju jednom usvojene vještine i znanja
3. pomaganje radi osiguravanja maksimalnoga prijenosa znanja na

svoju okolinu.
Ova tri stupnja nastave trebaju biti u najveæoj moguæoj mjeri implici-

rana u jedinstveni nastavni program. Meðutim, njihove su implikacije u
biti razlièite i dopunjujuæe. Usvajanje novih nastavnih sadr�aja mora se
temeljiti na veæ usvojenim znanjima i vještinama i u tom smislu slu�i kao
sredstvo za odr�avanje veæ postignutoga znanja. No, takovo odr�avanje
znanja ovisi o usvajanju novih sadr�aja i tako ga valja promatrati.

2. Nastava s ciljem razvijanja razumijevanja –
nastava za razvoj

Najva�niji problem nastave matematike je usvajanje novih sadr�aja.
Radi se o onoj etapi u kojoj se od uèitelja zahtijevaju najviše vještine i
umijeæa. Oèituje se u sljedeæem: objasniti i razjasniti, izazvati nedoumicu
(problemska nastava), voditi k otkrivanju (otkrivajuæa nastava), razvijati
razumijevanje. Da bi odgovorio ovim zahtjevima uèitelj mora razmotriti
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logièke veze i odnose koji su sadr�ani u nastavnoj jedinici. Jednako tako,
mora uoèiti veze i odnose novih pojmova koji se pred uèenike postavljaju
prema njegovoj iskustvenoj osnovi. Pored toga, uèitelj mora biti u stanju
predvidjeti moguæe teškoæe i probleme, te ustanoviti i razjasniti stvarne
teškoæe kada se pojave u nastavnome procesu.

Uspješna nastava zahtijeva racionalnost u trošenju vremena i pritom
se interes i motivacija stalno potièu i odr�avaju. Pri obradi novih nastav-
nih sadr�aja polazi se obièno od pretpostavke da su uèeniku nastavni
sadr�aji koje mora usvojiti potpuno nepoznati. Meðutim, to nije uvijek
tako. U nekim sluèajevima oni vladaju pojmovima i postupcima za koje se
pretpostavlja da su im novi, nepoznati. U takvim situacijama oni postaju
nemirni i nestrpljivi, pa�nja im luta, atmosfera u razredu postaje nepovolj-
na za uspješno uèenje.

Prije nego li se pristupi realizaciji usvajanja novih nastavnih sadr�aja,
po�eljno je da uèitelj inicijalnim ispitom utvrdi inventar znanja, tj. pred-
znanje uèenika u odnosu na nove sadr�aje. Izvršivši prethodno ispitivanje,
uèitelj æe biti u situaciji da smišljeno nastavi s izgraðivanjem potrebne
osnove i da uspješno izlo�i nove nastavne sadr�aje.

Pri prijelazu na novu nastavnu cjelinu, va�no je uèenicima dati pre-
gled nastavnih tema i jedinica koje su njezine sastavnice kako bi mogli sa-
gledati glavne ideje, probleme i postupke u njoj, njihov meðuodnos i od-
nos prema nastavnoj cjelini te da se uka�e na odnos prema ranije uèenim
nastavnim sadr�ajima. Ovo ima za cilj: (1) dati znaèenje i va�nost opæim
idejama nastavne cjeline i njenim sastavnicama (nastavnim temama i jedi-
nicama), i (2) dati motive za sustavno uèenje koje mora biti glavni dio
rada pri usvajanju sadr�aja nove nastavne cjeline. Uèitelji matematike
najèešæe ne uoèavaju va�nost davanja ovakvoga pregleda kao sastavnoga
dijela odgojno-obrazovnoga procesa. Uglavnom se novi sadr�aji po formi
i obliku daju onako kako su izlo�eni u ud�beniku, bez nastojanja da se oni
pove�u kao cjelina.

Uèitelj æe pregled dati u obliku dobro organiziranoga izlaganja koje
ne smije trajati dugo. Tijekom davanja ovoga pregleda uèenici su u ulozi
slušaèa. Ovo naravno ne znaèi da je postavljanje pitanja i komentara s nji-
hove strane zabranjeno, ali treba ustrajati da svoja pitanja i komentare
odlo�e za kraj izlaganja kada treba povesti širu i djelotvornu raspravu. To
iz razloga da se ne prekida kontinuitet misli, što je od posebne va�nosti za
ovu etapu nastave. Davanje pregleda pru�a velike moguænosti poticanja
uèenika na radoznalost, interes i motiviranost, što kod uèenika razvija
vještinu dobra slušatelja. Pregledu prethodi kratak tekst zbog efikasnosti
izlaganja i eventualne potrebe novoga razjašnjavanja nekih pitanja prije
nego li se pristupi izlaganju sadr�aja nove nastave cjeline.
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Za izvoðenje nastave matematike monološka je metoda, kakva se
obièno koristi u nastavi, nedovoljna. Najèešæa je pogreška uèitelja što
preširoko koriste metodu izlaganja ili suvislog razmatranja danog pitanja,
i zatim nastavljaju s izlaganjem i pritom pretpostavljaju da su uèenici izla-
ganje u cijelosti slijedili i razumjeli. Meðutim, ta pretpostavka najèešæe
nije opravdana, jer su uèenici rijetko u situaciji da na primjeran i neposre-
dan naèin usvoje jednostrano razmatranje novoga sadr�aja od strane uèi-
telja. Prije ili kasnije javit æe se teškoæe, i ukoliko se odmah ne otklone, ti
æe sadr�aji ostati nejasni i rezultirat æe poteškoæama pri usvajanju i razu-
mijevanju nastavnih sadr�aja koji se temelje na njima ili se makar djelo-
mièno koriste u nekim novim situacijama.

Ovo, naravno, ne znaèi da monološku metodu valja izbjegavati. U
mnogim je situacijama izlaganje korisno i apsolutno neophodno. To se
primjerice odnosi na objašnjavanje znaèenja novih naziva, pojmova i sim-
bola. Metoda izlaganja u nastavi matematike treba biti na korist objaš-
njavanja i ilustriranja, i pritom ju ne treba produ�avati više nego li je
potrebno. Osim toga, izlaganje ne smije biti jednosmjerno; ono treba biti
protkano uèiteljevim pitanjima koja æe potaknuti uèenikova pitanja. To
dovodi do tjesnije suradnje i kada do toga doðe, u tom trenutku, metoda
izlaganja prerasta u viši stupanj rada – metodu razgovora.

Naravno da nije lako potaknuti uèenike da postavljaju pitanja. Teš-
koæe koje nastaju u njima samima nisu dovoljno odreðene da bi oni bili u
stanju iskazati ih rijeèima. Kako su uèenici vrlo osjetljivi na moguænost da
u oèima drugih uèenika ispadnu spori u razumijevanju i shvaæanju ili iska-
zivanju svojih razmišljanja, radije, da ne doðu u neprilike, ne koriste te
moguænosti i prelaze preko njih. Zato uèenici vrlo èesto dozvoljavaju da
èinjenice koje nisu razumjeli ili koje nisu shvatili proðu nerazjašnjene. To
mo�e kasnije imati za posljedicu niz teškoæa i pri usvajanju matematièkih
sadr�aja. Stoga uèenike valja aktivno ukljuèivati u proces stjecanja znanja
i hrabriti ih da postavljaju pitanja svaki put kada nisu u stanju jasno pratiti
izlaganje sadr�aja.

Pa i onda kada se u tome uspije ne mo�e se oèekivati da æe uèenici
iznijeti sva pitanja koja tijekom izlaganja, razmatranja ili objašnjavanja
novih sadr�aja zahtijevaju posebnu pozornost. Zato uèitelj mora nasluæi-
vati ta pitanja i biti uvijek spretan uoèiti ih kada se pojave. Ovo se vrlo
èesto mo�e uoèiti iz izraza uèenikova lica, kada lice, iako nije postavljeno
nikakvo pitanje, poprimi upitan izraz. Prilika je sada uèitelju da priklad-
nim pitanjima provjeri u kojoj su mjeri uèenici razumjeli izlagane sa-
dr�aje. Jednako tako, prije prijelaza na druge aktivnosti, po završetku
izlaganja bilo kojeg novog sadr�aja, uèitelj mora provjeriti jesu li uèenici
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razumjeli izlagano. Postavljanje nekoliko opæenitih pitanja s namjerom
zaokru�ivanja izlo�enih sadr�aja, potpuno je neadekvatno. Uz takva pi-
tanja vrlo èesto nastaje muk, a to nije nikakvo jamstvo da su uèenici pratili
tijek izlaganja, mada se to najèešæe tako tumaèi.

Meðutim, kada se uèenici s dobro odabranim pitanjima navedu da
sami otkrivaju èinjenice i odnose meðu njima, uspjeh je oèigledan. Ovo ga
èini aktivnim sudionikom odgojno–obrazovnoga procesa i omoguæava bu-
ðenje njegova interesa. Uèenik postaje aktivan primatelj informacija.

Kao što ne postoji jedinstvena metoda uèenja novih pojmova, tako
ne postoji ni jedinstvena metoda nastave koja bi odgovarala svim situaci-
jama. U tome mo�e najbolje pomoæi nastava za razvoj. Postupak koji s
uspjehom primjenjuje jedan uèitelj mo�e se pokazati neuspješnim kad ga
primjeni drugi ili èak isti uèitelj, ali u drugim okolnostima ili nekom
drugom razrednom odjelu. Mnogo ovisi o liènosti uèitelja, njegovom za-
nosu, taktu, strpljenju, odnosu s uèenicima, kao i o njegovoj sposobnosti
da intuitivno osjeti postupak koji æe najbolje i svrhovito poslu�iti da se
iskoristi trenutaèna psihološka situacija u uèionici ili da ga prilagodi tako
da najjaèe pridonese u pravcu postavljenoga cilja. U nastavi za razvoj na-
juspješniji æe biti onaj uèitelj koji vlada razlièitim metodama i postupcima
i koji ih upotrebljava tako da se u danoj situaciji najpovoljnije meðusobno
dopunjuju.

Zbog preopširnosti nastavnog programa i ne baš kvalitetnih ud�be-
nika, ali i nedovoljne metodièke obuèenosti uèitelja, jedna od pogrešaka
koju oni èine je ta što pokušavaju u danom razdoblju obuhvatiti mnogo
sadr�aja ili danu kolièinu sadr�aja prijeæi u suviše kratkom vremenu. Re-
zultat takvog odnosa je površno ili nikakvo uèenje. U nastavi za razvoj, pri
obradi novih sadr�aja uèitelj treba izbjegavati suviše brzo formiranje po-
jmova. Naime, formiranje novih pojmova i postupaka vezanih uz njih spor
je proces i on uvijek zahtjeva odreðenu diskusiju. Kad god je moguæe
uèenike usmjeriti prema istra�ivaèkim aktivnostima tako da budu voðeni
prikladnim pitanjima te sami otkrivaju, to treba èiniti. Ponekad je neop-
hodno da uèitelj dade direktnu informaciju. Tada ona treba biti kratka i
jasna, i treba na odgovarajuæi naèin provjeriti njen uèinak. Novim znanji-
ma, kako se razvijaju, treba dati stalnost, jasnoæu i zanimljivost pomoæu
primjerenih ilustracija i primjena.

Nastava za razvoj nije samo stvar uèitelja. Da bi bila uspješna, ona
zahtijeva neprekidno meðudjelovanje najboljih nastojanja uèitelja i uèeni-
ka. Cilj je da se kod uèenika razvije široka osnova matematièkog shva-
æanja i razumijevanja te da se razvija interes za matematiku kako bi stekli
što bolji uvid u njenu prirodu i svrhovitost te poveæali svoju sposobnost da
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u tom podruèju samostalno misle i djeluju. Uèitelj mora planirati i voditi
svoju aktivnost u smjeru tih ciljeva. Mora nastojati da osigura najveæi mo-
guæi stupanj suradnje uèenika. Mora biti taktièan i osjeæajan, pomagati
kada je potrebno, ohrabrivati, usmjeravati, voditi, provjeravati i uvijek
iznova poticati uèenike da napregnu sve svoje snage. Na taj se naèin mo�e
oèekivati da æe nastava za razvoj dati vrlo dobre rezultate, kako pri usva-
janju nastavnih sadr�aja, tako i u izgraðivanju dodatnoga razumijevanja
matematièkih sadr�aja i njenih doprinosa u razvijanju i poveæavanju spo-
sobnosti samostalnoga matematièkoga mišljenja i zakljuèivanja te poti-
canja za daljnje izuèavanje matematike.

3. Nastava za asimilaciju – kontrolirano uèenje

Nedostatak razvojnog rada koji prethodi razdoblju samostalnog uèe-
nja razlog je mnogim teškoæama s kojima se uèenici susreæu u matematici.
Stoga oni neæe biti u stanju napredovati samostalno u smjeru asimiliranja
pojmova, postupaka i odnosa o kojima nisu stekli ni osnovno razumije-
vanje. (Ovdje asimilaciju razumijevamo kao proces kojim se novi sadr�aji,
pojmovi i vještine prilagoðavaju i pridru�uju starijim, prije usvojenim
znanjima i vještinama.) Prikladna nastava za razvoj apsolutni je preduvjet
za uspješnu asimilaciju uèenja matematièkih sadr�aja. Uèitelju koji nije
osigurao da njegov razvojni rad bude u razumnoj mjeri uspješan uèenici
æe bespomoæno lutati u mraku tra�eæi svjetlost u stvarima o kojima su
stekli tek nedovoljno razumijevanje. Prije nego li uèenici pristupe samo-
stalnom uèenju novih sadr�aja, od velike je va�nosti poduzimanje mjera
da se provjeri njihovo razumijevanje ideja koje je uèitelj pokušao razviti
kod njih kao prethodnu osnovu za njihov rad u razdoblju asimilacije.
Otkriju li se sadr�aji koji zahtijevaju daljnji razvojni rad, takve sadr�aje
valja razjasniti ponavljanjem nastave, ali sada drugaèijim pristupom, dru-
gaèijom metodom rada.

Konaèno usvajanje pojmova neæe se postiæi bez mnogobrojnih i kva-
litetnih ilustracija i postupaka bez stalne primjene, široke prakse, ni bilo
èega od svega ovoga bez dugotrajnoga i ustrajnoga intelektualnoga na-
pora samih uèenika. Svrha je nastave za razvoj da uèenicima dade osnovu
za razumijevanje i motive na kojima æe dalje graditi. Meðutim, ne mo�e
se smatrati da je proces ovladavanja tim korakom završen. To je tek poèe-
tak iza kojega slijedi razdoblje tijekom kojega æe se uèenici posvetiti za-
datku asimilacije i utvrðivanju ideja i postupaka koji su izneseni u nastavi
za razvoj.

Asimilacija mo�e iæi razlièitim putovima, mada je onaj glavni indi-
vidualno, kontrolirano uèenje.
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Razdoblje asimilacije ne mora biti neprekinuti niz nastavnih sati po-
sveæenih u cjelini uèenju i osloboðenih svega drugoga. U razvojnoj etapi
glavni je cilj da se postigne poèetno razumijevanje novoga gradiva. U etapi
asimilacije cilj je postizavanje potpunijega i dubljega uvida, veæe pozna-
vanje i veæa spretnost. Jednostavno, da se postigne stvarno vladanje nas-
tavnim sadr�ajem i ugodan osjeæaj lakoæe i bliskosti u odnosu na gradivo.
Ciljevi, naravno, povlaèe metode i aktivnosti kojima se oni mogu najbolje
dostiæi.

U etapi asimilacije uloga uèitelja postaje bitno drugaèija, on postaje
manje uoèljiv. Uèenici i njihova aktivnost u središtu su pozornosti, do-
minirajuæi su èinitelji. Uèitelj se ovdje javlja kao šaptaè i redatelj koji dje-
luje iza zastora. Povremeno æe se javljati potreba za nekom opæom ras-
pravom u cilju motiviranja i rašèišæavanja onih sadr�aja koji predstavljaju
stalan izvor teškoæa. Te diskusije trebaju, najveæim dijelom, pratiti usmjere-
no uèenje koje predstavlja osnovni vid aktivnosti u ovom razdoblju rada.

U procesu asimilacije kroz kontrolirano uèenje uèenici su glavni sudi-
onici. Uèiteljeva je zadaæa da vodi i usmjerava njihov rad, da ih potièe,
ohrabruje, da im poma�e u savladavanju te�ih i slo�enijih sadr�aja, da
ocjenjuje njihovo napredovanje i da ih razlièitim naèinima pridobije na ula-
ganje najveæih napora za trajno i funkcionalno usvajanje sadr�aja koje uèe.

Uèitelj mora biti u dodiru s radom svakog pojedinog uèenika, što
zahtjeva nadzor i brzo uoèavanje teškoæa i potreba pojedinih uèenika.
Mora biti vješt u otkrivanju kljuènih teškoæa i biti sposoban pomoæi uèeni-
cima da te teškoæe otklone. On, jednako tako, mora biti sposoban razliko-
vati uèenike koji stvarno nailaze na teškoæe od onih koji jednostavno nisu
skloni samostalnome uèenju.

Uèitelji griješe kada i na najmanji znak teškoæe odmah priskaèu u
pomoæ uèenicima i tako oni odrade posao umjesto njih. Uèitelj mora pus-
titi uèenike da se pokušaju sami othrvati s problemskim zadatkom. No,
kada procijeni da je pomoæ stvarno potrebna, tada u pru�anju pomoæi ne
smije biti škrt. Ali i tada doprinos uèenika prevladavanju teškoæe mora
biti maksimalan. Pritom ne smije dozvoliti da svoj razgovor s jednim
uèenikom završi na brzinu, bez jasno utvrðenih ciljeva pomoæi, a sve to
zbog nestrpljenja drugih uèenika kojima je pomoæ takoðer potrebna (Ka-
dum, 1988).

4. Nastava za postizanje trajnosti znanja

Razvoj i asimilacija u odgojno-obrazovnom procesu osnova su usva-
janja novoga gradiva. Bez obzira u kojoj su mjeri u poèetku sadr�aji usvo-
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jeni, oni se – ukoliko se ne odr�avaju primjenama i praksom – lako zabo-
ravljaju. Ovo posebno vrijedi za matematièke vještine i odnose. Vještine
se moraju usavršavati i odr�avati sustavnim vje�banjem, a pojmovi se mo-
raju obnavljati i primjenjivati. Nastavu koja ima za cilj da to postigne
mo�emo zvati nastava za postizavanje trajnosti znanja. Mada u opæem
sluèaju ne obuhvaæa nove sadr�aje, va�nost takve nastave kao sredstva za
utvrðivanje i odr�avanje usvojenoga mo�e se usporediti s va�nošæu raz-
voja i asimilacije u nastavi kao sredstvo za stjecanje novoga znanja.

Njezini su putovi vje�banje, obnavljanje i odr�avanje.
Vje�banje obuhvaæa sve situacije koje ukljuèuju ponavljanja iskusta-

va i otuda razmatranje vje�banja dodiruje sve vidove nastave koji pri-
donose postizavanju trajnosti znanja.

Vje�banje mora biti prihvaæeno kao va�no sredstvo za svladavanje
matematièkih vještina, baš kao što se sna�an naglasak na pojmovima i
znaèenjima mora smatrati va�nim za razumijevanje. Oboje je potrebno i
ni jedno nije samo za sebe dovoljno. Matematièke operacije, da bi bile od
koristi, potrebno je izvoditi korektno, brzo i s lakoæom. Neke od njih
treba dovesti i na razinu automatizacije. Postizanje lakoæe u takvim ope-
racijama mo�e se osigurati samo sustavnom i stalnom praksom, tj. vje�ba-
njem.

Da bi nastava bila korisna, razumijevanje mora biti u sprezi s la-
koæom operiranja. Ne treba vje�bati postupke koje uèenici prethodno
nisu razumjeli. Vje�banje u takvim okolnostima bez znaèenja je i motiva.
Ono mo�e, istina, donijeti privremenu lakoæu operiranja, ali je ona bez-
vrijedna ako nije praæena razumijevanjem. Ako nedostaju razumijevanje i
motiv, vje�banje postaje samo mukotrpan i nedovoljno uèinkovit rad.

Uspješnost vje�banja ovisi o motiviranosti. Uoèavaju li uèenici va�nost
i zanimljivost onoga na èemu rade, radit æe s oduševljenjem i usmjerenom
pa�njom, i njihov æe rad biti uspješniji.

Vje�banje se treba odvijati tako da uèenici rade brzinom i tempom
koji njima odgovara i na razinama koje su u skladu s njihovim sposob-
nostima i moguænostima. Postojanje individualnih razlika unutar jedne
grupe jasno kazuje da pojedinci neæe raditi istom brzinom i tempom i na
istoj razini zahtjeva. Za vje�banje treba osigurati dovoljno didaktièkoga
materijala kako bi svi uèenici bili korisno i racionalno zaposleni tijekom
cijeloga nastavnoga sata. Mora se osigurati i dovoljno raznolikoga didak-
tièkoga materijala koji æe pru�iti korisnu i poticajnu priliku uèenicima
razlièitoga znanja i sposobnosti.

Razdoblja vje�banja u pravilu trebaju biti kratka. Pa�nja uèenika nije
velika i dugaèki sati neprekidnoga vje�banja postaju zamorni i neuèinko-
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viti. To znaèi da du�e razdoblje vje�banja, ukoliko je potrebno, treba ras-
porediti u niz kratkih intervala izmeðu kojih razmak treba postajati sve
dulji kako vrijeme odmièe. Ovo naèelo rasporeðenoga uèenja, nasuprot
ideji neposrednoga kompletnoga ovladavanja, va�no je i sve više se uoèa-
va u strukturi ud�benika i nastavnoga sadr�aja.

Da bi vje�banje bilo uspješno, ono mora biti organizirano na osobit
naèin. Pod ovim se razumijeva da mora biti usmjereno na odreðene vješt-
ine ili na odreðene detalje operacija. Uèenici moraju shvatiti bit odnosa
bilo kojega detalja prema cjelini èiji su dio. Kad je �eljeni stupanj vještine
dostignut, detalje treba postupno reintegrirati u ukupni proces ili sustav
vještina. Pritom valja inzistirati na toènosti, dok su brzina i tempo rada
privremeno drugostupanjske va�nosti. Zato je va�no da se blisko kontro-
lira poèetni rad uèenika. Insistiranje na ispravnim postupcima ne znaèi da
je ono previše naglašeno.

Malo koje stvari mogu uèenika potaknuti na jaèu zainteresiranost za
vlastiti rad ili da s veæim zanosom i intenzitetom prilazi radu nego što je to
zadovoljstvo neposredne spoznaje je li mu rad ispravan ili ne. Po�eljno je
da se primjenjuju testovi znanja ili provjere da bi uèenici utvrdili isprav-
nost svojega rada. Provjeravanje rada na takav naèin predstavlja obra-
zovnu vje�bu koja je isto toliko vrijedna kao i sam rad. Takva matema-
tièka provjeravanja mogu se, povezano s vje�banjem, koristiti isto kao i u
sluèaju rada na problemskim zadacima.

Polazeæi od uvjerenja da æe uèenici odgovore zlorabiti, uèitelj im
nerado daje odgovore na problemske zadatke i/ili sadr�aje koji su pred-
viðeni za rad kod kuæe. To što odmah zna jesu li mu odgovori, tj. rješenja
toèna ili ne, za uèenika je to, u stvari, odreðeni poticaj. Ako mu je rješenje
toèno, on osjeti neposredno zadovoljstvo; ako nije, to ga potièe da provje-
ri i ispravi svoj rad prije nego li mu pa�nja prijeðe na druge obveze. Zato
treba dati odgovore na odabrane problemske zadatke i vje�be. Od uèeni-
ka treba zahtijevati da sve rezultate provjeravaju pa�ljivo. Kada su odgo-
vori dani, dovoljna je provjera samo njihova slaganja. To znaèi da isti za-
datak mora riješiti na drugaèiji naèin, nekom drugom metodom i pritom
se rezultati moraju slagati. U vezi s time istièemo stav engleskoga mate-
matièara W. W. Sawyera koji ka�e da je bolje isti zadatak riješiti na
tri–èetiri razlièita naèina nego tri–èetiri zadatka riješiti na isti naèin.

Raznolikost iskustva glavni je cilj vje�banja i vrijeme tome ne smije
biti zapreka.

Uèenici moraju biti svjesni da je vje�banje samo jedan dio matema-
tièkoga treninga kojim se stjeèu odreðene vještine i sposobnosti i da bi
bez njega rad na daljnjem razvijanju razumijevanja, prosudbe i uopæa-
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vanja bio ote�an. Uèenik koji ne vlada dovoljno matematièkim vještinama
teško æe svoju pa�nju moæi usmjeriti iskazivanju i analizi matematièkih
pouèaka i problemskih zadataka.

Obnavljanje se ponekad poistovjeæuje s vje�banjem jer oboje karak-
terizira ponavljanje i jer oboje imaju za cilj utvrðivanje reakcija, pojmova
i odnosa.

Vje�banje ima za cilj uglavnom automatizaciju relativno detaljnih
postupaka i reakciju na njih. Obnavljanje, pak, ima za cilj utvrðivanje i
pamæenje detalja ali i njihovo smišljeno organiziranje u meðusobno po-
vezanu cjelinu va�nih pojmova i èinjenica, da bi odnosi raznih dijelova
jednih prema drugim i prema cjelini bili jasno shvaæeni.

Pri obnavljanju sadr�aja treba postiæi dvije glavne zadaæe: (1) uvjeriti
se da uèenici pamte osnovne crte onoga što su veæ nauèili, i (2) navesti ih
da, kao s vrha brda, bace pogled na putove kojima su išli, omoguæujuæi im
time stjecanje mnogo širih pogleda nego što su ga imali iduæi tim puto-
vima (Reeve, 1954).

Obnavljanje obièno obuhvaæa manje ili više opse�ne dijelove gradiva.
Jedna od njegovih funkcija jest da se gradivo sigurnije i uèinkovitije
upamti što se posti�e smišljenim procesom organizacije, sreðivanjem i
povezivanjem dijelova sadr�aja jednih s drugima dajuæi novi pogled na
gradivo koje se obnavlja. Ono istièe mišljenje i znaèenje, a ne formiranje
navika. Iako vje�banje i obnavljanje imaju zajednièkih crta, meðu njima
postoje i razlike. Svako od njih ima svoju odgovarajuæu funkciju i svakom
od njih pripada velika va�nost za uèenje matematike.

Obnavljanje mo�e biti usputno i kao takvo integrirano s nekom dru-
gom vrstom rada, ili mo�e biti usmjeravajuæe pa predstavlja temeljan vid i
cilj danog zadatka. Obje ove vrste obnavljanja neophodne su za uspješnu
nastavu. Usputno obnavljanje je naroèito korisno pri postupnom izgraði-
vanju i razjašnjavanju pojmova ponavljanim vraæanjem na njih i ponov-
nom uporabom u situacijama èiji su oni sastavi dio.

Usmjeravajuæe obnavljanje dopunjuje opisano usputno obnavljanje.
Uloga usmjeravajuæega obnavljanja jest pomoæi uèeniku da više ili manje
opse�ne dijelove gradiva organizira u smislu njihove meðusobne logiène
povezanosti, da mu pomogne u klasificiranju njihovih va�nih ideja i da mu
da osjeæaj jedinstva cjeline koje inaèe mo�e nedostajati.

U pripremi za satove obnavljanja od uèenika treba tra�iti da sumi-
raju glavne ideje koje su razmotrene i da naèini shemu na osnovi koje æe
moæi izlo�iti kratku, ali suvislu i sustavnu diskusiju obnavljanih sadr�aja.
Priprema takve sheme zahtijevat æe od uèenika da obnovi predmetne
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sadr�aje u najcjelovitijem smislu rijeèi. To povezivanje ideja pomoæi æe
mu da sadr�aje upamti, razumije i uvidi njihove odnose.

Odr�avanje je prikladan naziv za planiranje programa vje�banja i ob-
navljanja. Osnovni zahtjev koji se postavlja jednom zadovoljavajuæem
programu odr�avanja jest da sprijeèi zaboravljanje èinjenica, pojmova i
odnosa te slabljenje vještina. Da bi se to postiglo, program mora osigurati
sustavnu primjenu va�nih sadr�aja iz nastavnoga programa i odgovarajuæu
i neophodnu praksu u svezi s tim sadr�ajima. Zato planiranje mora biti te-
meljeno na sljedeæim naèelima:
(1) Obuhvaæeno gradivo mora biti odabrano s obzirom na relativne vri-

jednosti. Program ne smije biti nagomilan trivijalnim èinjenicama.
Njime moraju biti obuhvaæene samo va�ne vještine, pojmovi, odnosi,
postupci i problemske situacije.

(2) U skladu s utvrðenim naèelima vje�banja i obnavljanja, pojedini dije-
lovi u programu moraju biti rasporeðeni tako da primjena ne bude lo-
cirana ni na jednom od njih, veæ se mora odvijati u rastuæim interva-
lima i u padajuæim kolièinama.

(3) Program odr�avanja mora biti dijagnostièki, po moguænosti autodi-
jagnostièki, tako da svaki uèenik mo�e uvidjeti vlastite slabosti. Zato
valja osigurati odreðena didaktièko–metodièka sredstva pomoæu ko-
jih æe svaki uèenik moæi neprekidno pratiti i prouèavati svoja postig-
nuæa.

(4) Osigurati treba i dopunski materijal za eventualno ponovljeni rad
vezan uz elemente obuhvaæene programom odr�avanja. Uporaba
ovoga dopunskoga materijala bit æe uspješna ako je povezan s dijag-
nozom. Na taj æe naèin uèenik biti u moguænosti odrediti koje ele-
mente mora više vje�bati i primjenjivati u radu i na taj æe naèin svoj
ponovljeni rad obavljati uz minimalna usmjeravanja.

(5) Sustavi vje�bi u programu odr�avanja moraju biti stupnjevani uni-
formnim bodovanjem ili tablicama vrijednosti tako da svaki uèenik
mo�e odrediti svoj opæi uspjeh i napredak. Ovo je od posebne va�nos-
ti za poticanje i razvijanje interesa za odr�avanje vještina i postupaka,
jer poèetni je interes izazvan novinom išèeznuo (Butler i Wren, 1960).
Mnogim uèiteljima nedostaje iskustvo ali i vrijeme za pripremu ma-

terijala za rad na odr�avanju. Pripremljeni materijali koji su znanstveno
planirani i programirani i koji podlije�u odreðenim standardima imaju
najmanje ove tri karakteristike: (1) štede vrijeme i napor i time pridonose
veæoj efikasnosti nastave; (2) sna�no motiviraju dostignuæa, jer stalno po-
tièu uèenike da prouèavaju vlastiti rad; i (3) najbolje su sredstvo protiv za-
boravljanja i slabljenja vještina i razumijevanja.
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5. Nastava za prijenos

Kako se matematika najveæim dijelom bavi rasuðivanjem, smatralo
se da matematika samim time jaèa logièku sposobnost i da ta sposobnost
onda nu�no djeluje na veæu uèinkovitost. Meðutim, rezultati istra�ivanja
W. Jamesa, E. L. Thorndikea, H. Woodwortha i drugih, doveli su u pi-
tanje njenu vrijednost kao teorije uèenja, i ona je kao takva napuštena.

Ovo, naravno, ne znaèi da uèenje matematike nema nikakva utjecaja
na uèenje onih sadr�aja koji su izvan sadr�aja koji se neposredno uèe. Na-
protiv, rezultati istra�ivanja ukazuju da uèinci koje u èovjeku izaziva uèe-
nje matematike materijalno utjeèu na njegove reakcije u situacijama razli-
èitim od onih u kojima su ti uèinci nastali.

Termin prijenos obièno se rabi da se oznaèi djelovanje u drugoj ili no-
voj situaciji, odreðenih struktura koje su nauèene u nekoj ranijoj situaciji.

Kada se govori o naèinu na koji se prijenos vrši i okolnostima koje ga
uvjetuju, istièemo da ne postoji suglasnost o tome kako se prijenos za-
pravo vrši. Za postizavanje prijenosnih vrijednosti bilo kojega sadr�aja
va�no je da se oni prenose s tim ciljem na umu. Da bi se osigurao maksi-
malan prijenos u smislu primjene nekoga integralnoga znanja (naèelo cje-
lovitosti) na sve zadatke koji obuhvaæaju isto naèelo, nastava se matema-
tike mora izvoditi tako da demonstracijske vje�be, tj. rješavanje (pro-
blemskih) zadataka, slu�e kao primjeri primjenjivanja toga naèela.

Nastava matematike ili usmjeravanje uèenja sadr�aja matematike na
takav naèin pridonosi postizavanju prijenosne vrijednosti. Zato se takav
vid nastave matematike nameæe kao obveza.

Po�eljno je da se nastava onih elemenata koje æe veæina ljudi koristiti
izvodi tako da se oni mogu koristiti kada god to okolnosti zahtijevaju.
Meðu njih ubrajamo:

– osnovne kombinacije, vještine, operacije i aritmetièke pojmove
– zakone i formule koje se rabe pri mjerenju i izraèunavanju odre-

ðenih velièina vezanih uz razne geometrijske likove, tijela i oblike
– interpretaciju uobièajenih statistièkih podataka
– konstrukciju i interpretaciju elementarnih grafova te sposobnost

èitanja podataka s grafièkoga prikaza
– osnovno znaèenje formula i moguænost njenih primjena.

Dakle, radi se o svim onim razumijevanjima i sposobnostima, osim
formalne algebre, koje obièno obuhvaæa elementarna matematika.

Ovi su sadr�aji specifièni i potrebni gotovo svakome. Kako se oni ne
mogu izravno uèiti za svaku situaciju u kojoj bi mogli imati primjenu,
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va�no je istaknuti opæenitost njihove primjene kako se uèenici ne bi osje-
tili bespomoæni u okolnostima koje zahtijevaju primjenu tih sadr�aja u
novim situacijama.

Po�eljni sadr�aji prijenosa su i osnovni pojmovi i formule te vještine
elementarne algebre. Ovoj skupini sadr�aja treba pridru�iti i poznavanje i
poimanje odreðenih va�nih èinjenica i odnosa iz geometrije ravnine (pla-
nimetrija) i geometrije prostora (stereometrija). Naravno, svaka pretpo-
stavka predstavlja jednu vezu u neposrednom lancu razvoja i u tom smislu
sama svijest o njenoj vezi s prethodnim i narednim djelovanjem razvoja
predstavlja vrlo va�na poopæenja koja imaju široku primjenu ne samo u
podruèju demonstracijske geometrije, veæ i u drugim matematièkim disci-
plinama, kao i drugim podruèjima uèenja. Takva va�na poopæenja koja se
odnose, primjerice, na Pitagorin pouèak, zbroj kutova u trokutu, propor-
cionalnost stranica (strana) sliènih geometrijskih likova (tijela) i razlièite
formule za površinu sluèajevi su koji tu spadaju.

Navedeni sadr�aji prijenosa mogu se grupirati u dvije osnovne sku-
pine: (1) one koje treba znati i razumjeti i (2) one koje treba znati izvo-
diti.

Naredni sadr�aji prijenosa širi su i apstraktniji. Radi se o funkcijama,
dokazivanju, simbolima, operacijama, aproksimacijama te formuliranju i
rješavanju problemskih zadataka.

Uèenje matematike ima za cilj razvijanje svijesti o prirodi ovih sa-
dr�aja i njihovoj primjenljivosti u posebnim situacijama. Cilj je da se
naglasi va�nost razvijanja ovih širokih i apstraktnih pojmova u svrhu ostva-
rivanja njihovih prijenosnih moguænosti.

Postoje i treæi sadr�aji prijenosa koji su dobili primjereno mjesta u
radovima o matematièkom obrazovanju, ali znatno manje u samoj nas-
tavi. Rijeè je o stjecanju matematièkoga naèina mišljenja, stjecanju men-
talnih navika koje æe matematièko obrazovanje èiniti uèinkovitijim u �ivo-
tu pojedinca.

Ovako široka interpretacija moguæih prijenosa vrijednosti uèenja ma-
tematike obuhvaæa vrijednosti kao što su:

– svijest o preciznosti i inzistiranje na preciznosti, što ukljuèuje pre-
ciznu uporabu jezika i jasnoæu te preciznost u iskazivanju defini-
cija i tvrdnji

– lakoæa i samopouzdanje u korištenju osnovnih vještina
– pouzdanje u samoga sebe i preuzimanje odgovornosti za informa-

cije, postupke, i rezultate
– upornost pri suoèavanju s teškoæama
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– sposobnost razlikovanja jednostavne tvrdnje od zakljuèka
– navika provjeravanja postojanosti zakljuèka s poznatim ili danim

uvjetima
– sposobnost razlikovanja razumnog argumenta od argumenta koji

to nije i toènih od netoènih zakljuèaka
– sposobnost izgraðivanja postojanoga argumenta, poopæavanjem

odnosa i primjenjivanja poopæenja, eliminiranja emocionalnih i
predrasudnih èinitelja iz argumenta

– svijest o prirodi aksiomatskog rasuðivanja, arbitrarnoj prirodi hipo-
teza i definicija te neizbje�noj ali uvjetnoj prirodi zakljuèka (Butler
i Wren, 1960).

Sposobnost poopæavanja znaèenja, odnosa te procesa i primjenji-
vanje takvih poopæenja na nove situacije najvjerodostojnija je i najvitalni-
ja vrsta prijenosa. To je ono što implicira izraz funkcionalna matematika.
Ovaj proces prijenosa u osnovi je svake vrste funkcionalnog obrazovanja.
Impliciran je u svakoj primjeni i interpretaciji bilo kojega pojma ili situa-
cije. Naime, ispravna interpretacija osnova je svake racionalne primjene
na problem geometrije ili drugu matematièku teoriju.

Suvremene teorije uèenja istièu da je prijenos moguæ, ali nije ni auto-
matski ni neizbje�an u svojim po�eljnim formama. U tom procesu znaèe-
nju pripada najva�nija uloga pa teorije poopæenja i uoblièavanja znanja
predstavljaju putove kojima se odvija pozitivan prijenos viših umnih funk-
cija. Teorija poopæavanja prihvaæa va�nost identiènih ili sliènih objekata
koji su bili osnova jedne od ranijih teorija prijenosa. Ona, u biti, tvrdi da
znanje i/ili postupak koji treba prenijeti ili razumno primijeniti na neku
posebnu situaciju, ta situacija mora sadr�avati objekte analogne onima
koji se nalaze u danom znanju i/ili postupku. To, meðutim, nije dovoljno.
Te sliènosti moraju postojati, ali prije samoga znaèajnoga pozitivnoga
prijenosa, uèenik ih mora uoèiti. Ta je sposobnost uoèavanja sliènih obje-
kata ono što èini prijenos znaèajnim i na višim razinama i karakterizira
svako funkcionalno mišljenje te ga odvaja od jednostavne sposobnosti
poistovjeæivanja.

Problem nastave za prijenos svodi se na problem osposobljavanja
uèenika da uoèavaju sliènosti izmeðu novih situacija i onih koje su veæ
upoznali te da formiraju i razvijaju naviku uoèavanja tih sliènosti.

Tipièan primjer nedostatka prijenosa nailazimo u nesposobnosti da
se usvojena znanja i operacije algebre primjene. Tako, primjerice, uèenik
koji bez teškoæa zna faktorizirati izraz a2 – b2, ponekad ne uspijeva uoèiti
da su izrazi x2 – 9 ili a2 – 2ab + b2 – 4 istoga oblika i zato nije u stanju fak-
torizirati ih, tj. zapisati u obliku umnoška.
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Sliènu poteškoæu nailazimo i kod problemskih zadataka. Teškoæa go-
tovo nikada nije u rješavanju jednad�be do koje dovodi dani problemski
zadatak, veæ u prevoðenju zadanog problemskog zadatka u simbolièki
zapis. Do ovoga dolazimo najèešæe zbog neuoèavanja va�nih sliènosti, ap-
straktnih ili poopæenih simbola, formula i jednad�bi formalizirane algebre
s konkretnim i specifiènim uvjetima i odnosima danim u problemskom za-
datku.

U nekim sluèajevima sliènost i poistovjeæivanje raznih situacija su
jednostavne i lako uoèljive. U takvim sluèajevima prijenos je siguran. Me-
ðutim, u mnogim sluèajevima sliènosti su skrivene drugim, lakše uoèljivi-
jim elementima. U takvim je sluèajevima potrebna bri�ljiva analiza da se
te sliènosti uoèe. Uèenici tu analizu neæe moæi izvoditi ako nisu sustavno
osposobljavani za to. Uèenicima mora biti naglašena va�nost i znaèaj
navike takvoga prilaza problemskomu zadatku. Oni trebaju formirati na-
viku svjesnoga otpoèinjanja s tra�enjem objekata i odnosa u danom pro-
blemskom zadatku koji su slièni odgovarajuæim objektima i odnosima u
drugim situacijama s kojima su se veæ susretali, kada god takve sliènosti
nisu vidljive u samome poèetku. Ukoliko se takav postupak odgovorno
slijedi, prijenos matematièkih znanja, odnosa i postupaka bit æe olakšan i
taj bitno matematièki naèin mišljenja postat æe stvarni funkcionalni pri-
nositelj uèinkovitoga racionalnoga mišljenja uopæe.
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SOME PARADIGMS FOR THE SUCCESSFUL TEACHING
AND ORIENTING THE LEARNING OF MATHEMATICS

Vladimir Kadum

This paper provides certain manners, rules and examples that can contribute to
the success of both teaching mathematics and orienting the learning of mathematics.

Key words: mathematics, teaching mathematics, successful teaching, learning pro-
cess orientation, controlled learning, knowledge permanency, impart-
ing knowledge
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