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Izvorni znanstveni rad
Xuansheng Cheng, Guangyu Dong, Xianglei Wang, Liang Ma, Guoliang Li

Dinamicko ponasanje prednapetih betonskih greda s obzirom na pokretna
opterecenja

U ovom se radu ispituje pravilo dinamickog odziva prednapetih betonskih greda s metalnim
i plasticnim valovitim cijevima razlicitih vrijednosti kompaktnostiinjekcijske smjese kanala
na pokretna konstantna koncentrirana opterecenja i pokretna jednostavna harmonijska
opterecenja. Prednapete betonske grede s metalnim i plasticnim valovitim cijevima
analizirane su metodom konacnih elemenata u slucajevima bez pukotina. Rezultati
pokazuju da kompaktnost injekcijske smjese kanala i materijal za oblikovanje utjecu na
karakteristike prirodnih vibracija prednapetih betonskih greda. Pod istom kompaktnoScu
injekcijske smjese kanala, prednapete betonske grede s metalnim valovitim cijevima
pokazuju vece frekvencije u usporedbi s onima koja imaju plastice valovite cijevi. Dinamicki
progib prednapetih betonskih greda u sredini raspona smanjuje se s povecanjem
kompaktnosti injekcijske smjese kanala, sto je neovisno o materijalu za oblikovanje.
Razlike u brzini i ubrzanju srednjeg raspona uzrokovane pokretnim opterecenjem izmedu
prednapetih betonskih greda metalnih i plasticnih valovitih cijevi su male. To pokazuje
da materijal koji stvara pore ima mali u¢inak na brzinu ¢vora u sredini raspona i reakciju
ubrzanja prednapetih betonskih greda.

Klju€ne rijeci:
prednapeta betonska greda, valovite cijevi, kompaktnost injekcijske smjese, nelinearna analiza, pokretno

opterecenje, dinamicki odziv
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Xuansheng Cheng, Guangyu Dong, Xianglei Wang, Liang Ma, Guoliang Li
Dynamic behaviour of prestressed concrete beams considering moving loads

Herein, the dynamic response rule of prestressed concrete beams with metal and plastic
corrugated pipes with different duct grouting compactness values under moving constant
concentrated loads and moving simple harmonic loads is studied. Prestressed concrete
beams with metal and plastic corrugated pipes are analysed using the finite element
method for the case of non-cracking. The results indicate that duct grouting compactness
and forming material affect the natural vibration characteristics of prestressed concrete
beams. Under identical duct grouting compactness, prestressed concrete beams with
metal corrugated pipes exhibit higher frequencies compared with those with plastic
corrugated pipes. The mid-span dynamic deflection of the prestressed concrete beams
decreases with an increase in duct grouting compactness, which is independent of the
forming material. The differences in the midspan speed and acceleration caused by
the moving loads between the corrugated duct prestressed concrete beams made of
metal and those made of plastic are small; this indicates that the pore-forming material
has little effect on the midspan node speed and acceleration response of prestressed
concrete beams.

Key words:
prestressed concrete beam, corrugated pipes, grouting compactness, nonlinear analysis, moving load,

dynamic response
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1. Uvod

Zahvaljujuci kontinuiranom razvoju socijalne ekonomije i sve
guscoj raspodjeli urbanog stanovniStva, trodimenzionalni
promet postao je glavni smjer razvoja urbanog prometa.
Prednapete betonske proste grede imaju Siroku primjenu u
izgradnji srednjih i malih mostova zbog svoje jednostavne
konstrukcije i prakticne gradnje te su pomocu njih izgradeni
brojni prednapeti betonski mostovi. S povecanjem kolicine
prometa, stalnim poboljSanjem standarda vezanih uz
opterecenja uzrokovana vozilima i problemima kvalitete
koji se neizbjezno javljaju u gradnji prednapetih betonskih
mostova, a koji utjecu na ukupnu ucinkovitost mostova,
dinamicki odziv prednapetih betonskih grednih mostova
opsezno je proucavan.

Nekoliko se znanstvenika posvetilo proucavanju mehanickih
svojstava prostih greda od prednapetog betona. U brojnim
teorijskim i eksperimentalnim istrazivanjima dinamickog
odziva prednapetih betonskih greda postignuti su znacajni
rezultati. Li [1] je proucavao prisilne vibracije visecih mostova
pod opterecenjem Zeljeznickih vozila te vibracije lu¢nih mostova
pod opterecenjem vozila. Zhang i sur. [2, 3]ispitivali su utjecaj
neravnina trase, uspostavili model analize osovinskog sustava
metodom modalne sinteze te analizirali cjelokupni proces
prolaska brzih vlakova mostom. Yang i sur. [4] primijenili su
dinamickiizrazmedudjelovanjakotac-konstrukcijaprometnice-
most izveden iz Hertzovog modela kontakta elasticnih tijela za
utvrdivanje jednadzbe snage sustava i ispitivali dinamicki odziv
medudjelovanja kotac¢-konstrukcija prometnice-most. Hutton
i sur. [5, 6] primijenili su metodu konacnih traka i tehnologiju
modalne analize u brojnim terenskim ispitivanjima kako bi
ispitali dinamicki odziv jednostavno poduprtog grednog mosta
pod djelovanjem dvoosnog opterecenja vozilima. Yang i Yin
[7] predlozili su metodu konacnih elemenata za ucinkovito
rjeSavanje medudjelovanja vozila i mosta. Li i sur. [8] proveli
su ispitivanje opterecenja na mostu autoceste na Floridi i
analizirali dinamicki odziv mosta pod djelovanjem opterecenja
vozila pomocu pojednostavljenog modela konacnih elemenata
vozila i mosta. Li i sur. [9] ispitivali su parametre kao Sto su
brzina kretanja opterecenja, tezina grede i krutost kako bi
analizirali odziv na vertikalne vibracije prednapete betonske
proste grede pod djelovanjem proizvoljnih  pokretnih
opterecenja. Shen i sur. [10] proucavali su pravilo varijacije
koeficijenta utjecaja grede, dinamitkog momenta savijanja i
dinamicke posmicne sile s brzinom kretanja opterecenja pod
razli¢itim kombinacijama opterecenja. Gao i Xu [11] upotrijebili
su metodu konacnih elemenata za analizu dinamickog odziva
prostih greda od prednapetog betona na istodobna staticka
i sinusna opterecenja. Yang [12] kao predmet istraZivanja
upotrebljava gradsku prostu gredu od prednapetog betona
malog raspona i ispituje utjecaj brzine kretanja opterecenja i
neravnina povrsine mosta na dinamicki odziv grede pomocu
analize konacnih elemenata (FEA). Beskou [13] primijenili
su metodu konacnih elemenata u vremenskoj domeni za

numericku simulaciju dinamickog odziva fleksibilnog kolnika
na vozilo u trodimenzionalnim uvjetima. Xu i sur. [14] otkrili su
da su mjere za smanjenje vibracija imale bolji u¢inak smanjenja
vibracija na Zeljeznickim mostovima s prugom za teske terete.
Atutis i sur. [15] analizirali su utjecaj progiba i Sirine pukotina
prednapete betonske grede pod ciklickim opterecenjem nakon
pojacanja prednapete grede polimerom ojacanim bazaltnim
vlaknima. Shi i sur. [16] analizirali su fenomen rezonancije
vozila i mosta dvoosovinskih vlakova koji prolaze preko
prednapetih mostova jednakog raspona kako bi proucili zakon
utjecaja rezonancije vozila na sustav vozila i mosta u uvjetima
razlicitih brzina vozila i razlicitih raspona mostova.

Ukratko, u ispitivanju naknadno prednapetih betonskih
konstrukcija dobiveni su brojni rezultati istrazivanja. Medutim,
veCina istrazivanja usmjerena je na nevezane i vezane
prednapete betonske konstrukcije. Malo se istrazivaca [17,
18] bavilo razlikom u ucinku izmedu cesto primjenjivanih
metalnih i plasti¢nih valovitih cijevi prednapetih betonskih
konstrukcija u smislu nosivosti i uporabivosti i nije provedeno
sustavno usporedno eksperimentalno istrazivanje na
njima. Osim toga, organizirana su i istrazivanja [15-21] o
ucinku materijala koji stvara pore i kompaktnosti injekcijske
smjese kanala na svojstva naknadno prednapetih betonskih
konstrukcija. Medutim, u stvarnoj konstrukciji s naknadnim
prednapinjanjem, nedostatak brtvljenja oko cijevi dovodi do
curenja smjese za injektiranje, a injektiranje pod tlakom ne
ispunjava razne zahtjeve i omjer vode i cementa, Sto uzrokuje
skupljanje. Kao posljedica toga, vecina injekcijskih smjesa
kanala ne moze zadovoljiti stvarne zahtjeve, Sto izravno utjece
na sveukupnu ucinkovitost mosta. Na nekim mostovima dolazi
do pukotina i prekomjernog savijanja nakon 3 do 6 godina
koristenja[22-25]. Kako bi se izbjegao taj problem, globalno su
donesene relevantne tehnicke specifikacije za injektiranje cijevi
koje navode tehnicke zahtjeve vezane za sirovinu materijala za
injektiranje i sredstva za injektiranje za naknadno prednapeti
betonski kanal, indeks ucinkovitosti materijala za injektiranje
pomijeSanog s materijalom za injektiranje kanala i tehnologiju
injektiranja te prihvatljive standarde kvalitete injektiranja.
Dvije najcesce upotrebljavane specifikacije su europska
specifikacija pod nazivom "Injektiranje prednapetih kabela” (BS
EN 445/446/447:2007) [26] i americka specifikacija Instituta
za naknadno prednapinjanje (engl. Post-tensioning institute
- PTI) "Specifikacija za injektiranje naknadno prednapetih
konstrukcija” (PTI M55.1) [27]. Ministarstvo Zeljeznica Kine
takoder je izradilo tehnicke specifikacije pod nazivom “Tehnicke
specifikacije smjese za injektiranje kabela na naknadno
prednapetom betonskom Zeljeznickom nosacu” (TB/T 3192-
2008) [28]. Kompaktnost injekcijske smjese kanala izravno je
povezana s trajnoscu, pouzdanoscu i sigurnoscu prednapete
betonske konstrukcije. Stoga smo u ovom radu upotrijebili
metodu konacnih elemenata za odredivanje modela konacnih
elemenata pod djelovanjem jednolikih pokretnih konstantnih
opterecenja i jednolikih pokretnih harmonijskih opterecenja.
Zatim su, na temelju numericke analize i usporedbe, proucena
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pravila utjecaja materijala koji stvara pore i kompaktnosti
injekcijske smjese kanala na dinamicki odziv prednapetih
betonskih greda u uvjetima bez pukotina, ¢ime su u okviru
rada pruzene preporuke za projektiranje, procjenu nosivosti i
armiranje prednapetih betonskih konstrukcija, povecavajuci
time pouzdanost prednapetih betonskih konstrukcija.

2. Metodologija

U ovom je radu izraden model konacnih elemenata pod
djelovanjem jednolikih pokretnih konstantnih i harmonijskih
opterecenja kako bi se istrazio dinamicki odziv prednapetih
betonskih greda. Najprije su izradeni uzorci osam naknadno
prednapetih betonskih prostih greda prema kompaktnosti
injekcijske smjese (potpuno injektiranje, jednotrecinsko
injektiranje, dvotrecinsko injektiranje i bez injektiranja) i vrsti
valovitih cijevi (metalne valovite cijevi i plasti¢ne valovite
cijevi). Zatim su prednapete betonske grede podvrgnute
simetricnom opterecenju na tri jednake tocke. Eksperimenti
su izvedeni kako bi se kvantificirala vrijednost jednoliko
pokretnih konstantnih opterecenja i jednoliko pokretnih
harmonijskih opterecenja u FEA. Zatim su provedena
ispitivanja karakteristika materijala kako bi se identificirali
materijalni parametri prednapetih betonskih greda za
modeliranje FEA. Na kraju je, prema parametrima ispitivanja
svojstava materijala, izraden model konacnih elemenata
greda te je provedena dinamicka analiza pod pokretnim
opterecenjem. U ovom je radu postupak modeliranja FEA bio

sljededi:

- priprema uzoraka prednapete betonske grede za
eksperiment

- kvantificiranje vrijednosti pokretnih opterecenja

eksperimentima opterecenja prednapetih betonskih greda

- odredivanje parametara materijala prednapetih betonskih
greda pomocu ispitivanja svojstava materijala

- modeliranje metodom konacnih elemenata.

2.1. Priprema uzoraka prednapetih betonskih greda

Prednapete betonske grede obraduju se metodom naknadnog
napinjanja i imaju Siroku primjenu u gradnji mostova. Najprije
se provodi ugradnja betona, a valovita cijev postavljena je na
predvideno mjesto. Kada Cvrstoca betona dosegne zadanu
vrijednost, slijed istezanja Celi¢nih Zica se izvodi u serijama i
fazama. Pogreska u duljini istezanja nije prelazila 6 % teoretske
vrijednosti. Volumen injekcijske smjese primijenjen je za
kontrolu kompaktnosti injekcijske smjese kako bi se postigle
razliCite vrijednosti kompaktnosti smjese za injektiranje
kanala.

U ovom je istrazivanju primijenjeno osam naknadno prednapetih
betonskih prostih greda. Prema kompaktnosti injekcijske
smjese, metalna valovita cijev moZe se podijeliti na potpunu
poroznost injekcijske smjese (PCB1-1), jednu trecinu poroznosti
smjese (PCB1-2), dvije trecine poroznosti smjese (PCB1-3) i

bez poroznosti smjese (PCB1-4), a plasti¢na valovita cijev moze
se podijeliti na potpunu poroznost injekcijske smjese (PCB2-
1), jednu trecinu poroznosti smjese (PCB2-2), dvije treCine
poroznosti smjese (PCB2-3) i bez poroznosti smjese (PCB2-4).
Dimenzije poprecnog presjeka su 150 x 250 mm, duljina grede
je 2100 mm, a osni raspon 1800 mm. Prema ispitivanjima
svojstava materijala, tlacna Cvrstoca betona iznosila je 40,3
MPa. Za glavnu uzduznu armaturu primijenjene su celi¢ne Sipke
kvalitete HRB335 promjera 10 mm, za spone su primijenjene
Celicne Sipke kvalitete HPB300 promjera 6 mm, a za prednapetu
armaturu primijenjene su pocintane Celicne zice 1x7-2
nazivnog promjera od 6 mm. Sila naknadnog prednapinjanja
prednapete betonske grede iznosila je 21 kN. Promjer naknadno
prednapetog rezervnog kanala bio je 20 mm, Sto je Cinilo 0,84 %
povrsine poprecnog presjeka grede. Dimenzije i armatura greda
prikazani su naslici 1.

Rupa za injektiranje

D

Sidriste

Ispusni kanal

N

1] L

Celi¢na Zica |

2100 mm

—

150 mm

"—'I 2010

[— T

7

@6/100

2¢10

250 mm

Q Rezervni
kanal

Slika 1. Dijagram dimenzija i armature ispitnih greda

2.2. Eksperiment opterecenja uzoraka prednapetih
betonskih greda

Eksperimentalni podaciza opterecenja pri pojavi pukotinaislomu

prednapetih betonskih greda pod simetricnim opterecenjem u

tri jednake tocke prikazani su u tablici 1. Pokretno opterecenje

primijenjeno na prednapetu betonsku prostu gredu moze se

pojednostaviti pomocu dvije metode [29-31]:

- pokretno opterecenje je pojednostavljeno na jednoli¢no
pokretno  konstantno koncentrirano opterecenje, masa
pokretnog opterecenja je zanemarena, a poteSkoce u rjeSavanju
diferencijalne jednadzbe varijabilnog koeficijenta su izbjegnute

- uzimajuci u obzir neravnine prednapete betonske grede,
pokretno optereCenje je pojednostavljeno na jednoliko
pokretnih harmonijskih opterecenja.

Za ispitivanje dinamickog odziva prednapetih betonskih greda
bez pojave pukotina, odabrane su vrijednosti pokretnog
opterecenja na temelju podataka o opterecenju pri pojavi
pukotina navedenih u tablici 1.

Minimalno opterecenje pri pojavi pukotina u tablici 1. iznosilo
je 28,7 kN, a opterecenje bez pojave pukotina 20 kN. Stoga
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Tablica 1. Izmjereni rezultati savijanja ispitne grede

Metalna valovita cijev Plasti¢na valovita cijev
Broj ispitne grede
PCB1-1 PCB1-2 PCB1-3 PCB1-4 PCB2-1 PCB2-2 PCB2-3 PCB2-4
Opterecenje pri pojavi pukotina 316 36,8 42,5 45,5 28,7 31,3 35,5 43,1
P_[kN]
Pomak pri pojavi pukotina
1,61 1,92 2,15 2,35 1,41 1,52 1,84 2,06
f, Imm]
Kriticno opterecenje 79,1 86,8 93,2 103,7 77,3 81,8 87,2 96,3
P, [kN]
Grar;cf‘n;mmak 20,38 22,03 24,46 27,20 18,01 19,82 21,21 24,96

je pokretno konstantno koncentrirano opterecenje “P" bilo
20 kN; brzina kretanja tereta “v” bila je 0,3, 0,5 i 0,7 m/s;
frekvencija pokretnog harmonijskog opterecenja “w" bila je 1,0
Hz; amplituda opterecenja bila je 0,3 P = 6 kN prema [30, 31],
a pokretno harmonijsko opterecenje bilo je P(t) = Pcos(ot) =
6cos(1,0t). Model pokretnog opterecenja prikazan je na slici 2.

\4
| m——

i AL plt)
7‘&7—’ X

y

b

Slika 2. Model pokretnog opterecenja
2.3. Ispitivanja karakteristika materijala

Parametri materijala naknadno prednapetih betonskih greda
dobiveni su na temelju ispitivanja karakteristika materijala.
Parametri ¢vrstofe betona greda dobiveni su ispitivanjem
betonskih kocki na tlak (150 x 150 x 150 mm). Tijekom
izlijevanja prednapetih betonskih greda odredene su dvije
skupine uzoraka. Svaka skupina uzoraka sadrzavala je tri
betonske kocke za ispitivanje. Uvjeti njegovanja bili su identi¢ni
onima za prednapete betonske grede, a vrijeme njegovanja
iznosilo je 28 dana. Neprednapete Sipke svakog uzorka bile

Tablica 2. Parametri naknadno prednapete betonske grede

su jednake, a dvije neprednapete Sipke razlicitih specifikacija
u istoj seriji bile su rezervirane za ispitivanje mehanickih
svojstava, kao Sto je granica popustanja. Mehanicki parametri
prednapetih Celi¢nih Zica te metalnih i plasticnih valovitih cijevi
imali su standardne vrijednosti, a ne one utvrdene ispitivanjem.
Parametri materijala navedeni su u tablici 2. Ti su parametri
primijenjeni za modeliranje i analizu.

2.4, Modeliranje FEA
2.4.1. \Ursta konacnih elemenata i konstitutivni model

Za beton je primijenjen konacni element Solid 65, a upotrebljava
se u tlatnom kapacitetu koji je puno vedi od vlacnog kapaciteta
nejednolikih materijala. Za obi¢nu celicnu Sipku i prednapetu
armaturu primijenjen je konacni element Link 8 koji ima funkcije
plasti¢nosti, puzanja, rotacije, velike deformacije i naprezanja.
Za valovite cijevi primijenjen je konacni element Shell 181 kaji
predstavlja ljusku s Cetiri ¢vora prikladan za simulaciju tanke
ljuske i slojevitih struktura. U¢inak vezivanja izmedu prednapete
armature i okolnog betona simuliran je pomocu konacnog
elementa Combin14.

Za beton je primijenjen Hongnestadov konstitutivni model. Za
neprednapetu i prednapetu armaturu upotrjebljen je bilinearni
konstitutivnimodel. Za materijale koji tvore pore metalnih valovitih
cijevi i plasti¢nih valovitih cijevi primijenjen je konstitutivni model
idealnog elastoplasti¢nog plasti¢nog materijala.

Granica popustanja Modul elasti¢nosti Poissonov Gustoca
[MPa] [MPa] omjer [kN/m?3]
40,3 (jednoosna tlacna cvrstoca)
Beton 3,21 x 104 0,2 25
3,1 (jednoosna vlacna ¢vrstoca)
Sipke HRB335 335 2,0x10° 0.3
.~ 78,5
Sipke HPB300 300 2,1x10° 0,3
Prednapeta celi¢na zica 1270 2,05 x 10° 0,3 77,8
Metalna valovita cijev 235 2,05 x 10° 0,3 78,5
Plasti¢na valovita cijev 40 20 0,3 9,5
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2.4.2. Simulacija sile prianjanja izmedu prednapete
armature i betona

U procesu modeliranja simuliran je ucinak prianjanja izmedu
prednapete armature i betona prilagodavanjem koeficijenta
elasticnosti konacnog elementa Combin 14 te je simuliran utjecaj
kvalitete injektiranja na grede. Model kompaktnosti injekcijske
smjese za kanale bio je nevezan (bez poroznosti injekcijske
smjese), s elastithom konstantom od 10° (jednotrecinske
poroznosti injekcijske smjese), konstantom elasti¢nosti od 10"
(dvotrecinske poroznosti injekcijske smjese) i vezivanjem (puna
poroznost injekcijske smjese).

2.4.3. Granicni uvjeti i primjena prednapianjanja

Zglobni rubni uvjeti primijenjeni su na dva kraja prednapete
betonske grede, tocnije, na lijevom kraju sprijecene su translacije
usmjerovimaX, Y iZ, anadesnom kraju sprijeene su translacije
u smjerovima Y i Z, kako bi se simuliralo jednostavno poduprto
stanje grede. U FEA, simulacija prednapinjanja primjenjuje
metodu stvarne ¢vrstoce armature kojom se beton i prednapeta
armatura dijele u razli¢ite konacne elemente i uzima se u obzir
zajednicko djelovanje betona i prednapete armature. U ovom
je radu primjena prednapinjanja izvedena metodom pocetnog
napinjanja, odnosno same prednapete Sipke imale su odredenu
pocetnu deformaciju.

2.4.4, Opis modela

Racunalni program ANSYS primijenjen je za analizu metodom
konacnih elemenata. Betonski elementi i celi¢ne Sipke modelirani
su pomocu modela razdvajanja i metode spajanja ¢vorova, a
mreza je podijeljena. Zapravo su betonski elementi i celicne
Sipke modelirani i spojeni zasebno. Greda je podijeljena na 106
presjeka po duljini, a za cijeli model primijenjeno je ukupno 11448
betonskih konacnih elemenata. U proracunu modela konacnih
elemenata uzeta je u obzir vlastita tezina prednapete betonske
grede, prednapinjanje i opterecenje na gornji dio grede. Tip analize
modela bio je strukturni, a tip analize strukture bio je promjenjivi.
Model analize konacnih elemenata prikazan je na slici 3.

Slika 3. Model konacnih elemenata

2.5. Teorija izracuna vlastite frekvencije i nacina
vibracije

Metodom konacnih elemenata analizirane su dinamicke
karakteristike jednostavno poduprtih prednapetih betonskih
greda. U konacnici, ovaj problem rjesava generalizirani problem
vlastitih vrijednosti.

(K-w2M)p = 0 (1)

pri cemu je K matrica krutosti, M je matrica mase, o je vlastita
frekvencija i ¢ je oblik vibracije.
Ako izraz (1) ima rjeSenje razli¢ito od nule, tada je

[K-w?M| = 0 2)

Izraz (2) predstavlja karakteristicnu jednadzbu za konstrukciju.
Metoda iteracije u potprostoru primijenjena je za odredivanje
oblika vibracija i vlastite frekvencije konstrukcije.

2.6. Teorija izracuna dinamickog odziva FEA

Prednapeta betonska prosta greda diskretizirana je u
skup konacnih elemenata, odabrani su odgovarajudi
oblici pomaka za svaki element te je izracunana kineticka
energija i energija naprezanja svakog elementa i cijele
konstrukcije. Zatim je jednadzba vibracije proste grede u
generaliziranim koordinatama izvedena iz Hamiltonovog
principa kada pokretno opterecenje prolazi jednoliko.
Na kraju je primijenjena metoda izravne integracije ili
metoda superpozicije modova. U ovom radu newmark-
beta postupna integracijska metoda primijenjena je za
diskretizaciju jednadzbe gibanja u vremenskoj domeni i
njezinu transformaciju u drugu shemu za vrijeme. Metoda
izravne integracije primijenjena je za postupno rjeSavanje
jednadzbe gibanja u vremenskoj domeni.

Za proste prednapete betonske grede diskretizirana je samo
prostorna domena. Stoga se interpolacija pomaka u elementu
moze izraziti na sljededi nacin.

u = Nu, (3)

pri cemu je u vektor pomaka bilo koje
tocke u jedinici, N je matrica funkcije
oblika, a u_ je vektor pomaka ¢vora.
Komponente naprezanja svakog
elementa dobivene su izrazom (3):

€ =Au = ANu_=Bu,_ (4)
pri ¢emu je A matrica diferencijalnog

operatora, a B je matrica jedini¢nih
deformacija.
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Prema izrazu (4), komponente naprezanja svakog elementa
dobivaju se na sljedeci nacin.

c = De = DBu, (5)
pri Cemu je D elasticna matrica.

Deformacije i kineticke energije elementa
kombinacijom izraza (4) i (5) mogu se izraziti kao

dobivene

e ‘e e

Vv, = % [ €Todv = % [ uB"DBuU,av = %ug (],B DB Ju, = %uTK u, (6)

A 1 ; A PO
T, —E.[Vpu udv—Eue (.[va Ndv)us =5 tm., (7)
pri cemu je K, matrica krutosti elementa, a m, je matrica
uniformne mase elementa.

Ako je volumnasila g, ekvivalentna ¢vorna sila R, moze se dobiti
primjenom principa virtualnog rada, koji se moze izraziti kao

R.=[,Nq.av (8)

Ako je q_ sila viskoznog prigusenja, tada se sila viskoznog

e

prigusenja i ekvivalentna ¢vorna sila iskazuju kako slijedi.
q,; = —vu=-uNu, (9)
R, = [, uN'Nudv = (] oN'Ndv}u, =-C.g, (10)

pri Cemu je v koeficijent prigusenja, a C, je matrica prigusenja.
Kombinacija izraza (6) do (10) transformira pomak cvora i
vektor sile ¢vora u lokalnom koordinatnom sustavu u globalni
koordinatni sustav pomocu matrice transformacije koordinata.
Ukupna energija deformacije, ukupna kineticka energija i
virtualni rad konstrukcije mogu se dobiti i izraziti kao zbroj
ukupne energije deformacije, ukupne kineticke energije i
virtualnog rada, kako slijedi.

V=>V, =%Zu£Keue :%uT [ZKeju =%uTKu (11)
R .
T:ZTEZEZuemeueZEU (Zmeju:iu Mu (12)
5W:25uZ(Re+Re,):5uT(ZRe+ZRef]:6uT(R+R,)(13)

pri Cemu je I ukupna energija deformacije, Tje ukupna kineticka
energija, 8W je zbroj virtualnog rada vanjske sile i sile prigusenja, K
je matrica krutosti konstrukcije, a M je matrica masa konstrukcije.
Iz izraza (10) dobivamo:

R, =>'R, :—Zceue:—(Zce]u:—cu (14)

pri ¢emu je C matrica prigusenja konstrukcije.

Zamjenom izraza (14) u izrazu (13), dobivamo:
W = 8u™(R-Cu) (15)

Hamiltonov varijacijski princip daje:
d oT oV
77.,, =

N _R, i=1,2.. 16
dtou ou " (16)

Zamjenom izraza (11), (12) i (15) u izrazu (16), jednadzba
vibracija konstrukcije moze se izraziti u globalnom koordinatnom
sustavu, kako slijedi

Mi+Cu+Ku=R (17)

Matrica prigusenja C u izrazu (17) obi¢no se moze dobiti pomocu
linearne kombinacije matrica krutosti i mase, koja se moze
izracunati pomocu izraza (18):

C = aM+BK (18)

pri ¢emu je a koeficijent prigusenja mase, a B je koeficijent
prigusenja krutosti koji se moZze izraziti omjerom prigusenja bilo
koja dva moda i odgovarajucih vlastitih frekvencija:

_ 2(51""/' - ja;,.)a),a)j
a= 2 2
a)j C!)l-

2( i9 _‘fi“’i)

2 2
o; — o,

(19)
B=

pri cemu je o, vlastita frekvencija prvog moda, o je vlastita
frekvencija drugog moda, a & i g su modalni omjeri prigusenja
odziva koji se mogu odrediti eksperimentom ili iskustvom i
opcenito variraju u rasponu od 0 do 0,05 (s 0,05 za betonske
konstrukcije).

Za rjeSenje izraza (17) moze se primijeniti newmark-beta
postupna integracijska metoda kako bi se dobilo

U,y = U, + AL, + |:(; - Zjur + Zut+At:|At2 (20)

ul+At :ut+[(1_7)ur+}’ut+At:|At (21)

Uy=(1/2) iy = (1/4)((1/2)+y)? integralna metoda je bezuvjetno
stabilna integralna jednadzba. Primijenilismoy = (1/2) iy = (1/4)
te ih pretvorili u metodu prosjecne akceleracije. Iz izraza (20) i
(21) dobivamo:

. /4 /4 /4 -

u,,, ZTN (Upp —u,)+{1—ljb, +(1—21jAtut (22)

.. 1 1 . 1 ..

Upae = 2 (ut+At _ut)_ U, _[*_Zjut (23)
prit®t A 2 At
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diferencijalna jednadzba vibracija je
Ma,,, +Cu,, +Ku,,, =R, (24)

Zamjenom izraza (22) i izraza (23) u izrazu (24), dobivamo

1 b4
et T Euzwm + Eum\rc = Rt+/\t

+M Lu +iu + i—‘I u

A At 2y ! (25)
+C Lut+ Z 1 u, + A At

At x 2y

Izraz (25) se moZe primijeniti za rjeSavanje u,_,,,
(23) mogu se primijeniti za rjesavanje U, ,, i U, .

Ku

aizrazi (22) i

3. Analiza rezultata

3.1. Frekvencijska analiza prednapetih betonskih
greda

U vibracijskoj modalnoj analizi naknadno prednapete betonske
proste grede postoje brojni modovi vibracije. Medutim, karakteristike
vibracija konstrukcije odredene su modovima niZzeg reda. Stoga su za
prednapete betonske grede od rebrastih metalnih i plasti¢nih cijevi
analizirani i izracunani modouvi i frekvencije prva tri moda vibracija
prednapetih betonskih greda s razli€itim vrijednostima kompaktnosti
injekcijske smjese kanala. Slika 4. prikazuje frekvencije prva tri
moda za dvije razlicite prednapete betonske grede pod razlicitim
vrijednostima kompaktnosti injekcijske smjese za kanale.

Frekvencija [Hz]

M Prvi red (metalni valoviti kanal)
[ Prvi red (plasticni valoviti kanal)
Il Drugi red (metalni valoviti kanal)
B Drugi red (plastitni valoviti kanal)
I Tredi red (metalni valoviti kanal)
[ | Treti red (plasticni valoviti kanal)

Slika 4. Krivulja kompaktnosti i frekvencije injekcijske smjese

Kao Sto je prikazano na slici 4., kada je kompaktnost injekcijske
smjese kanala bila ista, prednapete betonske grede s metalnim
valovitim cijevima imale su vecu frekvenciju nego grede s
plasti¢nim valovitim cijevima. Materijali koji ispunjavaju pore
slabo su utjecali na frekvencije prvog i drugog moda, ali su
znacajno utjecali na frekvenciju treceg moda, Sto pokazuje da
materijal koji ispunjava pore ima mali ucinak na oblik nizeg
moda prednapete betonske grede i ima znacajan ucinak na vise
modove.

3.2. Vertikalni dinamicki odziv prednapetih greda
pod pokretnim konstantnim koncentriranim
opterecenjem

Pokretno konstantno koncentrirano opterecenje (P = 20 kN)
djelovalo je na gornji dio grede, a za proucavanje dinamickog
progiba i pravila odziva brzine u sredini raspona i ubrzanja
prednapete betonske grede s razlicitim vrijednostima
kompaktnosti injekcijske smjese metalnih i plasti¢nih valovitih
cijevi bez pukotina, brzina gibanja opterecenja bila je 0,3, 0,5 i
0,7 m/s.

3.2.1. Dinamicka krivulja progiba

Na slici 5. prikazana je usporedba dinamickog progiba
prednapetih betonskih greda s rebrastim cijevima pri
konstantnom opterecenju tijekom razlicitih brzina. Najveci
dinamicki progibi svake grede prikazani su na slici 5.

Na slici 5. vidljivo je da je vréna vrijednost dinamickog
progiba proste grede u naknadno prednapetom betonu
pokazala odredeni odnos s brzinom pomicanja opterecenja
i kompaktnoscu injekcijske smjese kanala. Kada je pokretno
konstantno opterecenje razlicitim brzinama prelazilo
preko proste grede od prednapetog betona, najveci progib
prednapete betonske grede zabiljezen je blizu poloZaja
sredine raspona grede. Pod djelovanjem konstantnog
koncentriranog opterecenja, s povecanjem brzine kretanja
opterecenja, povecavala se i vrSna vrijednost odziva
dinamickog progiba sredisnjeg Cvora grede. Pri istoj brzini
kretanja opterecenja, potpunije injektiranje otvora grede
od naknadno prednapetog betona odgovaralo je manjem
dinamickom progibu raspona grede. VrSna vrijednost
dinamickog progiba bez poroznosti injektiranja bila je
najmanje 6 % manja od pune poroznosti injektiranja.
Medutim, vrsSna vrijednost dinamickog progiba nije se
znatno razlikovala kada injektiranje nije bilo gusto. Pod
uvjetom iste kompaktnosti injekcijske smjese kanala,
dinamicke vrijednosti progiba u oba slucaja nisu pokazivale
jasno pravilo. Medutim, razlika izmedu metalnih i plasti¢nih
valovitih cijevi nije bila znacajna, Sto pokazuje da materijal
kanala nema jasan utjecaj na dinamicki progib u sredini
raspona naknadno prednapete betonske grede.
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Slika 5. Dinamicka krivulja progiba: a) prednapeta greda s metalnom valovitom cijevi v = 0,3 m/s; b) prednapeta greda s metalnom valovitom
cijevi ¥= 0,5 m/s; c) prednapeta greda s metalnom valovitom cijevi v = 0,7 m/s; d) prednapeta greda s plasticnom valovitom cijevi v= 0,3
m/s; e) prednapeta greda s plasti¢cnom valovitom cijevi v= 0,5 m/s; f) prednapeta greda s plasticnom valovitom cijevi v= 0,7 m/s

3.2.2. Brzina i ubrzanje srednjeg raspona

\/rSne vrijednosti odziva brzine i ubrzanja na sredini raspona
greda dobivene su iz rezultata konacnih elemenata, kao Sto je
prikazano na slikama 6. 7.

Na slikama 6. i 7. vidljivo je da s povecanjem brzine gibanja
opterecenja rastu vrdni odzivi brzine ¢vora i ubrzanja u rasponu
grede. Pri brzini kretanja optereenja od 0,3 i 0,7 m/s, s
povecanjem kompaktnosti injekcijske smjese, vrSna vrijednost
brzine i ubrzanja na sredini raspona prednapetih betonskih

greda valovitog metalnog i plasticnog kanala postupno se
smanjivala, a amplituda smanjenja dosegla je 15 do 22 %
odnosno 19 do 29 %. Kada je brzina kretanja opterecenja bila
0,5 m/s, s povecanjem kompaktnosti injekcijske smjese, vrsna
brzina i ubrzanje sredisnjeg Cvora grede najprije su se povecali,
a zatim smanijili (vrijednost smanjenja je bila niska). Rezultati
pokazuju da je utjecaj razlicitih brzina na brzinu i ubrzanje ¢vora
u sredini raspona greda s razli¢itom kompaktnoscu injektiranja
pukotina razli¢it, ali postupno raste s povecanjem brzine.
Medutim, razlika u brzinii ubrzanju u sredini raspona uzrokovana
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a G

[x10* m/s]

Vr3na brzina srednjeg raspona

M Pozitivno (0,3 m/s)
I Negativno (0,3 m/s)
I Pozitivno (05 m/s)
. 2 Negativno (0,5 m/s)
% I Pozitivno (0,7 m/s)
[__1Negativno (0,7 m/s)

b)

T //\\\\

~_

e 63.206, 67.378

Vr3na brzina srednjeg raspona
[x103 m/s]

I Pozitivno (0,3 m/s)
[ Negativno (0,3 m/s)
I Pozitivno (05 m/s)
2 Negativno (0,5 m/s)
% I Pozitivno (0,7 m/s)
6/7 [_1Negativno (0,7 m/s)
%

Slika 6. Ursna brzina u sredini raspona prednapete grede (x10~* m/s): a) prednapeta greda s metalnom valovitom cijevi; b) prednapeta greda s

plasticnom valovitom cijevi
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b)

Vr3na brzina srednjeg raspona
[x103 m/s]

I Pozitivno (0,3 m/s)
[ Negativno (0,3 m/s)

Slika 7. UrSno ubrzanje u sredini raspona prednapete grede (m/s?): a) prednapeta greda s metalnom valovitom cijevi; b) prednapeta greda s

plasti¢cnom valovitom cijevi

pokretnim opterecenjima izmedu prednapetih betonskih greda s
valovitim metalnim i s plasticnim kanalom je mala, Sto pokazuje
da materijal koji ispunjava pore ima mali u¢inak na brzinu ¢vora
u sredini raspona i odziv ubrzanja prednapetih betonskih greda.

3.3. Vertikalni dinamicki odziv prednapetih greda na
pokretno jednostavno harmonijsko opterecenje

Ispitan je dinamicki progib i odziv brzine i ubrzanja u sredini
raspona prednapete betonske grede s razlicitim vrijednostima
kompaktnosti injekcijske smjese metalnih i plasti¢nih valovitih
cijeviuuvjetimabezpukotina.Jednostavno pokretno harmonijsko
opterecenje primijenjeno na gornji dio grede pojednostavljeno je
na jednoliko pokretno harmonijsko opterecenje P(t) = 6cos(1,0t).
Frekvencija vibracija pokretnog opterecenja bila je f = 1,0 Hz, a
brzina kretanja opterecenja je 0,3,0,5i0,7 m/s.

3.3.1. Dinamicki progib

Slika 8. usporeduje dinamicki progib prednapetih betonskih
greda s valovitim cijevima izradenim od dva razlicita materijala
pod razli¢itim brzinama pokretnog harmonijskog opterecenja.
Najveci dinamicki progib svake grede takoder je prikazan na slici
8.

Kao Sto je prikazano na slici 8., krivulje dinamickog progiba
u sredini raspona naknadno prednapetog betona proste
grede s dvije valovite cijevi izradene od dvaju materijala bile
su sli¢ne sinusoidnim krivuljama koje vibriraju na odredenoj
frekvenciji. Kada je brzina kretanja opterecenja bila mala,
visokofrekvencijska fluktuacija grede bila je potpuno razvijena,
a fluktuacija je bila znacajna. Nasuprot tome, kada je brzina
pokretnog opterecenja bila velika, visokofrekvencijska
fluktuacija grede nije se mogla u potpunosti razviti, a dinamicka

GRADEVINAR 75 (2023) 9, 869-881

877




Gradevinar 9/2023

o4 |

03 |

Xuansheng Cheng, Guangyu Dong, Xianglei Wang, Liang Ma, Guoliang Li

——Bez poroznosti injektiranja

——1/3 poroznosti injektiranja

——2/3 poroznosti injektiranja

—— Potpuna poroznost injektiranja
Maksimalna vrijednost[mm]

—21,979

——21:959

—21921

——21.848

E

E

1=}

S o2

g o

wn

©

> 01

2

S 00

o

wn

c -01

o

.

& -02
-03 L

0 1

o) 05 @
os |
03 |

3 4 5 6 7
Vrijeme [s]

—— Bez poroznosti injektiranja
——1/3 poroznosti injektiranja
——2/3 poroznosti injektiranja
—— Potpuna poroznost injektiranja

Maksimalna vrijednost[mm]
—19,608
—19,588
—19,581
—19573

E

£

o

c

2

S 02

c

& oa

=4

o

2 oo

c

=)

=~ -01

=

&
02
-03 i

00

e) 0L r
03}
02 |

14
Vrijeme [s]

—— Bez poroznosti injektiranja

——1/3 poroznosti injektiranja

——2/3 poroznosti injektiranja

—— Potpuna poroznost injektiranja
Maksimalna vrijednost[mm]

—22,416

—22,397

—22,344

——22,266

E
E
]
=
2
) 01
©
&
= 00
=]
o
w01
=
S
=
5 -0,2
-03 I
00 05

20 25 30
Vrijeme [s]

35 40

A=A
o
=

1

——Bez poroznosti injektiranja
——1/3 poroznosti injektiranja
——2/3 poroznosti injektiranja
—— Potpuna poroznost injektiranja
Maksimalna vrijednost[mm]
—22,417
——322,397
—22,325
——22,265

—— Bez poroznosti injektiranja

=

E

1=}

[ =4

o

@ o1

©

oo

2 00

[

o

E

n -01

&

=

g 02

-03 1 1 1 L 1 1 1 ]
00 05 10 15 20 25 30 35
Vrijeme [s]
d) 05

——1/3 poroznosti injektiranja
——2/3 poroznosti injektiranja
—— Potpuna poroznost injektiranja

Maksimalna vrijednost[mm]

E —21,980
— —21,960
© —21927
o —21,850
a
wn
©
80
k)
c
°
o
wn
c
)
=
=
o
.03 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7
Vrijeme [s]
—— Bez poroznosti injektiranja
f) 05 ——1/3 poroznosti injektiranja

——2/3 poroznosti injektiranja
—— Potpuna poroznost injektiranja

— Ok - Maksimalna vrijednost[mm]
£ —19614
E o03f ——19610
= ——19,586
S —19,572
8_ 0.2
w
c
°0 01
R
=
o 00
o
w
g -01
=
=
o -02
_0’3 1 1 1 1 1 ]
00 05 10 15 20 25 30
Vrijeme [s]

Slika 8. Dinamicka krivulja progiba prednapete grede s plasticnom valovitom cijevi: a) prednapeta greda s metalnom valovitom cijevi v= 0,3 m/s;
b) prednapeta greda s metalnom valovitom cijevi v= 0,5 m/s; c) prednapeta greda s metalnom valovitom cijevi ¥= 0,7 m/s; d) prednapeta
greda s plasticnom valovitom cijevi v = 0,3 m/s; e) prednapeta greda s plasticnom valovitom cijevi v = 0,5 m/s; f) prednapeta greda s
plasticnom valovitom cijevi = 0,7 m/s

krivulja odziva na progib bila je relativno glatka. Pri odredenoj
brzini kretanja opterecenja, dinamicki progib u sredini raspona
prednapete betonske grede s metalnim i plasti¢nim valovitim
kanalima smanjio se s povecanjem kompaktnosti injekcijske
smjese kanala, Sto pokazuje da povecanje kompaktnosti
smjese kanala moZe ucinkovito poboljSati nosivost prednapete
betonske grede i smanjiti dinamicki odziv grede. Dinamicki
progib u sredini raspona prednapetih betonskih greda s

metalnim valovitim cijevima bio je priblizno 0,02 % manji od
prednapetih betonskih greda s plasti¢nim valovitim cijevima.
Razlika u dinamickom progibu uzrokovanom pokretnim
harmonijskim opterecenjem izmedu prednapetih betonskih
greda s valovitim metalnim i plasti¢nim kanalima bila je mala,
Sto pokazuje da materijal koji stvara pore nije imao znacajan
utjecaj na dinamicki progib srednjeg raspona naknadno

prednapetih betonskih greda.
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3.3.2. Brzina i ubrzanje u sredini raspona

VrSne vrijednosti odziva za brzinu i ubrzanje u sredini
raspona prednapetih betonskih greda dobivene su iz
rezultata kona¢nih elemenata, kao Sto je prikazano na
slikama 9. i 10.

Slike 9. i 10. pokazuju da se s povecanjem brzine kretanja
opterecenja, vrSnabrzina ¢vorau srediniraspona proste grede
od prednapetog betona najprije smanjila, a zatim povecala,
a tendencija vrénog ubrzanja se povecala. Pri brzini kretanja
od 0,3 m/s, s povecanjem kompaktnosti injekcijske smjese
kanala, smanjili su se brzina ¢vora u sredini raspona i vrsni
odziv na ubrzanje prednapetih betonskih greda s metalnim
i plasticnim valovitim kanalima. Kada je brzina kretanja bila
0,5 m/s, s povecanjem kompaktnosti injekcijske smjese

Vr3na brzina srednjeg raspona
[x103 m/s]

17,154 1z, TN
%, |
/)7.0
67
o S
Osy
,\\"’ I Pozitivno (0,3 m/s)
é,(/ B Negativno (0,3 m/s)
’29,7 . I Pozitivno (05 m/s)
Y 2 Negativno (0,5 m/s)
oﬁ; I Pozitivno (0,7 m/s)
/)6/6 [—_1Negativno (0,7 m/s)

kanala, brzina ¢vora u sredini raspona i vrsni odziv pozitivhog
ubrzanja grede postupno su se smanjivali, dok su vrSni odzivi
negativne brzine i pozitivhog ubrzanja postupno rasli. Kada
je brzina kretanja bila 0,7 m/s, s povecanjem kompaktnosti
injekcijske smjese kanala, brzina ¢vora u sredini raspona
i vrdni odziv na ubrzanje grede postupno su se povecavali,
Sto pokazuje da ucinak kompaktnosti injekcijske smjese
kanala na brzinu ¢vora u sredini raspona i odziv na ubrzanje
prednapetih betonskih greda nisu isti pod djelovanjem
jednostavnog harmonijskog opterecenja. Umjesto toga,
povezan je s brzinom kretanja opterecenja, koja pokazuje
monotoni trend unutar odredenog raspona brzina. Razlika
u brzini i ubrzanju u sredini raspona uzrokovana pokretnim
harmonijskim opterecenjem izmedu prednapetih betonskih
greda s valovitim kanalom izradenim od metala i plastike bila

b)

Vr3na brzina srednjeg raspona
[x103 m/s]

Pozitivno (0,7 m/s)
5 Negativno (0,7 m/s)

Slika 9. Ursna brzina u sredini raspona prednapete grede (x10 -3 m/s): a) prednapeta greda s metalnom valovitom cijevi; b) prednapeta greda s
plasti¢cnom valovitom cijevi

Vr3na brzina srednjeg raspona
[x103 m/s]

Vr3na brzina srednjeg raspona
[x103 m/s]

Slika 10. Vrsno ubrzanje u sredini raspona prednapete grede (m/s?): a) prednapeta greda s metalnom valovitom cijevi; b) prednapeta greda s

plasti¢nom valovitom cijevi
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je mala, Sto upucuje na to da materijal koji stvara pore ima
mali u¢inak na brzinu ¢vora u sredini raspona i odziv ubrzanja
prednapetih betonskih greda.

4, Zakljucak

Kompaktnost injekcijske smjese kanala utjecala je na
karakteristike prirodnih vibracija prednapete betonske gredne
konstrukcije. S povecanjem kompaktnosti injekcijske smjese
kanala smanjio se prirodni period vibracija konstrukcije, a
povecala frekvencija prirodnih vibracija. Kada je kompaktnost
injekcijske smjese kanala bila ista, prednapete betonske grede
s metalnom valovitom cijevi pokazale su vecu frekvenciju od
prednapetih betonskih greda s plasticnom valovitom cijevi,
Sto nije vidljivo u prvom i drugom modu, ali je vidljivo u tre€em
modu.

Pod djelovanjem pokretnog opterecenja, s povecanjem
kompaktnosti injekcijske smjese kanala, dinamicki progib
prednapetih betonskih greda u sredini raspona smanjuje se u
potpunosti. Kada je pokretno opterecenje preslo preko polozaja
sredine raspona, vrhunac poprec¢nog dinamickog progiba u
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