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Pregledni rad
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Primjena nacela energije u izracunavanju odziva viskoelasti¢nih Stapova

Za siroki je raspon prakti¢nih problema u gradevinarstvu tesko pronaci tocna rjesenja.
Razlog je tome u sloZenosti diferencijalnih jednadzbi koje opisuju problem ili u potesSko¢ama
koje proizlaze iz rubnih i pocetnih uvjeta. Kao alternativni pristup rjesavanju tih problema
primjenjuju se skalarne veli¢ine poput rada i energije. Nacelo virtualnoga rada osnova je
energijskih i varijacijskih pristupa. U ovom je istrazivanju pomocu energijske formulacije
viskoelasti¢nih konstrukcija obraden problem staticki neodredenoga viskoelasticnog
aksijalno opterecenoga Stapa. Za analizu je predlozena jednostavnai ucinkovita formulacija
utemeljena na energiji. Izraz za ukupnu potencijalnu energiju u ovisnosti o pomacima
¢vorova izveden je u Laplaceovom prostoru. Rjesenja koja smanjuju ukupnu potencijalnu
energiju stvarni su pomaci, a inverzna Laplaceova transformacija primijenjena je za
preslikavanje funkcije nazad u vremensku domenu. Analizirani su razli¢iti primjeri kako bi
se osigurala tocnost i prikazao potencijal predlozene metode. Ovom se metodom rjesenje
moze dobiti neposredno u nekoliko jednostavnih koraka, neovisno o promjeni modela
viskoelasticnoga materijala, broju elemenata u sistemu i vrsti opterecenja.
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Energy principle application to response of viscoelastic bars

A wide range of practical engineering problems exists for which obtaining exact solutions
directly is challenging. This is because of the complex nature of the governing differential
equations or the difficulties arising from the boundary and initial conditions of the
problem. To address these problems, scalar quantities, such as work and energy, are
used as an alternative approach. The virtual work principle constitutes the basis for
the energy and variational formulations. This study uses energy concepts to formulate
viscoelastic structures and discuss the statically indeterminate axially loaded viscoelastic
bar problem. A simple and efficient energy-based formulation for analysis is proposed.
The total potential energy (TPE) expression in terms of the displacements of the nodes
was obtained in Laplace space. The solutions that minimise the TPE expression are
real displacements, and the inverse Laplace transform method is applied to transform
the function back into the time domain. Different examples were considered to ensure
accuracy and demonstrate the potential of the proposed solution technique. This method
is convenient for obtaining a solution directly by following a few simple process steps,
regardless of the change in the viscoelastic material model, the number of elements in
the system, and the type of loading.

Key words:
viscoelastic, time-dependent analysis, potential energy principle, statically indeterminate, Laplace domain,

inverse Laplace
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1. Uvod

Ponasanje linearnoelasticnoga materijala najjednostavnija je
i ngjcesca idealizacija materijala. Vecina materijala, kao Sto su
polimeri, metali na visokim temperaturama, drvo te zivo tkivo
i stanice pokazuju osobine elasticnosti i viskoznosti. Takva
su svojstva poznata pod nazivom viskoelasticnosti. Trenutna
elastitnost, puzanje, relaksacija naprezanja, trenutni elasticni
oporavak, zaostali oporavak i trajne ili viskozne deformacije
karakteristicni su za viskoelasticna tijela. Na deformacije
viskoelasticnih materijala utjecu brzina i trajanje opterecivanja.
Odgovarajuce modeliranje ponasanja ovisnoga o vremenu klju¢no
je za tocnu analizu konstrukcija izradenih od viskoelasti¢nih
materijala. Za matematicko modeliranje ponasanja viskoelasti¢nih
materijala upotrjebljeni su mehanicki analogoni sastavljeni od
opruga i prigusivaca. Opruga i prigusivac osnovni su elementi
koji se primjenjuju za modeliranje elasti¢noga i viskoznoga
ponasanja viskoelasticnih materijala. Razliciti serijski i/ili paralelni
sklopovi opruga i prigusivaca primjenjuju se za opisivanje razlicitih
linearnoviskoelasti¢nih materijala.

Za gradevinske se konstrukcije upotrebljavaju razliCite
metode klasifikacije. Najuobicajenija klasifikacija temelji se na
kombinaciji geometrijske konfiguracije i nacina opterecivanja
konstrukcije. S geometrijskoga je stajaliSta najjednostavnija
konstrukcija Stap. Ovisno o tome je li opterecenje vlacno, tlacno,
torzijsko ili fleksijsko, Stap se ¢esto naziva i zglobnim Stapom,
gredom ili stupom.

Linearna viskoelasti¢nost primjenjuje se u konstrukcijskoj
analizi materijala ovisnih o vremenu. Laplaceova transformacija,
Fourierova transformacija i nacelo korespondencije (analogija
elasti¢nosti i viskoelasticnosti) primjenjuju se za analiziranje
viskoelasti¢nih problema. Laplaceova  transformacija
primijenjena je na viskoelastitne grede u knjizi [1]. U knjizi [2]
je u rjeSavanju jednadzbi viskoelastitne grede primijenjeno
nacelo elasticno-viskoelasticne korespondencije. Christensen
je pak u knjizi [3] problem viskoelasticne grede analizirao
pomocu Fourierove transformacije. Nekoliko je istrazivanja
preovedeno o statickim i dinamickim analizama viskoelasti¢nih
grednih konstrukcija. Analiza kvazistatickoga i dinamickoga
ponasanja linearnoviskoelasticne i klasicne Timosenkove
grede preovedena je u radu [4] pomocu Pronyjevih redova.
V/remenski ¢lanovi uklonjeni su primjenom hibridne Laplaceove
transformacije. Na temelju Hamiltonovoga nacela moguce je bez
integralne transformacije metodom konacnih elemenata dobiti
rjeSenje. IstraZivanje [5] izvijestilo je o analizi kvazistatickoga
i dinamickoga ponasanja viskoelasticne TimosSenkove grede
pomocu hibridne Laplace-Carsonove metode i metode konacnih
elemenata. U istrazivanju je primijenjen nasljedni integralni
prikaz konstitucijskih relacija. U numerickim primjerima
upotrebljavaju se Kelvinovi i troparametarski cvrsti modeli, dok
se za numericku Laplaceovu inverziju primjenjuju Fourierovi
redovi i Schaperyjeva metoda.

0Od numerickih metoda koje se primjenjuju u viskoelasticnosti,
najuobicajenija i najsvestranija jest metoda konacnih

elemenata. Nekoliko je autora prikazalo primjenu metode
konacnih elemenata u analizama viskoelasti¢nih greda. U radu
[6] prikazan je postupak utvrdivanja prolazni odziv sistema
viskoelasti¢nih greda. U analizi je upotrijebljen model konacnih
elemenata s viSestrukim stupnjevima slobode. Brza Fourierova
transformacija primijenjena je za transformaciju jednadzbe iz
frekvencijske u vremensku domenu. U radu [7] proucavani su
modeli konacnih elemenata za viskoelasticne grede utemeljneni
na razlicitim kinematickim pretpostavkama. U izvodenju
jednadzbi primijenjeno je Hamiltonovo nacelo. Rezultati se
preslikavaju u vremensku domenu numerickom inverzijom.
U radu [8] predlozen je slojeviti model konacnih elemenata
utemeljen na Golla—Hughesovoj metodi. PredloZena formulacija
temelji se na jednadZbama drugoga reda u vremenskoj domeni
dobivenima transformacijom jednadzbi gibanja u Laplaceovoj
domeni. Parametri koji karakteriziraju viskoelasti¢ni materijal
utvrdeni su eksperimentalno. U radu [S] razvijen je model s
konacnim elemenatima ljuske za rjesavanje slobodnih vibracija
viskoelasti¢nih uslojenih greda. Opéa formulacija problema
rijeSenaje primjenom razlicitih diskretizacija konacnih elemenata
uzimajutiuobzirnjihovaogranic¢enja. Uradu[10]razvijen je model
konacnih elemenata utemeljen na teoriji posmicnih deformacija
prvoga reda i Hamiltonovom nacelu za analizu vibracija uslojene
grede s jezgrom od viskoelasticnoga materijala izmedu dva
elastitna sloja. Pri izvodenju jednadzbi konacnih elemenata
pretpostavljeno je da nema relativnoga klizanja izmedu slojeva,
a uc¢inak momenta inercije nije uzet u obzir. Rezultati numerickih
proracuna potvrdeni su eksperimentalnom provjerom
viskoelasti¢ne uslojene konzolne grede. U [11] primijenjeni su
analiticki i numericki modeli za predvidanje grani¢nih stanja
uporabljivosti savojnih armiranobetonskih elemenata. Gredni
elementi ispitani su i pod kratkotrajnim i pod dugotrajnim
savojnim opterecenjem. U analizi su primijenjena dva razlicita
matematicka modela, to jest model konacnih elemenata grede
(1D analiza) i model s elementima za ravninsko naprezanje (2D
analiza). Za dugorocnu analizu u oba modela vremenski ovisni
ucinci ponasanja betona, puzanje i skupljanje, prikazani su kao
viskoelasti¢no ponasanje betona. Numericki i analiticki modeli
provjereni su uporabom postojecih eksperimentalnih podataka.
U literaturi postoje brojna istrazivanja koja se bave vibracijskim
svojstvima i stabilnoS¢u viskoelasti¢nih greda [12-25].

Cilj je ovog rada primijeniti nacelo ukupne potencijalne energije
za odredivanje viskoelasticnoga ponasanja Stapnih konstrukcija.
Nacelo ukupne potencijalne energije ima Siroku primjenu i
primjenjivo je za konstrukcije koje su klasificirane na temelju
kombinacije geometrijskih konfiguracija i obiljezja opterecenja,
kao Sto su grede, okviri, ploce i ljuske. Medutim, pretpostavlja
se da su te konstrukcije elasti¢ne (to jest, intenziteti odziva, kao
Sto su naprezanje i pomicanje, proporcionalni su intenzitetu
primijenjenog opterecenja).

U pocetku su istrazivaci ponajvise bili usmjereni na elasticne
probleme. Medutim, buduci da viskoelasti¢ne materijale u praksi
karakterizira Siroka lepeza primjene, potreba je za proucavanjem
viskoelasti¢nih problema porasla. Uz pretpostavku da je
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materijal elastican pojednostavljivanja analize ne odgovaraju
stvarnome stanju jer vecina inzenjerskih materijala pokazuje
vidljive vremenske ucinke i viskoelasti¢ni su zbog unutarnjeg
trenja. Stoga su viskoelasti¢ne konstitutivne relacije realisti¢nije
od elasti¢nih u odrazavanju ponasanja materijala. Proucavanju
svojstva viskoelasticnoga materijala ovisnoga o vremenu i
stvaranju temelja za stvarnu konstrukcijsku analizu pridana je
velika pozornost u istrazivanju. Autorica i suradnici objavili su
istrazivanja posvecena primjeni jednostavnoga i ucinkovitoga
postupka proracuna u analizama kvazistatickoga i dinamickoga
ponasanja  viskoelasticnih  konstrukcijskih  elemenata
temeljenoga na Gateauxom diferencijalu. Nove funkcionale
primjerene mjeSovitim formulacijama za konacne elemente u
Laplace-Carsonovoj domeni razvili su u [26] za viskoelasti¢ne
Kirchhoffove plo€e i u [27] za Mindlin-Reissnerove ploce s
posmikom prvoga reda.

Povod za ovo istrazivanje proizasao je iz pretrazivanja literature.
Nacela rada i energije temeljna su i ¢ine osnovu raznih
pribliznih metoda analize. Za razliku od opseznih istrazivanja o
razvoju i primjeni metoda rada i energije za analizu elasticnih
konstrukcijskih elemenata, ovo istrazivanje predlaze nacelo
ukupne energije za probleme viskoelastitnosti. Kao Sto je
poznato, ne postoji eksplicitni prikaz ukupne energije za
viskozne sustave u vremenskoj domeni jer viskozni ¢lan ima
nekonzervativnu ulogu u konstrukcijskom sistemu. Opcenito,
nacelo virtualnoga rada uspostavljano je za viskoelastitne
probleme u proracunima u vremenskoj domeni. U ovom je radu
pokazano da eksplicitni prikaz ukupne energije za viskozne
probleme moze postojati u Laplaceovoj domeni.

U odredenim je slucajevima procjena viskoelasti¢nosti dovoljno
sloZzena jer izracunavanje ponasanja progresivnih deformacija
(to jest problemi puzanja, relaksacije i histereze) tijekom
dugotrajnoga konstrukcijskoga odziva ukljuCuje matematicku
sloZzenost. Glavni cilj je ovoga istrazivanja rasprava o linearnom
viskoelasticnom ponasanju Stapnih konstrukcija primjenom
nacela rada i energije. Ovo je prvo istrazivanje koje predstavlja
novyu, jednostavnu i ucinkovitu na energiji utemeljenu
formulaciju za analizu staticki neodredenih viskoelasti¢nih
Stapnih konstrukcija. Teorijska je podloga predloZene formulacije
jednostavna i moze se lako provesti u praksi, a pokazala se
ucinkovitom za dobivanje rezultata bilo kojega konstitucijskog
modelalinearne viskoelasti¢nosti. Glavnaje prednost predlozene
metode u tome Sto se skup jednadzbi koje treba rijeSiti moze
ponovno izvesti u nekoliko jednostavnih koraka u ovisnosti
o vrstama modela viskoelasticnih materijala, opterecenja,
geometrije i broju elemenata u koje je sistem podijeljen. U
ovom su radu prikazana vrlo tocna rjeSenja za staticki odredene
i neodredene viskoelasticne sisteme. Za dobivanje tocnijih
rezultata u analizi konacnim elementima klju¢na je primjena
finije mreze; medutim, fina mreza cesto oduzima puno
vremena. Bez obzira na broj poddomena (elemenata) na koje
je tijelo podijeljeno predlozena metoda daje zadovoljavajuce
rezultate i Stedi vrijeme. Za razvoj konstitucijskih jednadzbi
viskoelasticnosti primijenjeni su Kelvin-Voightov model i

standardni linearni model za Cvrsta tijela. Na temelju svojstava
konvolucije Laplaceove transformacije, nacelo minimalne
potencijalne energije primijenjeno je za analizu staticki
neodredenoga aksijalno opterecenoga Stapnog sistema. Buduci
da su odgovarajuce jednadzbe ovisne o vremenu, predloZzena
je metoda rjeSenja. Za provjeru predlozene formulacije
upotrijebljeno je nekoliko primjera. Ovo istrazivanje zapocinje
jednostavnom Stapnom konstrukcijom i vodi autoricu i njezine
suradnike kroz sve sloZenije zadatke u mehanici Cvrstoga tijela,
kao Sto su primjerice viskoelasti¢ni sklopovi dvaju ili vise Stapova
izlozenih savijanju te posmi¢nom i aksijalnom opterecenju,
koji se nazivaju okvirima, ili izlozenih samo aksijalnim silama,
koji se nazivaju ravninskim ili prostornim reSetkama, kao i
kroz zadatke koji ukljucuju deformacije, stabilnost i vibracije
viskoelasticnih tijela. Metodologija opisana u ovom radu moze
se lako primijeniti na analizu razli¢itih viskoelasti¢nih nosivih
elemenata. Jednostavna je, pouzdana i ucinkovita sa stajaliSta
proracuna, a rezultati su joj to€ni. Rezultati ovoga istrazivanja
mogu posluZiti kao mjerilo za buduca istrazivanja.

2. Metodologija

Dva su razli¢ita pristupa u analizi gradevinskih konstrukcija.
Jednom je pristupu cilj opisati stanja naprezanja i deformacija po
cijeloj konstrukciji integriranjem diferencijalnih jednadzbi koje
zadovoljavaju odgovarajuce rubne uvjete. lako je takav pristup
opcenit, analiticka se integracija gotovo uvijek ¢ini nemogucom.
Drugi pristup ukljucuje uporabu skalarnih veli¢ina kao Sto su rad
i energija. Prvi zakon termodinamike tvrdi da je zbroj mehanicke
energije I/, i toplinske energije Q dovedene termodinamickom
sustavu jednak zbroju kineticke energije T i unutarnje energije U:

W, +Q=T+U (1)

Uz pretpostavku da je deformiranje adijabatski proces, Q =
0. Osim toga, pretpostavlja se da je opterecivanja vrlo sporo
(kvazistaticko) i da se stanje ravnoteZe odrzava, tako da je T
= 0. Na temelju tih pretpostavaka prvi je zakon drugi izraz za
oCuvanje energije:

w_=U (2)

Rad vanjskih sile tijekom optereivanja (/) moze se prikazati
kao povrsina ispod krivulje sile:

1

W, =2

:F(x)dx (3)
Nanesena sila, oznacena s F, moze biti koncentrirana ili
raspodijeljena, a moze bitii moment. Prematome, £ i xpoopcena
su sila i pomak.

Treba izvestiizraz za unutarnju energiju U(nazvanu i energijom
deformacije ili deformacijskom energijom). Rad vanjskoga
opterecenja pohranjuje se kao energija deformacije (unutarnja
energija) U. Da bi se odredila energija deformacije, treba
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definirati ponasanje materijala; pa e deformacijska energija
biti izrazena u ovisnosti o naprezanju. Vremenska ovisnost
viskoelasti¢noga odziva mnogo je izrazenija od one kod
elastitnoga odziva Cvrstih tvari i viskoznoga odziva tekucina.
Na krivulji odnosa naprezanja i deformacija viskoelasti¢noga
materijala opaza se histereza, a krutost materijala ovisi o
brzini deformacije £ = de/dt ili brzini naprezanja ¢ = do/dt. Pod
pretpostavkom dajerijec o linearnoviskoelasticnom materijalu,
dolazi do povrata mehanickoga rada koji su izvrSile nanesene
sile, a energija izgubljena tijekom ciklusa opterecenja jednaka
je plostini povrsine unutar petlje, kao Sto je prikazano na slici 1.

(o)

A

>

Slika 1. Krivulja naprezanja i opterecenja viskoelasticnog materijala

Novorazvijeni materijali pokazuju mehanicka svojstva kojanisuni
savrseno elasti¢na niti odgovaraju idealizaciji viskozne tekucine.
Mehanicka energija moZe se pohraniti u potpuno elasti¢nim
materijalima bez gubitka energije. S druge strane, idealna
stvarna (viskozna) tekucina moze rasprsiti cjelokupnu ulaznu
energiju u stanju nehidrostatskoga naprezanja. Viskoelasti¢ni
materijali imaju sposobnost i pohranjivanja i rasprsivanja
energije.  Konstitucijske jednadzbe vremenski ovisnih
(viskoelasti¢nih) materijala ukljuuju naprezanje, deformaciju
i vremenske varijable. Pri definiranju konstitucijskih jednadzbi
mogu se primijeniti integrali ili diferencijalne jednadzbe.
Jednodimenzionalni  viskoelasti¢ni konstitucijski odnos u
integralnom oblika, uzimajuéi u obzir Boltzmannovo nacelo
superpozicije, izrazava se na sljedeci nacin:

d

o (t)=M(t)s(0")+ J.;M(t—r)as(r)dr ()
£(t)=C(t)o(0')+ L:C(t—r)%a(r)dr (5)

gdie M(f) oznacava relaksacijski modul, a (¢ funkciju
podatljivosti; oboje se mijenja s proteklim vremenom t.
Ovisnost o temperaturi izostavljena je na temelju pretpostavke
o ujednacenoj temperaturi.

Izrazi (4) i (5) pokazuje da materijal ima pamcenje; drugim
rijecima, odziv materijala odreduje se trenutacnom vrijednoscu
djeovanja uz sva prosla djelovanja.

Integral  konvolucije omoguuje da se viskoelasti¢ne
konstitucijske jednadzbe napisu kao za elasti¢nost [28]:

o(t) = M(t-T)*de(t) = Mde (6)
g(t) = C(t-t)*do(t) = Mxdo (7)

Buduti da konstitucijske jednadzbe linearnoviskoelasti¢noga
materijala odgovaraju integralima konvolucije, moze se
primijeniti Laplaceova transformaciju za pretvorbu u algebarske
jednadzbe. Laplaceova transformacija za bilo koju po dijelovima
neprekidnu funkciju f(t) definirana je na sljedeci nacin:

L(f(t)=T(s)=] e"f(t)at (8)

Primjenom dvaju svojstava Laplaceove transformacije (koje se
nazivaju transformacije derivacija u jednadzbi (A.1) i konvolucija
jednadzbe (A.2); vidjeti Prilog) konstitucijske se jednadzbe mogu
izraziti u sljedecem algebarskom obliku:

G(s)=sM(s)z(s) (9)
g(s)=sC(s)a(s) (10)

gdje soznatava Laplaceovu varijablu, dok su &(s), £(s), M(s) i C(s)
funkcije varijable s. Povezivanjem jednadzbi (9) i (10) u jedan
algebarski izraz dobiva se jednostavna formula izmedu funkcije
podatljivosti i relaksacijskoga modula u Laplaceovoj domeni

S TRAY 1

M(s)C(s):s—2 (11)
Energija deformacije po jedinici volumena odgovara gustoci
energije deformacije, pa se moZze izraziti kao integral na intervalu
(0,9 [28]:

U =1 jM(s—r)dg(s)ds}CLg(T)dr (12)

v2 ds dr

3. Nacelo ukupne potencijalne energije (TPE)

Primjena varijacijskoga nacela u nekim grana mehanike ima
dugu povijest razvoja. Racun varijacija svodi se na odredivanje
funkcije koja je stacionarna vrijednost zadanoga funkcionala
[29].

Nacelo virtualnoga rada, koje se naziva i nacelom virtualnih
pomaka, osnova je varijacijske formulacije. Treba napomenuti da
senacelovirtualnoga rada primjenjuje neovisno o konstitucijskim
relacijama materijala, dok se pri formuliranju varijacijskih nacela
moraju uzeti u obzir odnosi naprezanja i deformacija.

U ovom Ce se poglavlju nacelo ukupne potencijalne energije (engl.
Total potential energy - TPE) izvesti iz nacela virtualnoga rada

3W, = 8U (13)
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Nacelo virtualnoga rada ekvivalentno je jednadzbama ravnoteze
sistema, a vanjski virtualni rad 8 W, koji vrse stvarne sile tijekom
virtualnoga pomicanja jednak je unutarnjem virtualnom radu U
koji vrSe stvarna naprezanja tijekom virtualnoga deformiranja.
Pri tome je simbol 8 operatora varijacije. Izraz (13) se moze
napisati u sljedec¢em obliku, gdje je & virtualni operator:

SU-8W, = §(U-W,) =0 (14)
Pritom je

(U-w)=T1 (15)
Isn =0 (16)

IT oznacava ukupnu potencijalnu energiju konstrukcije. Nacelo
izraZzeno izrazom (16) kaze da je izmedu svih pomaka koji
zadovoljavaju zadane rubne uvjete stvarni pomak onaj koji
minimizira ukupnu potencijalnu energiju.

4, Primjena ukupne potencijalne energije u
odredivanju vremenski ovisnih pomaka
staticki neodredenih sistema viskoelasticnih
aksijalno opterecenih stapova

Najjednostavnija primjena nacela ukupne potencijalne energije
odredivanje je pomaka staticki neodredenoga viskoelasti¢noga
Stapa pod vremenski promjenjivim aksijalnim opterecenjem.
Odabir ovog primjera s jedne strane sluzi kao ilustracija
argumenata na kojima se temelji ova metoda, a s druge je strane,
prema spoznajama autora, ovo prvo istrazivanje koje se bavi
analizom staticki neodredenih Stapova (samo pod aksijalnim
opterecenjem) koje pokazuju viskoelasti¢na svojstva sustavnim
postupkom koji je utemeljen na nacelu energije.

Za linearnoviskoelasti¢ni  materijal mora se odrediti
konstitucijska relacija. Viskoelasticno ponasanje moze se
modelirati jednostavnim mehanickim analogonomima kao Sto
su linijske opruge i prigusivaci. Jednostavni reoloski modeli koji
imaju Siroku primjenu u teorijskim istrazivanja sastavljeni su
od sustava opruga i prigusivaca, spojenih paralelno ili serijski.
Maxwellov model serijski je raspored, a ponasa se kao fluid.
Kelvin-Voightov model (slika 2.) paralelnom je rasporedu, a
ponasa se kao ¢vrsti materijal.

Konstitucijska relacija za Kelvin-Voigtov model za Ccvrste
materijale linearna je diferencijalna jednadzba prvoga reda

G =ogto, = Ee+né (17)

Izraz (17) sadrzi derivacije po vremenu. Naprezanja i deformacije
stoga nisu bili proporcionalni. Slika 3. prikazuje staticki
neodredeni viskoelasticni Stap duljine L s upetim lezajevima
na oba kraja koji je opterecen s dvije aksijalne sile P, i P, (ta
aksijalna opterecenja mogu biti zadana kao funkcije vremena ili
konstanta) u x= L , odnosno x=L, + L,

Q

—» q
™
n
o
n
o

£

Slika 2. Shematski prikaz Kelvin-Voightovoga modela i ravnoteza
sila

(e

Analizirat ¢emo samo jednostavniji slucaj: plostina
poprecnoga presjeka A ne ovisi o x. Uzet cemo da je Stap
sastavljen od N = 3 elementa duljina L, (i = 1, M), kao 5to je
prikazano na slici 3.

Glavni je cilj izraziti odnos izmedu sila u ¢vorovima i njihovih
pomaka. remenski ovisna promjena duljine elementa jest

A =qft)-q.,(t) (18)
Energija deformacije (U) Stapa jednaka je zbroju energija

deformacije svih elemenata. U ovom je sluaju ukupna
potencijalna energija u Laplaceovoj domeni

fi=%0 - W, (19)

M=

gdje je W_ Laplaceova transformacija vanjskoga virtualnog rada.
Uvrstavanje Laplaceove transformacije jednadzbe (17) uizraz za
unutarnje energije preoblikovanu u Laplaceovu domeni i
integriranje po cijeIon volumenu konstrukcije daje ukupnu
energiju deformacije 3 U, u Laplaceovoj domeni.

Da bi se moglo pi?imijeniti nacelo ukupne potencijalne
energije, ukupni potencijal (IT) mora se izraziti u ovisnosti o
nepoznatim pomacima krajeva (q,ig,), kao Sto je prikazano na
slici 3.:

01_151(71_,3262 (20)

M e

fi=

i

I poprima ekstremnu vrijednost za to¢no polje pomaka.
Prema tome, varijacija u izrazu (20) za q, i 9, daje trazene
rezultate u Laplaceovoj domeni.
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Slika 3. Shematski prikaz staticki neodredenoga viskoelasti¢nog Stapa
Dvije su neovisne veli¢ine podlozne varijacijama funkcionala: g i _ -
g, Varijacije u odnosu na te veli¢ine uz uvjet 81 = 0 postaju EA, T nsA T 14, - Q
off L, L, -1 1 ]lg, 7}1
- )
o (21) [EAz nsAzj[ 1 —1}{61 } @ 03
aa, L L )le) @
Izrazi (21) daju sustav dviju linearnih algebarskih jednadzbi s -
nepoznanicama q, i g,. Matricni je zapis tih izraza EA, +773A3 1 -1](q, _ Q'
L:s Ls -1 1 63 6?
Ayons 1, s s '
L, "EL "L TEL L, EL, {@}_{7} (22)
1 1 ] |P, . : ) . o
(—E—gfzj (E+ gLsz Zﬂgfj q matrice krutosti elemenata. Pomocu svojstava pojedinih

elementa sastavljena je element po element globalna matrica
krutosti, uzraz (24):

+

pri cemu su matrice
EA, 1nsA, j

(s
J

_EA, 7sA,
L, L

EA,
L,

_EA,  nsA,
L, L,
nsA, EA, nsA,
+ L + L + L
_EA, nsA, EA, N
L, L L,
0

E

0 0
EA, nsAz) .
L, L,
nsA, . EA, N nsASJ [ EA, T]SA3]
L, L, L, L, L,
EA, nsA, j (EAS nsA, j
L, L, L, L, )|

% Q

G Q + Q@

ol la.q 2
2 i i

7, Q
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Da bismo rijesili taj problem treba odrediti cvorne sile Q, a
jednadzba se moze zapisati u obliku

F=Ku (25)

gdje F oznacava vektor cvornih sila za cijelu konstrukciju,
matrica K globalnu matricu krutosti, a u vektor pomaka
tvorova. RjeSenja kondenziranih jednadzbi su nepoznati
pomaci g, i g, lzraCunani e se pomaci biti upotrijebiti za
dobivanje vrijednosti prosirenja A, Laplaceove domene iz
Laplaceovih transformacija u jednadzbi (18). Inverzna
Laplaceova transformacija primjenjuje se za pretvorbu
dobivenih rezultata u stvarnu (vremensku) domeni. Uzduzne
sile mogu se lako izraCunatiiz konstitutivnog odnosa materijala
kada je to potrebno.

5. Numericki primjeri i rasprava

U ovom su poglavlju opisane tri numericke primjene kako bi se

potvrdila to¢nost i prikazao potencijal predloZzene metode. Kao

prvi primjer usporedbe predlozen je standardni linearni model

viskoelasti¢noga materijala koji se temelji na kombinaciji opruga

i prigusivaca koji prikazuju viskoelasti¢no ponasanje staticki

odredene Stapne konstrukcije. U daljnjim primjerima prikazana

su rjeSenja staticki neodredenih viskoelasti¢nih Stapnih

konstrukcija svojstva kojih opisuju Kelvin-Voightov model i

standardni linearni model za vrsta tijela. Koraci u rjeSavanju tih

prakti¢nih primjera su sljedeci:

- Odrediti konstitutivnu relaciju modela viskoelasti¢noga
materijala u Laplaceovoj domeni.

- Odrediti broj poddomena na koje je tijelo podijeljeno.

- lzraziti unutarnju energiju, izraz (12), u Laplaceovoj domeni.

- Primijeniti nacelo ukupne potencijalne energije u Laplaceovoj
domeni, izraz (20).

- IzraCunati nepoznanice (pomake krajeva) pomocu izraza
(24).

- Inverznom Laplaceovom transformacije pretvoriti dobivene
rezultate u vr.emensku domenu.

Koliko znamo, u postojecoj literaturi 010
ne postoje sustavne formulacije

koje se temelje na energiji. Bududi 008
da analiticka rjeSenja nisu dostupna
u literaturi, kako bi se provjerila
valjanost  predlozene  formulacije
za ukupnu potencijalnu energiju,
rezultati su usporedeni s rezultatima
analize metodom konacnih elemenata
provedenom  pomocu  racunalnog 0,00
programa ABAQUS. U analizama je
upotrijebljen konstantan Poissonov
koeficijent (v = 0,25).

0,06

0,04

Naprezanje

0,02

5.1 Primjer 1: standardni linearni model za ¢vrsta
tijela

U ovom primjeru, preuzetom iz rada[30], analiziran je Stap duljine
254 mm i promjera 25,4 mm. Jedan kraj Stapa bio je spojen
spodlogom, dok je drugi kraj bio izloZzen trenutnom aksijalnom
naprezanju od 0,689 MPa. Standardni linearni model za ¢vrsta
tijela (sliku 4.) sadrzi dva paralelno spojena sustava. Maxwellov
krak sastavljen je od opruge (E, = 62,01 MPa) i prigusivaca (n =
62,01 MPa s), a drugi krak sadrzi samo oprugu (E, = 6,89 MPa);
taj je model primijenjen za modeliranje viskoelasticnoga Stapa.

E n

2

—_—

MW

E

1

Slika 4. Reoloski model viskoelasti¢noga stapa

Konstitucijska je relacija standardnoga linearnog modela za
Cvrsta tijela

a+ld=E1s+

n(E, +Ez)é
E,

E, (26)

Slika 5. prikazuje krivulje deformacija u smjeru opterecenja u
ovisnosti o vremena dobivene pomocu predlozene formulacije
za ukupnu potencijalnu energiju i standardnoga linearnog
modela za ¢vrsta tijela iz [30]. PredloZena rjeSenja i rjeSenja iz
spomenutoga istrazivanjadobro se podudaraju. Uz pomoc ovoga
primjera ispitana je racunalna ucinkovitost i tocnost predlozene
formule temeljene na energiji u primjeni na statisticki odredene
sisteme.

—@&— Referentna studija
------ Predstavljeni rezultati

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Vrijeme [s]

Slika 5. Usporedba rjesenja iz rada [30] i rjeSenja dobivenoga na temelju formule za ukupnu

potencijalnu energiju
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5.2. Primjer 2: staticki neodredeni viskoelasticni Stap
svojstava opisanih Kelvin-Voightovim modelom

Ovaj je primjer upotrijebljen za procjenu numeric¢ke tocnosti
formulacije za ukupnu potencijalnu energiju. Kao primjer je uzet
staticki neodredeni Stap prikazan na slici 6., koji je upet na oba
kraja. Viskoelasticni je Stap poprecnoga presjeka konstantne
plostine A = 900 cm?, a izloZen je opterecenjima od P, = 200
N i P, = 400 N. Odredit ¢emo o vremenu ovisno ponasanje
primjenom Kelvin-Voightoga viskoelasticnog materijala pri

¢emu su £'= 4x10° Pain = 6x10°Pas. Tocnost primjene ukupne
potencijalne energije u aksijalno optere¢enom viskoelasti¢cnom
stapu, duljine L = L +L+L,, koji je sastavljen od NV = 3 elementa
(L,=1m,L,=2mil,=3m), potvrdena je pomocu rezultata
za aksijalno optereceni elasticni Stap. Da bi se dobio pomak
aksijalno opterecenoga elasticnog Stapa u smjeru opterecenja,
koeficijent viskoznosti n u izvedenoj formuli uzet je gotovo
jednakim nuli. Rezultati elasti¢nosti i viskoelasti¢nosti (slike 7. i
8.) dobro se podudaraju i ponovno je dokazano da je predloZena
formulacija ucinkovita za izracun.

ﬂ E 5.3. Primjer 3: staticki neodredeni
—" — P viskoelasti¢ni Stap svojstava

A D seweeees »X . . P . J .

/ B C N opisanih standardnim linearnim

ole

modelom za Cvrsta tijela

»le
>e >

A

) 4

U ovom primjeru izratunane su o
vremenu ovisne vrijednosti pomaka
o viskoelastitnoga Stapa sa slike 6.

L

Slika 6. Staticki neodredeni viskoelasticni Stap

Pomak u tocki B

0,012

0,010

0,008

0,006

q,[m]

kojem su svojstva opisana standardnim
linearnim modelom za ¢vrsta tijela. Uzeta
su geometrijska svojstva iz prethodnoga
primjera. Svojstva su materijala za
viskoelasticni Stap E, = £, = 4x10° Pa
i M = 6x10° Pa s. Sistem je bio izlozen
aksijalnim silama velicina P, = 200 N i
P, = 400 N. Rezultati su usporedeni s
rezultatima dobivenima programom
ABAQUS za analizu metodom konacnih

0,004

...@-.. Viskoelasti¢ni (VE) rezultat
—@— Elastitni rezultat

elemenata. ABAQUS je Stap podijelio
na 60 konacnih elemenata. Slike 9. i 10.

0,002

0,000
0 10 20 30 40 50 60 70

Vrijememe [s]

Slika 7. Pomak (u tocki B) u ovisnosti o vremenu staticki neodredenoga elasticnog i

viskoelasti¢nog stapa

Pomak u tocki C

0,025

0,020

prikazuju o vremenu ovisne pomake u
smjeru opterecenja zajedno s rezultatima
dobivenima pomocu softvera ABAQUS.
Rezultati za ukupnu potencijalnu energiju
dobro se slazu s pripadajucim rezultatima
dobivenim pomocu ABAQUS-a i tocni
su do gotovo pet decimalnih mjesta za
razlicite vremenske vrijednosti.

Gustoca mreze srediSnji je problem u
analizi  konacnim elementima. Finija

80 90 100

mreza obi¢no daje tocnije rezultate;
medutim, vrijeme racunanja takoder je

_ oors e vazno. Cini se da je to¢nost predlozene
£ formulacije utemeljene na  energiji
o 3 . .

0010 . «..@... Viskoelasticni (VE) rezultat neovisna o brOJU elemenata.
—@— Elastitni rezultat Slike 7.18.islike 9.1 10. prikazuju rezultate
0,005 pomaka u ovisnosti o vremenu za Kelvin-
\/oightov model i za standardni linearni
i model za Cvrsta tijela. Ocekivano, opruga

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 n

Vrijeme [s]

Slika 8. Pomak (u tocki C) ) u ovisnosti o vremenu staticki neodredenoga elasticnog i

viskoelasti¢nog stapa

Kelvinovoga modela “Zeli” se produljiti, ali
je usporava prigusivat koji ne moze odmah
reagirati. Prematome, duljinaopruge nije se
promijenila naglom primjenom opterecenja
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Pomak uvjetovan vremenom u tocki B
0,012

0,010
0,008

0,006

q,[m]

tijela. Nacelo ukupne potencijalne
energije obuhvaca odredivanje funkcije
koja je stacionarna vrijednost zadanoga
funkcionala. Jedinstvenost je ovoga
istrazivanja u tome Sto su prvi put dobivene
funkcije energije za staticki neodredene

0,004

0,002

TPE formulacijan
--l--ABAQUS konacni element

viskoelastitne Stapne konstrukcije u
Laplaceovoj domeni. Kako bi se dobiveni

0,000
0 10 20 30 40 50 60 70

Vrijeme [s]

Slika 9. Usporedba formulacije za ukupnu potencijalnu energiju i rezultata dobivenih pomocu

programa ABAQUS u tocki B

Pomak uvjetovan vremenom u tocki C
0,025

0,020

0,015

rezultati pretocili u stvarnu domenu,
primijenjena je inverzna Laplaceova
transformacija. Prikazana su tri numericka
primjera kako bi se osigurala tocnost i
prikazao potencijal predlozene metode.
Za prikaz o vremenu ovisnoga ponasanja
viskoelasticnih materijala primijenjeni su
razliciti mehanicki analogoni.

PredloZzena formulacija ima dobar
potencijal za prikaz o vremenu ovisnoga
ponasanja  viskoelastitcnoga  medija
izlozenoga opterecenju. Treba istaknuti
da se predloZzena metoda, teoriju koje

80 90 100

q,[m]

0,010

0,005

TPE formulacijan
--l--ABAQUS konacni element

je lako razumijeti i koju je jednostavno
provesti u praksi, pokazala ucinkovitom

0,000
0 10 20 30 40 50 60 70

Vrijeme [s]

Slika 10. Usporedba formulacije za ukupnu potencijalnu energiju i rezultata dobivenih pomocu

programa ABAQUS u tocki C

na Kelvinov model. U standardnom linearnom modelu za ¢vrsta
tijela postoji trenutna deformacija pri naglom opterecivanju. Na
temelju ove analize moze se zakljuciti da predlozena formulacija
ima dobar potencijal za prikaz vremenski ovisnoga ponasanja
viskoelasti€noga medija izloZzenoga opterecenju. Treba primijetiti
da se predlozena metoda, teoriju koje je lako razumjeti i lako
provesti, pokazala ucinkovitom za rjeSavanje primjenom bilo kojega
konstitucijskog modela linearne viskoelasti¢nosti.

Glavna je prednost predlozene metode u tome Sto se skup
jednadzbi koje treba rijeSiti moze prenamijeniti u nekoliko
jednostavnih koraka, ovisno o vrsti modela viskoelasti¢nih
materijala i konstrukcijskih elemenata. Analiza sustava s
razlicitim brojem elemenata, modelima viskoelasticnoga
materijala i vrstama opterecenja moze se provesti izravno u
nekoliko jednostavnih koraka.

6. Zakljucak

\/rlo je vazno razumijeti ulogu ponasanja materijala u gradevinskim

za rjeSavanje primjenom bilo kojega
konstitucijskog modela linearne. Glavna
je prednost predloZzene metode u
tome Sto se skup jednadzbi koje treba
rijesiti moze prenamijeniti u nekoliko
jednostavnih  koraka, ovisno o vrsti
modela viskoelastitnih  materijala i
konstrukcijskih elemenata. U ovom radu prikazana su vrlo
tofna rjesenja za staticki odredene i neodredene viskoelasti¢ne
sisteme. Koliko nam je poznato, ovo je prvo istrazivanje koje
se bavi analizom staticki neodredenih Stapnih konstrikcija
viskoelasticnih  svojstava pomocu sustavnog pristupa
utemeljenog na nacelu energije. Rezultati koji su ovdje
predstavljeni su novi. Ovo istrazivanje zapocinje jednostavnim
modelom Stapa i vodi autoricu i njezine suradnike kroz sve
sloZzenije zadatke u mehanici Cvrstoga tijela, kao Sto su
primjerice viskoelasti¢ni sklopovi dvaju ili viSe Stapova izlozenih
savijanju te posmi¢nom i aksijalnom opterecenju, koji se nazivaju
okvirima, ili izlozenih samo aksijalnim silama, koji se nazivaju
ravninskim ili prostornim reSetkama, kao i kroz zadatke koji
uklju€uju deformacije, stabilnost i vibracije viskoelasticnih tijela.

80 90 100

Prilog

Transformacija prve derivacije:

problemima, koji su matematicki modeli fizickih stanja. Nekoliko L{%f} = sf(s)-f(0) (A.1)
novih materijala pokazuje viskoelasticna svojstva kojima je tesko

izraziti opseg. Ovo je istrazivanje provedeno kako bi istrazivatima  Transformacija konvolucije:

omogucilo bolje razumijevanje nove metode rjeSenja koja se temelji

nanacelu minimalne potencijalne energije zaanalizu viskoelastic¢nih L(fxg)= f(s)-g(s) (A.2)
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