DOKAZIVANJE NEJEDNAKOSTI POMOCU VEKTORA

Dokazivanje nejednakosti
pomocu vektora

SEFKET ARSLANAGIC! T ALIJA MUMINAGIC?

Uvodenjem vektorske algebre u nastavu geometrije u srednjim $kolama javlja
se mogucnost da ucenike nauc¢imo kako koristiti vektore za rjesavanje raznih geo-
metrijskih zadataka. Ovdje ¢emo pak pokazati kako se pomocu vektorske algebre
vrlo uspjesno dokazuju razne vrste nejednakosti. Svakako bi se te nejednakosti mo-
gle dokazati i na neki drugi nacin (bez primjene vektora), ali sigurno znatno teze. U
ovome c¢lanku dat ¢cemo jedanaest raznih primjera s ciljem pokazivanja u¢inkovitosti
vektorske metode u dokazivanju nejednakosti.

Koristit ¢emo viSe poznatih nejednakosti iz vektorske algebre, kao §to su na pri-
mjer:
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Preporucili bismo (¢itateljima da pomocu vektora sami pokusaju dokazati i neke
druge nejednakosti jer su mogucnosti vektorske metode stvarno velike. Vjerujemo
da ce se citatelji ovoga ¢lanka uvjeriti u istinitost navedenih rijeci nakon prorade
sljedecih primjera.

Primjer 1. Treba dokazati da je duzina tezi$nice trokuta manja od poluzbroja
duljina susjednih stranica toga trokuta.

Dokaz: Neka je AM tezidnica trokuta A4BC (SL.1). Zbog AM=AC+CM i
m=@+w,imamodaje A—]\Zzl(XBJrXE),aodavdeje ‘A‘M‘:%K&KE‘
Kako su vektori AB i AC nekohnearm to je ‘AB+AC‘ ‘AB‘ ‘AC‘ odnosno
‘AM‘ (‘AB‘ ‘AC‘) ili |AM |<= (|AB|+|AC|) $to je i trebalo dokazati.

1Sefket Arslanagi¢, Prirodoslovno-matematicki fakultet, Univerzitet u Sarajevu, BiH
*Alija Muminagi¢, Frederiksberg, Danska



Poucak 93

'M\
% Slika 1.

Primjer 2. Zadane su dvije duzine AB i CD koje ne leze na istome pravcu.
Neka su tocke M i N sredista duzina AB i CD. Treba dokazati da vrijedi nejednakost
| AD|+|BC|>2|MN|.

Dokaz: Prema uvjetu zadatka (Slika 2.) vrijedi:

MA+AD+DN =MN i MB+BC+CN = MN.

Dalje je:
MA+MB=0 i DN+CN =0,
paje
2MN = AD+BC,
t.

2[R =4+ B,

o B

’ & Slika 2
C D 1Ka 2.

N

Kako za nekolinearne vektore vrijedi

45 + 5| <[4+ BC

zaklju¢ujemo da je

>[N <[] ¢ B

.
2|MN| <|AD)|

$to je i trebalo dokazati.
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Primjer 3. Dan je trapez ABCD; (AB || CD). Ako
je |AD|>|BC| i |AC|>|BD|, treba dokazati da je tada
|AB|>|cD|.

Dokaz: Uvedimo vektore AB= &, BC=b , Cije su
duljine a i b, dok je ¢ kut izmedu njih (Slika 3.). Sada

imamo CD=—ki, gdje je k>0 i k=1, AC=a+b,
AD=d+b—ki=(1-k)d+b, BD=—ki+b. Slika 3.

Kako je ‘E‘ >‘ﬁf ,‘[ojeﬂ)2 >BC .

Dakle, imamo:
a*(1=k)* +b* +2ab(1—k)cosp > b*,
ili
(1—k)(a(1—k)+2bcos<p)>0. (1)
Dalje, iz uvjeta da je ‘A—C‘ > ‘@ , sli¢cno dobivamo:
2(1—k)+2bcosp>0. (2)
Iz nejednakosti (1) i (2) dobivamo daje 1-k >0, tj. k<1, odnosno ‘ﬁ‘ > ‘@‘
ili |AB|>|CD

, $to je i trebalo dokazati.
Primjer 4. Treba dokazati da za svaki paralelogram vrijedi nejednakost
a’—b* <ef ,gdjesu a i b duljine stranica, e i f duljine dijagonala paralelograma.

Dokaz: Neka je ABCD paralelogram i neka je AB=3,AD =b (Slika4.). Tada je
A—C=Zi+l;, DB=d—-b. Dalje imamo da je

A—c.ﬁz(mi})(a—l}'), B c
tj. a
AC-DB=a*-1". 0
No, znamo da je A 5 D
A D Slika 4.
AC-DB=ef cosp <ef ,
paje

at-b* < ef ,
$to je trebalo i dokazati.

Primjer 5. Treba dokazati da u trokutu vrijedi nejednakost |OH | <3R, gdje je
O centar opisane kruznice trokuta, H ortocentar trokuta i R polumjer opisane
kruznice trokuta.

Dokaz: Lako se izvodi jednakost OH =0A +0B+0C (Slika 5.).
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Odavde je
(65| - |04 + 0B + 66 < [0 -0 [oc

>

(jer su vektori &, @, oC nekolinearni). B
Dakle, zbog ‘O—A‘ = ‘@‘ = ‘FC‘ = R dobivamo

da vrijedi

OH | <3R, §to je i trebalo dokazati. C
Napomenal:Zbog AH =0H -0A =0B+0C

je ‘ﬁ‘ < ‘@‘ +‘O—C‘, tj. |AH| <2R i analogno 4

|BH|<2R,

CH | <2R. Slika 5.

4
Primjer 6. Treba dokazati da u trokutu AABC vrijedi nejednakost cos ZB > o

gdje su tezi$nice m_im_koje odgovaraju stranicama AB i BC medusobno okomite.

Dokaz: Neka je vrh B trokuta AABC pocetak vektora BA i BC, i neka je
BC = d, BA=¢ (Slika 6.). Tada vrijedi:

Y
_
S
Il

1. . 1
m,=—ad-— ==
2 2

Slika 6.

Iz uvjetam, L m_slijedi:

odakle je

a-z:%(auzz).

Iz skalarnog umnoska vektora a4 i ¢ dobivamo da vrijedi:
=2 |2
a-c 2 i +c’ 4 |a| +|C|

c0sB=r—F——=—FF—"F=—"""7—"".
al-fe| 5 lal-fe] 5 2[a]-[e]

Kako za realne brojeve vrijedi nejednakost x* + y* >2xy , to je

12 |2 = |-
al” +[el >2[al-[e[.
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Najzad dobivamo da je 4
cosZB 2= T

Jednakost vrijedi u sluc¢aju kada je |ﬁ| = |E| , tj. kada je trokut AABC jednakokracan.
Primjer 7. Koju najvecu i koju najmanju vrijednost moze poprimiti izraz
5sinx—12cosx?
Rjesenje: Neka su d = (5,—12) , b= (sin X,C08 x) u Decartesovu pravokut-
nom sustavu. Tada je 5sinx—12cosx skalarni umnozak vektora d i b, tj. vrijedi

~ - —~ —\2 2 -2
d-b=>5sinx—12cosx . Zbog nejednakosti d-b S|Ei|-‘b‘ ili (ﬁ-b) S|Zi| -|b| imamo:

(SSinx—IZ cosx)2 <13? (sin2 X+ cos® x) R
odakle je
(SSinx—12cosx)2 <13°.

Dalje imamo
SSinx—12cosx| <13 ili —~13<5sinx—12cosx<13.

Dakle, najveca vrijednost danog izraza je 13, a najmanja -13.

Primjer 8. Treba dokazati da za n>2 vrijedi
log’, n+log?, (n—1)+log’,,(n—2)! >%.
Dokaz: Stavimo da jelog,, = x, log,, (n—l) =y, log, (n—2)! = z. Sada imamo:
x+y+z=log,n(n-1)(n-2)!=log, n!=1.
Neka je a =(x,y,z), e =(1,1,1). Tada je d-é=x-1+y-1+z-1=x+y+z=1.
Kako je |ﬁ| =X’ +y’+2° i |E| =V +P 417 =43, te
(a-&) <[al [el"
to je
1’ S3(x2 +y° +zz).
Zbog ¢injenice da su vektori d i € nekolinearni, imamo da je
X +y+z > é
$to je i trebalo dokazati.
Primjer 9. Treba dokazati nejednakosti:

3
a) cosa+cosﬂ+cosy$z ,

3
b) cos2a+cos2f+cos2y = 3

gdje su @, 8, y unutarnji kutovi trokuta.
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Dokaz: a) Uzmimo na stranicama trokuta AABC jedini¢ne vektore €, é,, €, .
(Slika 7.).

Skalarni umnozak toga vektora sa samim sobom
je nenegativan, pa je (El +é€, +e, )2 > 0. Nakon kva-
driranja dobivamo 3+2(E, €, +¢, €, +¢,¢,) > 0.
No, € ¢, = cos(lSO" —ﬁ) =—cosf3,

€ e; =—CoSA, e,"e; =—COSY.

Sada imamo:
3—2(cosa+cosf+cosy)=0,
te
cosa+cos S +cosy S%.

Jednakost vrijedi ako je trokut AABC jednakostrani¢an.

b) Neka je H ortocentar troukuta, O centar kruznice opisane trokutu AABC
(vidi Primjer 5.). Kako je OH =0A+0B+0C, iz (& +OB+ 6@)2 >0 dobivamo

3R* +2R? (cos 2y +cos2f3 +cos 2a) >0.
Odavde je 3
cos2a+cos2f+cos2y = -5
Napomena 2: Izra¢unajmo sumu kvadrata stranica trokuta:
48] +[5C]" +|CA[' =(05~0A) +(0C—0B) +(0A-0¢) =
=6 R? - 2R*(cos2y + cos2f + cos2a).
Zbog nejednakosti pod b) je najzad:
a’+b* +c* <9R?,

gdje su a,b,c duzine stranica trokuta, a R polumjer opisane kruznice trokuta.

Primjer 10. Treba dokazati nejednakost

sinxsin ysinz +cosxcos ycosz <1.

Dokaz: Uzmimo vektore d = (sinxsin ¥,C0S X COS y), b= (sin Z,COoS z) . Imamo

da je ‘l; ‘ =1,

odnosno

|2 S22 2 2 .2 2 ==l
a| =sin” xsin” y+cos” xcos” y <sin“x+cos” x=1 i a-bS|a|-b <1,

sinxsin ysinz +cosxcos ycosz <1,

§to je i trebalo dokazati.
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Primjer 11. U tetraedru nasuprotni bridovi imaju duljine a i a;, b i b, ¢ i ¢,.
Neka je ¢ +¢; najve¢a od suma a’ +a;, b*> +b;, ¢* +¢c; . Treba dokazati da je
a’+a +b> +b] >’ +c.

Dokaz: Neka su vektori 4, 4, l;, El, ¢,¢, kao na Slici 8. Imamo:

Slika 8.

Odavde je:

d—d,=b+b,b-b=c+c, c—c, =—ad—a,.

Kvadriranjem obje strane svake od gornjih jednakosti, te oduzimanjem druge jedna-
kosti od zbroja prve i trece jednakosti, dobivamo:

(@-a) +(z-2) ~(6-5) =(b+5) +(@+a,) ~(c+c) .
Nakon kvadriranja dobivamo:
¢ +c) —(b*+b} ) =23 G,. (1)
Zbog2d-d, =2aa, cosé(ﬁ-dl)< 2aa, <a’+a;, sadaiz (1) slijedi da je
¢ +c —(b2 +bf)<a2 +a’
ili
a’+al +b’+b >+,

§to je i trebalo dokazati.
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