Poucak 94

Vise nacina rjeSavanja jednog zadatka
JENS CARSTENSEN' I ALIJA MUMINAGIC?

Ovaj ¢lanak pocinjemo citatom iz [1]: Zasto razmatrati vise nacina rjesavanja? Zar
nije dovoljan samo jedan nacin buduci da on vodi do onog $to se trazi, a to je rjesenje
zadatka? Naravno da je dovoljan jedan nacin rjesavanja ako je cilj samo rjesenje zadatka.
No, ako se Zeli postici vise, onda nije dovoljan. Sto je to vise? Za nalaZenje rjesenja zadat-
ka potrebno je odredeno znanje koje se sastoji od teorijskih cinjenica koje su u najuzoj vezi
sa zadatkom. Za jedan nacin rjeSavanja potrebne su jedne Cinjenice, za drugi nacin neke
druge cinjenice, za trei trece. Zakljucujemo da Ce za rjesavanje zadatka na vise nacina
trebati vise teorijskih cinjenica i metoda nego za rjesavanje na samo jedan nacin. Time se
za samo jedan zadatak aktivira, analizira i primjenjuje veéa kolicina stecenoga znanja.
Osim toga, znanja se produbljuju i prosiruju novim znanjima, a najvaznije je da zadatci
s viSe nacina rjesavanja poveéavaju aktivnost ucenika i njihov interes za matematiku.

Uvjerimo se u to rjesavajuci ovaj zadatak.
Zadatak. Duljine tezi$nica u danom su trokutu stranice novog trokuta cija je

o 3 o .
povrsina jednaka " povrsine danog trokuta. Dokazite!

Rjesenje 1.

4

Neka su tocke A, B iC, redom polovista stranica B_C,C_A i AB trokuta ABC.
Spojnice AA1,BB1,CC; vrhova s polovistima nasuprotnih stranica zovemo tezini-
cama, a njihovo sjeciste tezistem T trokuta ABC. Uvedimo oznake BC=a, CA=b,
AB=c, A_A1 =t,, B_B1 =t,i C_C1 =t_. Produzimo teziSnicu ¢ preko tocke A do tocke
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Dtako daje | AA, |=| A,D |, te spojimo tocke B i C's tockom D (vidite Sliku 1.). Dobi-
veni Cetverokut ABDC je paralelogram (zasto?). Tocke A , B, i C, polovista su stranica
trokuta ABC, a na stranici CD cetverokuta ABDC odredimo tocku D, tako da je D,
polovite stranice CD . Spojimo tocke B, i D,. Podsjetimo se: spojnica polovista dviju
stranica trokuta zove se srednjica trokuta. Vrijedi teorem: Srednjica trokuta paralelna je
s tre¢om stranicom, a njezina duljina jednaka je polovici duljine te stranice. (Dokazite!)

Dakle, B,D, srednjica je trokuta ADC1i vrijedi BD, || AD, te je

1 1
BD |=-—|AD|=—-2t =t .
171 a a
2 2

Lako se dokazuje da je | BD, || CC, |=t_izbog | BB, |=t, trokut BD, B, ima stra-
nice cije su duljine £, ¢, i t.

Sada imamo 2-P(ABC)=P(ABDC) i P(BDD,) = %P(BDC) = %P(ABC) .

Osim toga je P(ABB,) = %P(ABC) (jer je BB, tezi$nica trokuta ABC, a tezi$nica
dijeli trokut na dva dijela jednakih povrsina. Dokazite!).

Dalje jeP(B,D,C)= iP(ADC) = iP(ABC) (jer su duljine stranica trokuta
B,D,C jednake polovinama duljina stranica trokuta ABC. Objasnite!).
Kona¢no imamo da je (vidite Sliku 1.)
P(B,BD,) = P(ABDC) — P(BDD,) — P(B,D,C)— P(ABB,)

1 1 1
— 2P(ABC) -~ P(ABC)— 2 P(4BC)-L P(aBC) =2 P(ABC).
2 4 2 4
Rjesenje 2. U ovom rjeSenju primjenjujemo teorem: Teziste T dijeli svaku tezis-
nicu u omjeru 2 : 1 mjereci od vrha trokuta.

Slika 2.

¢, < 8
. . 1 . 2 sy o
Prema oznakama sa Slike 2. je | B, T'|= gtb i|AT |= gta. Neka je tocka E poloviste

duzine AT, tj. |ET|=%|AT|=%-§ta :éta.Sada imamo: P(ATB,)=2-P(ETB,)i
P(ABT)=2-P(ATB,) (Objasnite!), pa je
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P(ABB,) = P(ABT)+P(ATB,) = 2P(ATB,)+P(ATB,) =
=3P(ATB,) =3-2-P(ETB,) = 6P(ETB,),
te
P(ABC)=2-P(ABB,)=12-P(ETB,). (1)
Ovdje smo koristili ¢injenice iz Rjesenja 1.
Trokut ETB, ima duljine stranica %ta%tb%tc, a trokut BlBDl(Vidite Sliku 1.)
ima duljine stranica ¢, t, t. Dokazite da je aETB, ~aABC, pa nakon toga dokazite

teorem: Povrsine sli¢nih trokuta odnose se kao kvadrati bilo koje dvije homologne
stranice (ili homologne visine).

Dakle, u ovom slucaju vrijedi

1 2
P(ETB,) _ (3t“j

P(BBD,)  t’

a

>

t.
P(B,BD,)=9-P(ETB,). )

P(B,BD,) 9-P(ETB,)

P(ABC) 12-P(ETB,)’

Konac¢no, iz (1) i (2) slijedi tj. P(B,BD,) =ZP(ABC) .

Rjesenje 3. Ovo rjesenje dajemo u komprimiranom” obliku. Citateljima prepu-
$tamo da raspisu tekst koji slijedi uz rjesenje.

Slika 3.

Imamo (vidite Sliku 3.) | TC |=§tc | TA, |=§ta, |AF |=§ta §|TFHTA, |+ | AF |=§ta.

Dakle, |TC|= %tc , |TF|= %tu i|FC|= %tb :

&)
P(TFC) 3 *

P(B,BD,)  t’

a

Nadalje, vrijedi

,tj. P(TFC) = gP(BlBDl) , (3)
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P(ABC) = P(AA,C)+ P(ABA,) = P(AA,C) + P(A,DC) = P(ADC)

1 12
P(TFC) E'|TF|~h ) 5~§~ta -h 1
PADC) L upin Lo 3’
ti 2 2 ¢
j.
P(TFC) = %P(ADC) = %P(ABC) (4).

Iz (3) i (4) dobivamo

P(B,BD,) = %P(TFC) = %- P(ABC) = %P(ABC) .

W | =

Rjesenje 4. TeZisnice AA,, BB, i CC,
dijele trokut ABC na cetiri sukladna trokuta
AC,B,, C,BA,, ACB, i A BC,. Tezisnice u
tim trokutima dijele ih na 6 sukladnih troku-
ta. Dakle, ukupno 24 trokuta.

Dalje je lako (vidite Sliku 4.). Povrsina

trokuta B, BD, pokriva2 -9 =18 trokuta, paje 4 &
P(BBD) 18 3 Slika 4.
P(ABC) 24 4

- 1
Rjesenje5. Teorem: Duljinatezi$nice AA, danajest, =| AA, |= 5\/2(172 +c)-a’

1
i slicno, za preostale dvije teziSnice vrijedi f, = 5\/2(62 +a’)-b" i
1
t.= —N2(a*+b*) -
2
Osim toga, poznata nam je Heronova formula za izra¢unavanje povrsine trokuta
. a+b+c
P(ABC) =+/s(s—a)(s—b)(s—c) » gdje je .

Sada imamo

[P(ABC)]2 =s(s—a)(s=b)(s—¢) =%(a+b+c)%(b+c—a)%(a+c—b)-%(a+b—c)

:i (b+c)Y —a’ |-| a® —(c-b)’
16

[2berc—(@ -6 [2be-c 4 (a1

16
1
16

—

[
1 [4b2c2 —c4+(a2—b2)-2c2—(a2—b2)2]
I

A(2a* 1202 — ) —(a? —bz)z].
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U trokutu B BD, duljine stranicasut, t, t, paje

1
[P(B,BD, | = E[tf(zta2 w2 —t2) =t -, ].
Izra¢unamo

2t 2421, —t =%(2b2 +20° —a2)+%(262 +2a’ —bz)—i(za2 +2b* ~*) =%c2

(-t = E(zc2 +24’ —lf)—i(zc2 +2b° —az)T :%(b2 —a )2,

paje
[P(BlBDJ2 :%[%cz &(2612 +2b° —cz)—%(b2 —a’ )2}
2
_ %%[[cz 2a® +2b* —c?) - (b? —az)zﬂ - {%-P(ABC)} ,

i konac¢no, P(B,BD,) = %P(ABC) .

Za kra;...

1. Vidjeli smo da postoji trokut ¢ije su duljine stranica tezi$nice danog trokuta ABC.
Rijesite sada ovaj zadatak: Konstruirajte trokut ABC kojemu su poznate sve tri
teziSnice £, t, i t.

2. Povrsinu trokuta, ¢ije su duljine stranica poznate, racunamo pomocu Heronove

formule. U Rjesenju 5. vidjeli smo kako moZemo izracunati povrsinu trokuta cije
su duljine tezi$nica poznate.

3. Prirodno je sada zapitati se mozemo li izra¢unati povrsinu trokuta cije su duljine
visina poznate? Konstruirajte trokut ABC kojemu su poznate sve tri visine h , h, i

h.

c

4. Mozemo li izracunati povrsinu trokuta ¢ije su duljine simetrala unutrasnjih kuto-
va toga trokuta poznate?

5. Mozemo li konstruirati trokut ABC kojemu su poznate duljine s, , s, s, sime-
trala njegovih kutova?

6. Mozete li zadatak rijesiti na jo$ neki nacin?
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