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Neke nejednakosti cetverokuta

Daniela Zubovi¢', Sefket Arslanagic?

U ovom ¢lanku bit ¢e govora o nekim nejednakostima Cetverokuta. Vecinu njih éemo
dokazati koriste¢i poznatu nejednakost trokuta koja glasi:
Svaka stranica trokuta manja je od zbroja drugih dviju, a veca od njihove razlike, tj.
a—b<c<a+b,
gdje su a, b, c duljine stranica.
Takoder ¢e nam biti potrebna i ostala elementarna znanja iz geometrije, kao Sto su: te-

orem o srednjici trokuta, sli¢nost trokuta i teorem o tangencijalnom ¢etverokutu. Dat ¢emo
viSe primjera nejednakosti Cetverokuta.

Primjer 1. Dokazati da je zbroj duljina dijagonala svakog ¢etverokuta manji od nje-
govog opsega, a veci od njegovog poluopsega.

Rjesenje. Neka su u Eetverokutu ABCD, e = |AC|, f = |BD|
duljine dijagonala, a @ = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d =
|AD| duljine njegovih stranica. Na osnovu spomenutog teorema
o stranicama trokuta imamo

e<a+b, e<c+d, f<b+c f<a+d.
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo
e+f <a+b+c+d
Neka je tocka S presjek dijagonala cetverokutu ABCD (slika 1).
1z trokuta ABS, BCS, CDS, ADS imamo
a < |AS|+ |BS|, b <|BS|+|CS|, c¢<|CS|+|DS|, d< |DS|+ |AS],
te nakon zbrajanja ovih nejednakosti
a+b+c+d<2(|AS|+ |BS|+|CS|+ |DS]),

Slika 1.

tj.
1
(|AS| +|CS|) + (|BS| + |DS|) > 3 (a+b+c+d),
te

1
e+f > E(a+b+c+a!),

Sto je i trebalo dokazati.

Primjer 2. Ako su a, b, ¢, d duljine stranica Cetverokuta i e, f duljine njegovih
dijagonala, dokazati

(@a+b+c+d)(e+f)>2(+rf2).
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Rjesenje. 1z teorema koji vrijedi za stranice trokuta imamo:
at+b>e, cH+d>e, (D
at+d>f, b+c>f. (2)
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo
a+b+c+d>2, a+b+c+d>2f,
tj.
(a+b+c+d)-e>28 (a+b+c+d)-f>2f7
i nakon zbrajanja
(atbtctd(et+f)>2(+f?),
Sto je i trebalo dokazati.

Primjer 3. Dokazati da u svakom konveksnom Eetverokutu postoji stranica koja je
manja od dulje dijagonale.

Rjesenje. Neka je u etverokutu ABCD dijagonala AC dulja od dijagonale BD.

Pretpostavimo suprotno tj. neka vrijedi |AB|, |BC|, |CD]|,
|DA| > |AC|. Nakon zbrajanja slijedi

|AB| + |BC| + |CD| + |DA| > 4|AC|. 3)
Zbog |AC| > |BD| vrijedi i
4lAC| > 2 (JAC| + [BD|). (4)

1z (3) i (4) sada imamo
|AB| + [BC| + [CD| + |DA| > 4|AC| > 2 (|AC| + [BD]) .~ (5)

Slika 2.

DokaZzimo da nejednakost (5) ne moZe vrijediti.
Sa slike 2 vidimo:
IAB| < |AO|+|BO|, |BC| < |BO|+|CO|, |CD| < |CO|+|DO|, |AD|< |DO|+|AO].
Zbrajanjem prethodnih nejednakosti dobivamo
|AB| + |BC| + |CD| + |DA| < 2 (|AC| + |BDY)),

Sto je u suprotnosti s (5). Prema tome, postoji bar jedna stranica konveksnog cetverokuta
koja je manja od dulje dijagonale tog Cetverokuta.

Primjer 4. Ako su to¢ke P i Q sredista stranica AC i BD Cetverokuta ABCD, do-
kazati
|AB| — |CD|| < 2|PQ| < |AB| + |CD|.

Rjesenje. Neka je tocka M srediste duzine AC. Tada po te- c
oremu o srednjici trokuta, za trokute ABC 1 ACD vrijedi
|AB| =2|PM| i |CD|=2|0M|. (6)
Zbrajanjem nejednakosti (6) dobivamo
|AB| + [CD| = 2(|PM| + |OM]) = 2|PQ),
tj. A B
2|PQ| < |AB| + |CD]. Slika 3.
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Oduzimanjem nejednakosti (6) dobivamo
|lAB| — [CD|| = 2||PM| — |OM|| < 2[PQ],
tj.
IAB| — |CD|| < 2|PQ),
Sto je i trebalo dokazati. Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je AB||CD (i tada su tocke
P, M i Q kolinearne).

Primjer 5. Oko kruga je opisan etverokut ABCD kod kojeg je AB||CD. Dokazati
|AB| + |CD| = 2V/P,
gdje je P povrsina Cetverokuta.
Rjesenje. 1z uvjeta zadatka slijedi da je Cetverokut ABCD trapez. Iz slike 4 imamo

AB|+ |CD
P:7| |+ |h (7
2
Zbog h < |AD| i h < |BC| je 2h < |AD| + |BC|, .

AD| + |BC

Zbog cinjenice da je cetverokut ABCD tangencijalni, vrijedi i
|AD| 4 |BC| = |AB| + |CD|, pa iz (8) imamo

AB| + |CD

i < ABLEICD] ®

Iz (7) i (9) je
pe |AB]| ; [CD| |AB| J; |CD|7

odnosno
(|AB| +|CD|)? > 4P, tj. |AB|+|CD| > 2VP,
Sto je i trebalo dokazati. Jednakost vrijedi ako i samo ako je cetverokut ABCD kvadrat.

* Kk %

Preporucamo citateljima da rijese sljedece zadatke:

1. Dokazati da u éetverokutu ABCD vrijedi nejednakost |AD| - |BC| + |AB| - |CD| >
|AC| - |BD|.
2. PovrSina trapeza iznosi 1. Koju najmanju vrijednost moze imati njegova dulja di-
jagonala?
. Dokazati da je zbroj udaljenosti od proizvoljne tocke ravnine od tri vrha jednako-
kracnog trapeza veca od udaljenosti te tocke do Cetvrtog vrha.

]

. Dokazati da je trostruka duljina dijagonale pravokutnika veca od njegovog opsega.

. Ako su a i b duljine stranica paralelograma, a e i f duljine njegovih dijagonala,
dokazati nejednakost a®> — b < ef .
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