Pronadi put do rjeSenja

Jens Carstensen, Alija Muminagi¢

U ovom prilogu promatramo dva identiteta.

I. Promatrajmo najprije jednakosti:

22437447 4147 =15

445746 + 387 =39

6% + 7% + 8% + 747 = 75°.
Kako do¢i do identiteta koji generira gornje jednakosti?

Uoc¢avamo da je prvi pribrojnik u svakoj od tih jednakosti kvadrat parnog broja, tj.
(2n)?, za prirodan broj n. Sada lako vidimo da je drugi pribrojnik (2n+1)? i treéi (2n+
2)2. Cetvrti pribrojnik je mali problem! Ozna¢imo ga s x*. Dalje je lako! Vrijednost
zbroja na desnoj strani u tim jednakostima je (x + 1)?. Dakle, redom imamo:

2n)? 4+ @2n+ 17+ 2n+2)7 +x> = (x+ 1)
dn* +4n* +An+ 1+ 4n” +8n+ 4+ =X +2x + 1

x=6n>+6n+2.
Dobivamo identitet

2n)* + (2n+1)> + 2n+2)> + (612 + 61 +2)° = (6n* + 61+ 3)".
Za n = 1,2,3 lako provjerimo gornje jednakosti.
II. Promatrajmo sada ove jednakosti:
3447 =5
107 + 117 + 122 = 13% + 142 (1)
217 + 227 4232 4 24 = 257 + 267 + 27%,
Prirodno je zapitati se kako smo do njih dosli.

Primijetimo da na lijevoj strani imamo zbroj k+ 1 uzastopnih kvadrata prirodnih broje-
va, a na desnoj zbroj sljedecih k kvadrata prirodnih brojeva. Ako je prvi kvadrat na lijevoj
strani n%, imamo:

4+ n+ 1)+ +(n+k—1)72+ (n+k)?

=n+k+1)?+(n+k+2% 4+ + (n+2k— 1) + (n+2k)%

Sredivanjem dobivamo:
[(n+k+172=n’]+[(n+k+2)° — (n+1)7]
+o (20— (n+k— 1)~ (n+k)? =0
(k+DkQ@n+k)+ 143+ +2k—1)]—(n+k)?>=0
(k+ 1)2nk + & + k) — (n+k)?*=0
(n+k)2k* +k—n) =0.
Zbog n+k # 0 je n = 2k*> + k i vrijedi identitet (2).
Za n =1,2,3 dobivaju se jednakosti pod (1).
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