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U ovom prilogu promatramo dva identiteta.

I. Promatrajmo najprije jednakosti:

22 + 32 + 42 + 142 = 152

42 + 52 + 62 + 382 = 392

62 + 72 + 82 + 742 = 752.

Kako doći do identiteta koji generira gornje jednakosti?
Uočavamo da je prvi pribrojnik u svakoj od tih jednakosti kvadrat parnog broja, tj.

(2n)2 , za prirodan broj n . Sada lako vidimo da je drugi pribrojnik (2n+1)2 i treći (2n+
2)2 . Četvrti pribrojnik je mali problem! Označimo ga s x2 . Dalje je lako! Vrijednost
zbroja na desnoj strani u tim jednakostima je (x + 1)2 . Dakle, redom imamo:

(2n)2 + (2n + 1)2 + (2n + 2)2 + x2 = (x + 1)2

4n2 + 4n2 + 4n + 1 + 4n2 + 8n + 4 + x2 = x2 + 2x + 1

x = 6n2 + 6n + 2.

Dobivamo identitet

(2n)2 + (2n + 1)2 + (2n + 2)2 + (6n2 + 6n + 2)
2

= (6n2 + 6n + 3)
2
.

Za n = 1, 2, 3 lako provjerimo gornje jednakosti.

II. Promatrajmo sada ove jednakosti:

32 + 42 = 52

102 + 112 + 122 = 132 + 142

212 + 222 + 232 + 242 = 252 + 262 + 272.

(1)

Prirodno je zapitati se kako smo do njih došli.
Primijetimo da na lijevoj strani imamo zbroj k+1 uzastopnih kvadrata prirodnih broje-

va, a na desnoj zbroj sljedećih k kvadrata prirodnih brojeva. Ako je prvi kvadrat na lijevoj
strani n2 , imamo:

n2 + (n + 1)2 + · · · + (n + k − 1)2 + (n + k)2

= (n + k + 1)2 + (n + k + 2)2 + · · · + (n + 2k − 1)2 + (n + 2k)2.
(2)

Sre -divanjem dobivamo:

[(n + k + 1)2 − n2] + [(n + k + 2)2 − (n + 1)2]

+ · · ·+ [(n + 2k)2 − (n + k − 1)2] − (n + k)2 = 0

(k + 1)[k(2n + k) + (1 + 3 + · · · + 2k − 1)] − (n + k)2 = 0

(k + 1)(2nk + k2 + k2) − (n + k)2 = 0

(n + k)(2k2 + k − n) = 0.

Zbog n + k �= 0 je n = 2k2 + k i vrijedi identitet (2).
Za n = 1, 2, 3 dobivaju se jednakosti pod (1).
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