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Sto je poluderivacija funkcije?

Marija Pavkovi¢ Kordi¢; Maja Andri¢'

Sazetak

Razlomljeni infinitezimalni ra¢un podrazumijeva kori$tenje integrala
i derivacija realnog ili kompleksnog reda. Rad prikazuje osnovne poj-
move i svojstva Riemann-Liouvilleovog razlomljenog integrala i nje-
gove razlomljene derivacije, primijenjene na neke funkcije. Posebno se
naglasava slucaj razlomljene derivacije reda 1/2, tj. poluderivacije.
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What is semi-derivation of function?

Abstract

Fractional calculus implies the use of integrals and derivatives of
real or complex order. The paper presents the basic terms and pro-
perties of the Riemann-Liouville fractional integral and its fractional
derivative, applied to some functions. The case of the fractional deri-
vative of order 1/2, i.e. half-derivative, is especially emphasized.
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MaRrya Pavkovi¢é Korbié, Maja ANDRIE

1 Uvod

Derivacije i integrali uglavnom su promatrani kao diskretne operacije, u
smislu da funkciju deriviramo ili integriramo #n puta, gdje je n cijeli broj.
Razlomljeni infinitezimalni ra¢un podrazumijeva koristenje integrala i de-
rivacija realnog ili kompleksnog reda. Pocetak njegovog razvoja smatra se
1695. godina kada L'Hopital Salje pismo Leibnizu pitajuci ga koje bi bilo
znacenje tada popularne Leibnizove notacije Z%Z za derivacijuredan € Ny,

akobinbiol/2.

Gulliame de I’'Hopital, 1661.~1704. Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646.-1716.

U svom odgovoru, datiranom 30. rujna 1695. godine, Leibniz je napisao:

Ovo je prividni paradoks iz kojeg Ce se jednog dana izoudi korisne
posljedice.
Sljedeca tri stolje¢a mnogi se poznati matematicari u svojim djelima osvréu

na razlomljeni diferencijalni i integralni ra¢un, razvijaju¢i ovo podrucje kao
disto teorijsko podrudje matematike:

e Euler - 1730. e Laplace - 1812.
e Lagrange - 1772. e Fourier - 1822.
e Lacroix - 1802. e Liouville - 1832.
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e Riemann - 1847. e Holmgren - 1865.
e Griinwald - 1867.
e Letnikov - 1868.
e Sonin - 1869.
e Laurent - 1884.
e Nekrassov - 1888.
o Krug - 1890.

e Greer - 1859. o Weyl - 1917.

Na primjer, Sylvestre Frangois Lacroix (1765-1843) u svom djelu Traité
du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral iz 1802. godine, razlomljenom infi-
nitezimalnom rac¢unu posvecuje dvije stranice (409-410), navode¢i da vije-
rojatno vrijedi

d2x PWE:

1
dxz T

Za gornju razlomljenu derivaciju koristimo termin poluderivacija funkcije.

Posljednjih desetljeca ukazuje se na vaZnost razlomljenog infinitezimal-
nog rac¢una kao jednog od nacina koji omogucava uklanjanje nedostataka
klasi¢nog infinitezimalnog ra¢una pri opisivanju fenomena koje opazamo.
Koristi za razvoj matematickih modela koji se odnose na realne probleme
stvarnog svijeta, omogucavajudi usvajanje teorijskog modela na temelju eks-
perimentalnih podataka. Medu brojnim primjenama teorije razlomljenog
infinitezimalnog ra¢una u gotovo svim primijenjenim znanostima, posebno
se isti¢u primjene u numerickoj analizi te raznim podrucjima fizike, kemije,
bioloskih procesa i tehnike. Veoma je pogodan pri opisivanju svojstava raz-
licitih tvari i procesa, pojavljuje se u teoriji upravljanja dinamickim susta-
vima, opisujudéi sustav razlomljenom diferencijalnom jednadzbom. Tu su
nam od velike vaznosti nejednakosti koje uklju¢uju razlomljene derivacije,
a imaju primjenu u razlomljenim diferencijalnim jednadzbama, posebno
u utvrdivanju jedinstvenosti i egzistencije rjeSenja pocetnih i rubnih pro-
blema za obi¢ne i parcijalne diferencijalne jednadzbe, te davanje ocjena na
rjeSenja. Teorija razlomljenog infinitezimalnog ra¢una donosi nove mogucé-
nosti, i bilo bi zgodno prikazati neke od navedenih primjera, no njihovo rje-
Savanje nadilazi tezinu ovog rada. Detaljnije o ovome moZe se nadi u [[1,3]].
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Ovaj rad je podijeljen u Cetiri dijela. Nakon uvodnog dijela, u drugom
navodimo potrebne prostore funkcija te definicije i svojstva Eulerove gama
i beta funkcije. U treCem su opisani osnovni pojmovi i svojstva Riemann—
Liouvilleovog razlomljenog integrala i razlomljene derivacije. Zadnji dio je
posvecen razlomljenom infinitezimalnom ra¢unu nekih funkcija, s nagla-
skom na njihove poluintegrale i poluderivacije.

2 Osnovni pojmovi

PobliZze ¢emo opisati prostore funkcija koje ¢emo koristiti u ovom radu, a
zatim prikazati svojstva dviju vaznih funkcija (za viSe detalja pogledati [12}

a)).

2.1 Prostor integrabilnih, neprekidnih i apsolutno
neprekidnih funkcija

Neka je [a,b] interval u R, gdjeje —c0 < a < b < 0. SLya,b],1 < p <
o0, oznaavamo Lebesgueov prostor izmjerljivih funkcija f za koje vrijedi
fab |f(t)|P dt < o0, uz normu

ity = ([ o)

a s Leo[a, b] prostor izmjerljivih i gotovo svuda omedenih funkcija na [a, b]
uz normu

1flleo = ess sup{|f(x)| : x € [a,b]}.

Prostor funkcija na [4, b] koje imaju neprekidne derivacije do ukljucivo
reda n oznaavamo s C"[a, b], n € Ny, 4.

C"[a,b] = {f S a,b] > R: O € Cla,b], k= 0,1,...,n} .
Posebno, C°[a, b] = Cla, b], tj. prostor neprekidnih funkcija na [a, b].

Prostor apsolutno neprekidnih funkcija na konaénom intervalu [a, b], tj
—00 < a < b < oo oznatavamo s AC[a, b]. Poznato je da se AC|a, b] podu-
dara s prostorom primitivnih funkcija prostora L1[a, b], §j. vrijedi

feACb & f(x)=f@)+ [ ot o€ lilob)
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te stoga za apsolutno neprekidnu funkciju f vrijedi f/(x) = ¢(x) gotovo
svudana [a,b]. S AC"[a,b], n € N, oznatavamo prostor

AC"[a,b] = {f e C g, b : fD € AC[a,b]}.

Ocito je AC![a, b] = ACla,b].

2.2 Eulerova gama i beta funkcija

U 18. stolje¢u Leonhard Euler (1707.-1783.) je pokusao rijesiti problem fak-
torijela za pozitivne realne brojeve, potaknuvsi istraZivanja koja su dovela
do otkri¢a gama i beta funkcije.

Gama funkcija T je funkcija kompleksne varijable definirana Eulerovim
integralom druge vrste

I'(z) = /oo #le7tdt, R(z) > 0.
0

Ovaj integral je konvergentan za svaki z € C uz R(z) > 0. Vrijedi
I'(z+1) =2zI(z), R(z)>0. (1)

Odavde slijedi
I'(n+1)=mn!, neNp.

Posebno vrijedi

Prosirenje gama funkcija na podrudje (z) < 0 dano je s

I'(z+n)
(2

gdje je (z), Pochhammerov simbol definiranzaz € Cin € Ny s

I(z) = R(iz)>-mneN;z¢Z, :={0,-1,-2,...}, (2)

(z)o=1 (Zn=2z(z+1)---(z+n—-1),neN.

Gama funkcija je analiticka u cijeloj kompleksnoj ravnini osim u tockama
0,—1,-2,... koji su polovi prvog reda.

Beta funkcija je funkcija dviju kompleksnih varijabli definirana Eulerovim
integralom prve vrste

1
B(z,w) :/0 #FH1 - ldt, R(z), R(w) > 0.
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Veza izmedu gama i beta funkcije dana je relacijom
I(z)l'(w)
I'(z+w)

Primjer 2.1. Neka su a,p > 0ix € [a,b]. Tada, uz supstituciju t = x —s(x —
a) vrijedi

B(z,w) = ZwE Z, .

/x(x—t)afl(t—a)ﬁfldt - /Ol(x—a)“ﬁ*ls“*lu—s)ﬁflds
= B(a,B)(x—a)*tF L

Uz supstituciju t = x + s(b — x) vrijedi:

/b(t — )L (b — B 1dt = B(a, B) (b — x)“HE 1.

3 Razlomljeni infinitezimalni racun

Postoje nekoliko dobro poznatih oblika razlomljenih operatora (razlomlje-
nih integrala i razlomljenih derivacija) koji su opseZno proucavani u svrhu
primjene: Riemann-Liouville, Weyl, Erdély-Kober, Hadamard, Katugam-
pola samo su neki od njih. Ovdje ¢éemo definirati i prikazati neka svojstva
Riemann-Liouvilleovih operatora. Razlomljene integrale i derivacije pro-
matrat ¢emo u realnoj domeni.

Neka je [4,b] C R konacan interval, tj. —o0 < a < b < oco. Za cijeli dio
realnog broja « koristimo oznaku [«].

3.1 Riemann-Liouvilleov razlomljeni integral

Neka je x € [a,b]. Razlikujemo lijevi razlomljeni integral [, 4. integral s
¢vrstom donjom granicom a i promjenjivom gornjom granicom x, te desni
razlomljeni integral |, : kod kojeg je promjenjiva donja granica.

Definicija 3.1. [1] Nekajea > 0i f € Li[a,b]. Za If, f kaZemo da je Riemann—
Liouvilleov lijevi razlomljeni integral definiran s

1 x ,
() = gy L (D0 xe @,
a I f Riemann-Liouvilleov desni razlomljeni integral

I f(x) = F(la) / "= )L (DL, x € [ab).
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Navedeni razlomljeni integrali, definirani za funkciju f € L[a, b], postoje
gotovo svuda na [a, b] i vrijedi I}, f, I} f € Lq[a,b].

Za & = n € N, razlomljeni integrali se podudaraju s n-terostrukim inte-

gralom, tj.
X g3 t1
/dtl/ dtz--./ Flta)dt
a Ja a
1 X

_ 7(;1—1)!/” (x — )L ()dt

Iy f(x)

I f(x) = /xbdtl /:dtz~~~ " )t

th—1

= T _1 0 /xb(t —x)"Lf(t)dt.

Primjer 3.1. Promotrimo funkcije opce potencije. Neka su o, > 0, f(x) =
(x —a)P~1ig(x) = (b— x)P~L. Koristeci Primjer za Riemann—Liouvilleov
lijevi razlomljeni integral funkcije f vrijedi

Iy (x—a)f ™t = r(la) /ax(x — )Yt —a)Pldt

(x _ a)a-&-ﬁ—l

= TB(&,‘B).

Kako je navedeno u 2. poglavlju, veza izmedu gama i beta funkcije dana je relacijom

B, B) = rr(ézisf)) iz Cega slijedi

I (x —a)f 1 = r(l;(f)ﬁ)(x e (3)

Konkretno, za B = 1iza B = 2 se dobiju razlomljeni integrali konstantne i
afine funkcije, tj.

1= o O ) =

Iy (x —a) =
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Analogno slijedi desni razlomljeni Riemann—Liouvilleov integral funkcije g

® -1 __ F(:B) o —
Iﬁ(b—x)ﬁ 1—m(b—x) L

Navedimo neka bitna svojstva Riemann-Liovilleovih razlomljenih inte-
grala:

e razlomljeni integral (apsolutno) neprekidne funkcije je (apsolutno)
neprekidna funkcija

e integralne jednadZzbe I7, f = 01 I_f = 0 imaju samo trivijalno rje-
Senje f = 0 (gotovo svuda)

e razlomljeni integrali su omedeni u Ly[a, b], tj. vrijedi

e fllp < Kl fllp, - fllp < KIfllp,

A b—a)®
gdjeje K = %

Dokazi navedenih tvrdnji mogu se nadi u [[1]]. Kao primjer, prikazat ¢emo
dokaz sljedece tvrdnje o kompoziciji razlomljenih integrala:

Lema3.1. Nekajew,p > 0i f € Lp[a,b], 1 < p < oo. Tada za gotovo svaki
x € [a, ] vrijedi

Bl f) = I7Pf(x), TP f(x) = P (). (4)

Ako je f € Cla,b]ili x + B > 1, onda jednakosti ({@]) vrijede za svaki x iz [a, b]
([])-

Dokaz. Koriste¢i zamjenu granica dvostrukog integrala, supstituciju vari-
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jabli i Primjer 2.1} slijedi

1 _
B = o | =0 a

= g L e [ dsar

1 * ' a— _
F T | [0 s
x—t=ue[x—s0)
—dt =du

1 x x=s B
= W/a f(s)/o u N x —u—s)Pduds
= =v¢e0,1]

du = (x—s)dv

- r(a)lr(/s) /;(x —5)*TBLE(s) /01 o 1(1 = o)L dods
B r(a>1r(ﬁ>B (2, ) /ax("—”"‘““lf(s)ds
B r(lus) [ syt ps)as

= IPra).

Analogno se za desne razlomljene integrale dobije

1

b
Igflf_f(x) = m/x (S - X)“Jr‘Bilf(S) ds = Igjﬂf(x) .

Time smo dokazali prvi dio tvrdnje. Promotrimo neprekidne funkcije.
Akoje f € Cla,b], ondaje If, f € Cla,b], I8, IP f € Cla,b] te '[P f €

Cla, b]. Dakle, dvije funkcije If, If fi Ig:ﬁ f podudaraju se gotovo svuda
na [a,b], pa zbog neprekidnosti slijedi da se podudaraju na cijelom inter-
valu [a, b].

Akoje f € Lyla,b]ia+ B > 1, ondaje

+ +p-1
I§‘+If+f = IK’ZX-‘r ﬁf = Ig+ﬁ Iﬂ1+f
gotovo svuda na [a,b]. S obzirom na to da je I1, f neprekidna funkcija,

slijedi Isiﬁ = Igiﬁ_ll,}_Ff € Cla, b], tj. opet se zbog neprekidnosti podu-
daraju na cijelom intervalu [a, b].
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Analogno vrijedi i za Riemann-Liouvilleov desni razlomljeni integral, pa
zaklju¢ujemo da u slucaju neprekidnih funkcija jednakosti (4) vrijede za
svaki x iz [a, b].

3.2 Riemann-Liouvilleova razlomljena derivacija

Definicija 3.2. [1]] Neka jex > O,n = [a] +1i f : [a,b] - R. Za D}, f
kazemo da je Riemann—Liouvilleova lijeva razlomljena derivacija definirana s

DiS() = ()

a Dy _ f je Riemann—Liouvilleova desna razlomljena derivacija definirana s

D f(0) = (1)

1\ n b
rEn 1)“) % / (t—x)"" 1 f(t)dt.

Posebno, za « = n € Ny vrijedi

Dy f(x) = Dy_f(x) = f(x),
Dy, f(x) = f" (x),
Dy_f(x) = (=1)"f" (x).

Akoje0 < a < 1,ondaje

o fy L4 [F W)
DL f() = Fr—mds o G

x— 1)«

w _ 1 d " f)
Dy f(x) = CT(1—a) E/x (t— x)“dt‘

Primjer 3.2. Izracunajmo razlomljene derivacije funkcija opcih potencija. Neka
jea >0,8>0, f(x) = (x—a)f~lig(x) = (b— x)P~1. Koristeci Prim]’er
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slijedi Riemann—Liouvilleova lijeva razlomljena derivacija funkcije f

_ ar . _
Dy (x—a)f = ol o)

_ 4 T n—atp
dx”l"(n—rx—i—,B)(x_a) v

_ dnl[TWXn—w+ﬁ—1hx_@m%w4}

dxn—1 T(n—a+p)
_oa I'(p) n—a+p2
o danl {F(nomLﬁl)(x_a) ]
Ponavljajuéi postupak dobijemo
« - r e
Dy (x —a)P 1:1_(_il?_ﬁ)(x—a) AL (5)

Analogno, za desnu Riemann—Liouvilleovu razlomljenu derivaciju funkcije g
vrijedi

dan
dx”Ig:a(b x)ﬁil
n d” r(ﬁ) n—u —
(=1) dx" T(n—a+B) —l—ﬁ)(b_x> .
r'(B) at B
= m(b_x) +p-1

Za B = 2 dobijemo razlomljene derivacije afine funkcije

Dy (h-xf1 = (1)

N € ) S SN (et
Da+(x ﬂ) - 1-'(2_“) 4 Db— (b x) - r(z_‘x) .
Ako je p = 1, onda za konstantnu funkciju vrijedi
P € ) B (et O
Pay 1= r(1—a)’ Dp-1= Tr(1—a)’

Time pokazujemo da za razliku od klasicnih derivacija, Riemann—Liouvilleove raz-

lomljene derivacije konstantne funkcije opéenito nisu jednake nuli.

S druge strane, za j = 1,2,...,[a] +1,

Fa—j+1)
I(1—j)

s obzirom da gama funkcija ima polove prvog reda u tockama 0, -1, —2,. ...

D (x —a) ) = (x—a) =0, D¥ (b—x)*T=0 (6)
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Iz navedenog zaklju¢ujemo: funkcije oblika (x —a)*~/, odnosno (b — x)*~/,
imaju istu ulogu za razlomljene derivacije kao konstante kod obi¢nih deri-
vacija.

Napomena 3.1. U prethodnom primjeru kod izracunavanja identiteta (5]),
moZe se pojaviti negativna vrijednost argumenta gama funkcije, no kako smo ve¢
naveli, gama funkciju je moguce prosiriti na podrucje R (z) < 0 koriste¢i ([2]). Po-
Qledajmo slucaj negationih realnih brojeva: ako za z > 0 znamo vrijednost T'(z) te
ako identitet (1]) zapisemo u obliku

rz) = LG+, )

z

onda je desna strana gornje jednakosti dobro definirana ne samo za z > 0, ve¢ i za
—1 < z < 0. Stoga desnu stranu jednakosti ([7]) u ovom slucaju moZemo koristiti
za definiranje lijeve strane. U sljedecem koraku, vraéamo se ponovno na jednakost
(?), te kako je T definirana za —1 < z < 0, slijedi da je desna strana defi-
nirana za —2 < z < —1. To éemo iskoristiti kako bi i lijevu stranu definirali za
—2<z<-L
Na ovaj nacin mozemo prosiriti definiciju gama funkcije na negativne realne bro-
jeve, ali ne sve. Problem su negativni cijeli brojevi, jer ve¢ iz jednakosti ([7)) slijedi
da gama funkcija nije definirana u nuli. Nadalje, kako je

r'(0)
T(-1)=—2
( ) _1 ’
slijedi da I nije definirana ni u —1, a samim time ni u —2 s obzirom na to da vrijedi
I'(=1)
Ir(-2) =
(-2) =1

Dakle, gama funkcija nije definirana ni za koji z € Z. , iz ega nam slijede jedna-
kosti (6]).

Promotrimo medusobni odnos razlomljenog integriranja i deriviranja.
Poznato je da za obi¢ne derivacije i integrale Vrijedl L[ f(hdt = f(x),
dok je [ f(t)dt = f(x) — f(a), tj. integral s lijeve strane se razlikuje od f
za konstantu —f(a).

Zan € NN vrijedi %Igﬂrf = f,ali ' f0 £ f, razlikujuc’i se od f
za polinom stupnja n — 1. Takoder, za « > 0 vrijedi D, I, f = f, ali
I, D;. f # f,sobzirom da se uz f moZejavitiilinearna komb1nac1]a funk-
cija (x —a)* %, k=1,2,...,[a] +1.

Sli¢no vrijedi i za uzastopnu primjenu razlomljene derivacije:

Dlxl Dlxif 75 DlX1+IX2f
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ViSe o samo teoriji razlomljenog infinitezimalnog ra¢una moZe se nadi u
(1, 3].

Slucaj poluderivacije je posebno zanimljiv jer je tada Riemann-Liouvilleova
poluderivacija jednaka derivaciji Riemann-Liouvilleovog poluintegrala. Na-
ime, akoje « = %, ondajen = [a] +1 = 1, pa za lijevu poluderivaciju
dobijemo:

D f(x) = Il/zf( )-

Pritom je

e Ee— /x(x—t)l‘lf(t)dt

f x—'

Analogno se dobije za desne Riemann-Liouvilleove poluintegrale i polu-
derivacije.

4 Poluintegrali i poluderivacije nekih funkcija

U prethodnom poglavlju ilustrirali smo svojstva razlomljenih integrala i
derivacija na primjeru funkcije opée potencije. Nastavljajuéi se na kores-
pondenciju dvoje velikih matematicara s pocetka ¢lanka, izra¢unat ¢emo
Riemann-Liouvilleove poluderivacije, tj. razlomljene derivacije reda & =
1/2, kvadratnih, afinih i konstantnih funkcija na intervalu R*. Pritom pro-
matramo lijeve integrale i derivacije, dok za desne rezultati slijede ana-
logno.

U Pr1m]er1maﬂ B.2)smo izra¢unali Riemann-Liovilleov razlomljeni in-
tegral I%, (x —a)P~! irazlomljenu derivaciju D%, (x — a)P~!. Uvritavanjem
« = 1/2 dobijemo vrijednosti njihovih poluintegrala i poluderivacija. Na-
ravno, rezultati se mogu dobiti i direktnim ra¢unom (integriranjem), no to
ostavljamo Citateljima za vjezbu.

Primjer 4.1. Promotrimo prvo konstantnu funkciju:

Bol=—" pg1-_*"_
T T(w+1) T T T(A—w)
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Vrijednosti njenog poluintegrala i poluderivacije su tada

1721 o | X 12, _ 1
R

Primjer 4.2. U opéem slucaju za funkciju identitete f(x) = x vrijedi

xoc-i—l xl—zx

Ifyx=—=——=, Djx=———.
¥ T Tat2) "7 T(2-a)
Potvrdimo Lacroixevu pretpostavku iz 1802. godine o poluderivaciji funkcije iden-

titete:
3/2
X 4

r(5/2) ~ 3vx

1
d2x 1/2 X1/2
— = D0+ X = =2

x
dxz [(3/2) m

|| Iy x | Dgy x |
| 1] ~o0883xf | ~1.088x1 |
| 1| ~o0840x3 | |
| 1] ~0752x2 | ~1.128x7 |
| 2| ~ 066503 | ~1.120x5 |
| 3| ~o0622xF | ~1.103x4 |

Rezultati Dg, x prikazani su na donjoj slici. Vidimo da se grafovi razlomljenih
derivacija nalaze izmedu obicne derivacije f'(x) = 1 i same funkcije (tj. nulte
derivacije) f(x) = x, osim na jednom malom intervalu. Sto je veci red razlom-
ljene derivacije, to je njen graf bliZi grafu prve derivacije, odnosno, sto je manji red
razlomljene derivacije, to je njen graf bliZi grafu same funkcije.
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Dg.x

Slika 1. Riemann-Liouvilleove razlomljene derivacije funkcije identitete

Primjer 4.3. Promotrimo kvadratnu funkciju f(x) = x*:

22— LB 5p 0 16 s5p
0+ T(7/2) 15y
I (3) 8
1/2.2 _ 3/2 _ 3/2
Dy " x® = T(S/Z)x = 3\/Ex .
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Tablica 2. Tablica posebnih slucajeva za « € (0,1)

o B D
| 1] ~07850F | ~1244x0 |
| 1] ~ 072005 |~ 132000 |
| 1| ~0602x3 | ~1505x° |
| 2] ~0498x3 | ~ 16801 |
| 3| ~o0452x¢% | ~1765x7 |

Kao i za funkciju identitete, i ovdje za kvadratnu funkciju vrijedi analogno:
Sto je veéi red razlomljene derivacije, to je njen graf blizi grafu prve deriva-
cije, i obrnuto.

Slika 2. Riemann-Liouvilleove razlomljene derivacije kvadratne funkcije
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