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SazZetak

U ovom radu provedena je analiza izvijanja konstrukcije pjesackog mosta primjenom metode konacnih
elemenata. Formulacija uzima u obzir utjecaj velikih pomaka na konstrukciju pod utjecajem konzervativnih i
statickih vanjskih opterecenja. Materijal se pretpostavlja linearno elasticnim i izotropnim. Stabilnost analize
provodi se na temelju viastitih vrijednosti (eigenvalue). Linearizirane ravnoteZne jednadzZbe grednog konachog
elementa izvedene su primjenom principa virtualnih radovainelinearnog polja pomaka poprecénog presjeka.

Kljucnerijeci: greda; stabilnost; izvijanje; metoda konacnih elemenata.

1 Uvod

U ovom radu provedena je analiza izvijanja
konstrukcije pjesackoga mosta. Tankostjene gredne
konstrukcije su podesne za izradu pjesackih mostova
jer nudeveliku krutosti otpornost na opterecenja, ali
su istovremeno i relativno lagane i estetski priviacne.
Medutim, zbog velike vitkosti pojedinih elemenata,
ovakve konstrukcije su podlozne gubitku stabilnosti
$to moZe ugroziti sigurnost korisnika mosta. Zato je
iznimno vazno imati sposobnost preciznog
odredivanja granicnih stanja stabilnosti
deformacijskih formi. Bududi da analiticka rjeSenja za
probleme stabilnosti tankostjenih konstrukcija mogu
biti dobivena samo u relativno jednostavnijim
slucajevima, pri analizi takvih problema nuzno je
koristiti neku od numerickih metoda. Jedna od takvih
metoda je metoda konacnih elemenata.

Analiza stabilnosti moZe biti linearizirana u smislu brze
provjere kriticnog opterecenja i pripadajuceg
deformacijskog moda konstrukcije (Pesi¢, Turkalj,
2007), a isto tako i nelinearna kada prati kompletni
odziv deformacije s obzirom na opterecenje (Pesic,
Lanc, Turkalj, 2015).

Nelinearna analiza moZe koristiti Updated Lagrangian
formulaciju (Lanc, Turkalj, Pesi¢, 2014; Turkalj i sur
2015) ili korotacijski opis (Lanc, Turkalj, Pesi¢, 2012;
Lanc, Pesi¢, Turkalj, 2015; Pesi¢, Lanc, Turkalj, 2016;
Pesi¢, Turkalj, 2023)

U ovom radu problem stabilnosti tretiran je kao
problem vlastitih vrijednosti pa se kao rezultat
dobivaju vlastite vrijednosti koje imaju znacenje
kriti¢nog opterecenja gubitka stabilnosti te pripadni
vlastiti vektor koji predstavlja formu gubitka
stabilnosti. Materijal je pretpostavljen kaoizotropan i
linearno-elasti¢an.

Tema ovog rada je primjenjiva na stru¢nim i
sveuciliSnim prijediplomskim studijima. Rad ukazuje
na vaznost proracuna stabilnosti konstrukcija koje
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trebaju biti dodatak statickim i dinamickim
proracunima konstrukcija koje sadrze elemente
kojima su poprecne dimenzije relativno male u odnosu
na duljinu.

2 Kinematika grede

Promatrana je inicijalno ravna greda s
nedeformabilnim poprecnim presjekom. Odabran je
desni Kartezijev koordinatni sustav (z, X, y) tako da se
z-os poklapa s aksijalnom osi grede i prolazi tezistem
O svakog poprecnog presjeka, a X- i y-osi su glavne osi
inercije poprec¢nog presjeka. Komponente pomaka
poprecnog presjeka se definiraju kao:

Wy = wo(z)’ Uy ZMO(Z), Yo ZUO(Z), ?; :(/72(2)’

Yo

dz

Uo (1)

dz

Px =o(2), oy =—7=9,(2),

gdjesu:wo, Uo i Vo pomaci teZista poprecnog presjeka
u z-, x- i y- smjeru, odnosno; ¢, ¢ i @ su kutovi
zakreta poprecnog presjeka oko z-, x-i y-osi.
Neka ro oznacdava vektor poloZaja materijalne tocke u
referentnoj konfiguraciji, a U, vektor pomaka tezista.
Ako se pretpostave male rotacije, onda se moze
vektor pomaka Ugs koji predstavija polje pomaka
poprecnog presjeka izraziti kao:

U|df =U0 +(~p ro, (2)
gdjesu:
w Wo 0 0 —$y ?x
Uldf =9Us Uo SqUo s T =Xy (T): (py 0 P, (3)
v Yo y b P 0

U jednadzbama (2)i (3) w, u i v su linearniizraz ili
izrazi prvog reda za pomake proizvoljne tocke na
poprec¢nom presjeku koja je definirana polozajem
koordinata x i y. Ako se ne mogu pretpostaviti male
rotacije, tada se u analizu mora uvesti nelinearnopolje
pomaka Ungr:

Upt =Ue +0, U={@ @ 3} =05 ¢ r, (4)

gdjeizraz U sadrzinelinearneizrazeiliizraze drugog
reda za pomake koji su rezultat velikih rotacija u
prostoru. Green-Lagrangeov tenzor deformacija se
moZe napisati kao:

gij = eij +77ij +eij y
26” = UI,J +UJ'| y 2’7” = Ukyl UkJ y Zeu :UIVJ +UJ’| y

(5)
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gdje zadnji izraz za deformaciju predstavlja dodatni
izraz zbog ucinka velikih rotacija. Ovdje treba
napomenuti da zbog geometrijske pretpostavke o
nevitoperenju poprecnog presjeka, komponente
deformacija &1 = &x, &2 =6y i 262 =2&y = %y U
jednadzbi (5) trebaju biti jednake nuli.

3 Rezultanta unutrasnjih sila

Pod pretpostavkom krutosti u ravnini deformacije ( o
= oy = %y = 0), a prema teorijama mehanike za
savijanje i uvijanje, rezultante naprezanja se
definiraju kao:

F,=[o,dA Fy=[r,dA , Fy=[r,dA M, =[(ryx-r,y)dA,
A A A A (6)

M, =[o,ydA , My =~[c,xdA, K:jaz<x2+y2)dA,
A A A

gdje F; predstavlja aksijalnu silu, Fx i Fy su popretne
sile, M; je Saint-Venantov ili uniformni moment
uvijanja, Mxi My su momenti savijanja oko x- i y- osi,
a K je Wagnerov koeficijent (Chen, Atsuta, 1977).
Pod pretpostavkom linearno elasti¢nog ponasanja,
veze izmedu komponenata naprezanja i deformacija
semogu izraziti kao:

o,=Eey=Ee,, 7, =2Ge,=Ge,, 7, =2Ge,=Ge,(7)

gdjesu E i G moduli elasti¢nosti i smicanja. Nakon
uvrStavanjaizraza (5)i (7) uizraz (6), veze izmedu

komponenata rezultante unutrasnjih sila i
komponenata pomaka se mogu izraziti kao:
dM
Foea g D o My gy 92
dz dz dz d (8)
d%v, diu, - Ip
M, =—El, el M, =El, el K=F, 2,

gdje je A povrSina popre¢nog presjeka, Ip je polarni
moment inercije poprec¢nog presjeka, a I torzijski
moment inercije ili Saint-Venantova torzijska
konstanta.

4 Ravnoteznejednadzbe

Ravnotezne jednadzbe deformiranog grednog
elementa mogu se izvesti primjenom principa
virtualnihradova:

['sydteydv = [ ' 8( upr ' )dA, 9)
v A,



1. Pesi¢, N. Ban: Analiza izvijanja konstrukcije pjesSackog mosta metodom konacnih elemenata, 84-89

gdje Sij oznacava Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja

druge vrste, &jj je Green-Lagrangeov tenzor

deformacije iz izraza (5), t; predstavlja povrSinske
(kontaktne) sile,a u; i i;su linearnei nelinearne
komponente pomaka. Eksponent ‘t" uz veliine
oznacava da se radi o njihovim totalnim ili ukupnim
vrijednostima, a ‘6 oznacava virtualnu velicinu.

Tenzor naprezanjai povrsinske sile se mogu rastaviti i
linearizirati kao:

t 0.
ij tl = t|+t|

(10)
pri éemu eksponent ‘0’ znaci daseradio pocetimili
inicijalnim vrijednostima, tj. vrijednostima prije pojave
izvijanja. UvrStavanjem izraza (5) i (10) u izraz (9)
dobivase:

(11)

[(°s; 06+ S; 88 + °S; 5y + °; 86 )av = [ ("ti Su; + % i, +1; ﬁui)dAj
v A,

Ako su pocetnevanjskei unutrasnjesile u ravnotezi,

[ %s;ide;dV = [ °t du; dA, (12)
A,

v
jednadzba (11)se moZe napisati kao:

[Sij0e;dV + | °; 8y dV + [ 5 86;dV — [ ° 5 dA, = [t du; dA, (13)
v v \ A A

Na Slici 1 je prikazan prostorni gredni konacni element
s 12 stupnjevaslobode.

y
Py A Myg
1 (27N / x M.s
Va & 4 A Fied Fe
— —_— >
Pen Wa FzB MzB z
A |

Slika 1. Prostorni gredni konacni element: ¢vorni pomaci i
¢vorne sile

Odgovarajudi vektori ¢vornih pomakai ¢vornih sila su:
T
(Ue) :{wA'uA1vA1(pzA'(/)xA'(/)yA'wB'”BlUB1(/)ZB1(/)XB'¢yB} (14)

T
(fe) :{FZA!FxAvFyAlMzAlMxAvMyAlFszFxBleBszBvaBvMyB} (15)

gdje desni eksponent ‘e’ na oba vektora oznacava e-ti
konac¢ni element. Linearizirani princip virtualnih
radovaizizraza(13) se moze napisati kao:

gdje 3U . predstavlja virtualnu energiju elasti¢nih
potencijal,a §W oznacdava virtualnirad.

Usvojivsi linearnu interpolaciju za wo, i kubicnu
interpolaciju za uo, vo i @ i povezujuéi rezultante

naprezanjagrede u poljus rezultantama u ¢vorovima
elementa, mogu seizvestislijedediizrazi:

deformacija, predstavlja  geometrijski

8U, = (30°) Kt 8Ug =(ou°) kg ue, ow=(auf) (e +65,) (17)

gdje su ki i kgelasti¢na i geometrijska matrica
krutosti, odnosno na elementu prikazanom na slici 1,
¢ jevektor ¢vornihsilakoji sadrzi ¢vornessile nastale
zbog djelovanja drugih elemenata strukture na gredni
element, a f5, je ekvivalentni vektor opterecenja.
Komponente matrica K¢ i kg moguse naciu (Boresi,
Chong, Saigal, 2002). Uvrstavanjem jednadzbi (17) u
izraz (16), jednadzba ravnoteze grednog elementa se
moZe napisati kao:

(KE +Kk& Ju® =f° +f5, (18)
Izraz (18) potrebno je transformirati u globalni
koordinatni sustav  primjenom  standardnih
transformacijskih procedura. Potom se sumiranjem
jednadzbi svih konacnih elemenata dobiva jednadzba
konstrukcije:

(Kg +Kg)U=P (19)

gdje su Kg i K elasti¢nai geometrijska matrica
krutosti konstrukcije, dok U i P predstavljaju vektore
inkrementalnih ¢vornih pomaka i inkrementalnih
¢vornih optereéenja konstrukcije.
Linearnaseanaliza stabilnosti temelji na pretpostavci
da se vanjsko optereéenje prilikom izvijanja ne
mijenja,tj. P =0, te da jegeometrijsku matricu Kg
mogucde linearizirati izlu¢ivanjem parametra 4, tj.
Keg =2PA<E . Stoga je izraz (19) moguce napisati u
slijede¢em obliku:

(Ke+2KRg)u=0 (20)

Izraz (20) predstavlja problem vlastitih vrijednosti gdje
je A vlastita vrijednost, odnosno parametar kriticnog
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optereéenja izvijanja, dok je U pripadni vlastiti
vektor.

5 Primjer

Na Slici 2 je prikazana konstrukcija pjesackog mosta
koja se sastoji od ukupno 44 Stapova. Bocne stranice
su izradene od Stapova duljine 1,3 m tako da
medusobno formiraju jednakostrani¢ne trokute i
povezane su pomocu Sest Stapova duljine 1,5 m.
Ukupna duljinamostaje 6,5 m.

Slika 4. Mreza konac¢nih elemenata

Izvr$ena je linearizirana analiza koja kao rezultat daje
vlastite vrijednosti kriticnog opterecenja pri kojem
konstrukcija gubi stabilnost i pripadni vlastiti vektor
koji ima znacenje deformacijskog oblika izvijene
konstrukcije. Kriticne sile za pojedine vlastite
vrijednostidanesuu Tablici 1.

Vlastita Kriti¢na sila (kN)
vrijednost
1 34,68
2 36,24
3 39,31
Slika 2. Resetkasta konstrukcija pjesackog mosta 4 41,06
Poprecni presjek Stapovaje prikazan naSlici 3. Modul Tablica 1. Kritiéne sile

elasti¢nosti materijala iznosi E = 210 GPa, modul
smicanja G =80,77 GPa, a Poissonov koeficijentiznosi Deformacijski oblici izvijene konstrukcije prikazani su

v=0,3. na Slikama5-9.
k#{
y A
e L
L L
L L
L L
3| [ L
4 2+"#«
A ST

Slika 3. Poprecni presjek kvadratne cijevi

Slika 5. Vlastita vrijednost 1

Mostje modeliran s 270 grednih konacniih elemenata
(Slika 4). Konstrukcija je zglobno oslonjena na rubna
Cetiri Cvorai optereéenajednakim silama koje djeluju
u negativnom smjeru osi Y u osam donjih ¢vorova
prema slici.
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Slika 8. Vlastita vrijednost 4

7 Zakljucak

U ovom radu provedena je linearizirana analiza
izvijanja konstrukcije pjeSackoga mosta primjenom
metode konaénih elemenata. Analiza je uzela u obzir
utjecaj velikih pomaka na konstrukciju pod utjecajem
konzervativnih i statickih vanjskih opterecenja.
Materijal je pretpostavijen kao linearno elastican i
izotropan. Rezultati analize su prikazani na primjeru
konstrukcije sastavljene od 44 $tapa. Izracunate su
vrijednosti  kriticnog opterecenja pri  kojima
konstrukcija gubi stabilnost
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Ova analiza ima prakti¢nu primjenu u inZenjerskom
projektiranju pjesackih mostova. Ovaj model moze biti
koristan u razvoju algoritama za procjenu rizika od
gubitka stabilnosti konstrukcije pjesackih mostova, Sto
bi moglo znacajno doprinijeti sigurnosti korisnika i
smanjenju troskova odrzavanja mostova.
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Buckling analysis of the construction of a
pedestrian bridge using the finite element
method

Abstract

In this paper, a buckling analysis of a pedestrian bridge
structure was conducted using finite element
methods. The formulation considers the effects of

89

large displacements on the structure subjected to
conservative and static external loads Material is
assumed to be linear elastic and isotropic. Stability
analysis is performed in eigenvalue manner. The
linearized equilibrium equations are derived by
applying the linearized virtual work principle and the
non-linear cross-sectionaldisplacement field.

Keywords: beam; stability; buckling; finite element
method.



