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Zsigmondyijev teorem

Ivan Mati¢*

Sazetak

U radu ¢emo predstaviti interesantan rezultat iz elementarne teorije
brojeva, koji je poznat pod nazivom Zsigmondyjev teorem. Navest
¢emo neke posljedice tog rezultata te prikazati njegovu primjenu na
nizu problema.
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Zsigmondy’s theorem

Abstract

In this paper we present an interesting result in elementary num-
ber theory, known as Zsigmondy’s theorem. We discuss some of its
consequences and show its applications on the series of examples.

Keywords: prime numbers, divisibility, Diophantine equations

1 Uvod

Problemi vezani uz djeljivost s punim pravom zauzimaju istaknuto mjesto
kako u rekreativnoj matematici za entuzijaste i radoznalce, tako i u zadat-
cima koji se pojavljuju na natjecanjima iz matematike za sve dobne skupine
i na svim jakosnim razinama. Jedan od razloga tome leZi u ¢injenici da za
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razumijevanje iskaza takvih problema nije potrebno posebno Siroko mate-
maticko predznanje te se radi o vrlo konkretnim objektima. No, to ne znaci
da je i rjeSavanje problema takvog tipa jednostavno.

Dapace, upravo su se pojedini problemi vezani uz djeljivost, ili opéenitije
uz teoriju brojeva, pokazali prili¢no tvrdim orahom i brojnim vrhunskim
stru¢njacima te su pokusaji njihova rjeSavanja bili zasluzni i za razvoj po-
jedinih grana matematike. Posvetimo se ipak nesto jednostavnijim proble-
mima, koji su primjereniji za razmatranje i studentima pocetnih godina i
srednjoskolcima.

Obi¢no u matematici postoji vise pristupa nekom problemu i viSe na-
¢ina za njegovo rjeSavanje, svaki od kojih moZe na problem baciti drugacije
svijetlo. Primjera radi, danas je poznato otprilike 400 dokaza Pitagorina
teorema. Sto se ti¢e problema vezanih uz djeljivost, oni esto zahtijevaju
preciznu analizu ostataka pri dijeljenju s pojedinim spretno odabranim pri-
rodnim brojevima, prepoznavanje odgovarajuc¢ih gornjih ili donjih ograda
promatranih izraza te primjenu poznatih opéenitijih rezultata u danoj situ-
aciji.

U ovom ¢emo se radu posvetiti upravo posljednjoj opciji te opisati jedan
rezultat koji nije previSe razvikan, ali u pojedinim situacijama moze biti
vrlo koristan. Radi se o rezultatu iz elementarne teorije brojeva koji govori
o prostim djeliteljima sume i razlike potencija relativno prostih prirodnih
brojeva s jednakim eksponentima, a svoj naziv duguje matematicaru Karlu
Zsigmondyju iz 19. stoljeca, autoru prve poznate varijante rezultata kojem
¢emo se posvetiti.

U iduéem ¢emo poglavlju najprije navesti temeljni rezultat, Zsigmon-
dyjev teorem za razlike, iz kojeg ¢emo zatim izvesti analogan rezultat za
sume te ga popratiti s osnovnim primjerima i s par opcenitih posljedica. Za-
tim ¢emo, u novom poglavlju, navesti i rijesiti niz primjera iz elementarne
teorije brojeva pri ¢ijem se postupku rjeSavanja iskazani rezultati pokazuju
izuzetno korisnima. Pri tome ¢emo ciljano izbjegavati koristenje metoda
koje nadilaze standardno gradivo srednjoskolske matematike.

2 Zsigmondyjev teorem

Ponovimo najprije jedan od temeljnih pojmova koji ¢e nam biti potreban.

Kazemo da su prirodni brojevi a i b relativno prosti ukoliko je 1 njihov
najvedi zajednicki djelitelj, odnosno ako ne postoji niti jedan prirodan broj
veéi od 1 koji dijeli i a i b. Na primjer, brojevi 14 i 27 su relativno prosti,
dok brojevi 14 i 35 nisu, jer su oba djeljivi sa 7. Ukoliko je p prost brojin
prirodan broj manji od p, tada su p i n relativno prosti.

134



ZSIGMONDY]EV TEOREM

Teorem 2.1. Nekasu aib relativno prosti prirodni brojevi takvi da jea > b. Neka
je n prirodan broj veci od 1. Tada postoji prost broj p takav da p dijeli a” — b" i p
ne dijeli a* — b*, za k € {1,2,...,n — 1}, osim u idu¢im dvjema situacijama:

(i) (a,b,n)=(2,1,6),
(ii) (a+Db,n) = (2™,2) za neki prirodan broj m.
Pogledajmo prethodni rezultat na konkretnom primjeru.

Primjer 2.1. Nekajea =4,b = 3in = 4. Tada je redom

at — bt =256 -81=175=5-5-7
- =64—27=37

-1 =16-9=7

al -l =4-3=1.

Prema tome, za prost broj p = 5 vrijedi da p dijeli a* — b* i p ne dijeli a* — b*
za k € {1,2,3}, dok za prost broj q = 37 vrijedi da q dijeli a> — b3 i q ne dijeli
ak —bFzak € {1,2}.

Rezultat iskazan teoremom [2.1| se obi¢no naziva Zsigmondyjev teorem
ili, preciznije, Zsigmondyjev teorem za razlike, po austrijskom matemati-
¢aru Karlu Zsigmondyju madarskog porijekla, koji je krajem 19. stolje¢a
pokazao navedeni rezultat u slucaju b = 1. Opceniti rezultat, koji smo i
iskazali teoremom [2.T} dokazali su pocetkom 20. stoljeca Birkhoff i Vandi-
ver metodama elementarne teorije brojeva. Dokaz zbog njegove duljine na
ovom mjestu neéemo iznositi, a moze se pronadi u [[1I].

S vremenom su nastajali i drugi dokazi teorema 2.1} mahom temeljeni na
naprednijim metodama. Jedan se takav dokaz slucaja b = 1 moZe pronaci
u [4, Theorem 3].

Prokomentirajmo posebne slucajeve koji se pojavljuju u teoremu 2.1}

Primijetimo da u slu¢ajua = 2,b =1, n = 6 vrijedi a” — b" =20 — 16 =
64 —1 =63 =3-3-7tesudi7jedini prosti djelitelji od a" — b". No, za
k = 3 imamo a* — b* = 23 — 13 = 7 te 7 dijeli a® — b®, dok za k = 4 imamo
a — b =24 —1* = 15 pa 3 dijeli a* — b*.

S druge strane, ako je n = 2 vrijedi a" — b" = a?> —b? = (a — b)(a +b).
Ukoliko prost broj dijeli produkt, tada dijeli i neki od njegovih faktora ([[3,
Lema 1.4.1]) pa za prost broj p koji dijeli a> — b? vrijedi da p dijeli a — b ili
p dijeli a + b. Ako je a 4 b oblika 2", tada je jedini prost djelitelj od a + b
upravo broj 2. No, iz ¢injenice da je a + b paran slijedi da su brojevia i b iste
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parnosti te je tada i a — b paran. Zato u ovom slucaju svaki prost djelitelj
od a? — b? dijeliia — b.

Jedna je od direktnih posljedica teorema[2.T|rezultat koji se naziva i Zsig-
mondyjev teorem za sume.

Korolar 2.1. Neka su a i b relativno prosti prirodni brojevi takvida jea > b. Neka
je n prirodan broj veci od 1. Tada postoji prost broj p takav da p dijeli a" + b" i p
ne dijeli ak + bk zak € {1,2,...,n—1}, osim u slucaju (a,b,n) = (2,1,3).

Dokaz. Pogledajmo broj a®" — b?". Kako je 2n > 2, ukoliko je (a,b,2n) #
(2,1,6), odnosno (a,b,n) # (2,1,3), prema teoremupostoji prost broj
p koji dijeli a*" — b*" = (a" — b")(a" + b"), ali ne dijeli a* — b za k €
{1,2,...,2n — 1}. Prema tome, p je prost broj koji djjeli (a” — b™)(a" +b"),
ali ne dijeli a” — b" te zato p dijeli a” 4 b". Ako bi p dijelio a” + b™ za neki
m € {1,2,...,n— 1}, tada bi p dijelio i (a™ + b™)(a™ — b™) = a®™ — b*",
$to nije moguce zbog 2m < 2n.

Dakle, za (a,b,n) # (2,1,3) postoji prost broj p koji dijeli a” + b", ali ne
dijeli a* + b*, zak € {1,2,...,n —1}. O

Primijetimo kako je 23 + 13 = 912! + 1! = 3 te je 3 jedini prost djelitelj
od 23 + 13, a dijelii 2! + 11

Pogledajmo neke opéenite rezultate koje moZemo pokazati primjenom

korolara 211

Propozicija 2.1. Neka je n prirodan broj veéi od 3 te neka su a i b relativno prosti
prirodni brojevi takvi da je a > b. Tada postoji prost broj p koji dijeli a" + b", ali
ne dijeli a* + b* zak € {n+1,n+2,...,2n}.

Dokaz. Kako je n ve¢i do 3, prema prethodnom korolaru postoji prost broj
p takav da p dijeli a” + b" i p ne dijeli a* + b* zak € {1,2,...,n —1}. Do-
kazimo najprije da je p # 2. Akoje p = 2, tada su a” i b" iste parnosti jer
p dijeli njihovu sumu. Kako su prirodan broj i svaka njegova potencija iste
parnosti, slijedi da su a i b takoder iste parnosti pajeia + b paran, odnosno
p = 2 dijeliia + b, 5to nije moguce. Prema tome, p > 3.

PokaZimo sada da p ne dijeli niti umnoZzak ab. U suprotnom je neki od
brojeva a i b djeljiv s p te moZemo uzeti da je a djeljiv s p. Tadajeia” djeljiv
s ppajes pdjeljivi (a" +b") —a" = b", $to znaci da je i b djeljiv s p, ali
tada a i b nisu relativno prosti, suprotno pretpostavci.

Nekajek € {n+1,n+2,...,2n —1}. Tadajek = n+izanekii €
{1,2,...,n —1}. Kako p dijeli " + b" slijedi da p dijeli i

(a" +b")(a + b)) = a" 4 0" 4 @' + b
=ab HbF a0 4 b ) = aF  OF o (ab) (@ D).
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Ako bi p dijelio a* + b*, tada bi morao dijeliti i (ab)'(a"~" + b"~'), §to nije
moguce jer p ne dijeli niti ab niti "~ 4 b" ",
Takoder p dijeli i

(an+bn)2:a2n+2anbn+b2n :a2n+b2n +2(61b)n.

Ako bi p dijelio a?" + b*", tada bi morao dijeliti i 2(ab)", to nije moguce
jerje p > 21 p ne dijeli ab. Dakle, pokazali smo da p ne dijeli a* + b* za
ke{n+1,n+2,...,2n}. O

Propozicija 2.2. Neka je n prirodan broj veéi od 1 te neka su a i b relativno prosti
prirodni brojevi takvi da je a > b. Tada postoji prost broj p koji dijeli a®" + b*",
ali ne dijeli ak —b* zak € {1,2,...,n—1}.

Dokaz. Kako je n vedi od 1, slijedi da je 2n > 4 te, prema korolaru
postoji prost broj p takav da p dijeli a®" + b*", ali p ne dijeli a* + b* za
k € {1,2,...,2n — 1}. Na isti na¢in kao u dokazu prethodne propozicije
mozemo vidjeti da p ne dijeli umnozak ab.

Nekajek € {1,2,...,n—1}. Kako p dijeli a®" + b*", p dijeli i

(a2n + bZn)(QZn—2k + bZn—Zk) _ a4n—2k + b4n—2k +a2n—2kb2n—2k(a2k + bZk).

2n—k + b2n—k

Kako p ne dijeli a , p ne dijeli niti

(a2n7k + b2n7k)2 — a4n72k +2a2n7kb2n7k + b4n72k.

Ukoliko p dijeli umanjenik, a ne dijeli umanjitelj, tada nece dijeliti niti raz-
liku pa p ne dijeli
(a4n—2k + b4n—2k + a2n—2kb2n—2k(a2k + b?.k))_

(a4n—2k +2a2n—kb2n—k + b4n—2k) _
a2n72kb2n72k(a2k + bZk) _ 2a2n7kb2n7k —

a2n—2kb2n—2k (azk + bZk _ Zukbk) —

a2n—2kb2n—2k(ak _ bk)2’

odakle slijedi da p ne dijeli niti a* — b¥. O
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3 Primjene Zsigmondyjeva teorema

U ovom ¢emo poglavlju promotriti probleme u kojima se koristenjem Zsig-
mondyijevih teorema moZe izbje¢i kompliciranija analiza i koristenje kom-
pleksnijih metoda.

Najprije podsjetimo kako za prirodne brojeve 4, b i n vrijede iduée jedna-
Kkosti:

A" —b" = (a—b)(a" T +a" b4 ab" 24 " (1)

g2+l + p2ntl — (ﬂ + b)(a2n — g1 + 222 gl + bZn).

Slijedi da a — b dijeli " — b" dok a + b dijeli a?* 1 + b***1. Pogledajmo sada
ijednu primjenu prethodnih rastava.

Propozicija 3.1. Neka su a i b relativno prosti prirodni brojevi takvi da je a > b
te neka je n prirodan broj veci od 1.

(i) Akojea—0b > 2, (a,bn) # (2,1,6) i (a+b,n) # (2™,2) za prirodan
broj m, tada a" — b" nije potencija prostog broja.

(it) Ako je n neparan i (a,b,n) # (2,1,3), tada a™ + b™ nije potencija prostog
broja.

Dokaz. DokaZimo prvi dio propozicije, drugi dio slijedi na isti na¢in. Iz
a—b > 2 slijedi da postoji prost broj koji dijeli 2 — b. Kako a — b djjeli
a" — b", prost djelitelj od a — b je prost djelitelj i od a” — b".

Ukoliko je (a,b,n) # (2,1,6) i (a + b,n) # (2™,2) za prirodan broj m,
prema teoremu 2.1 postoji prost djelitelj od a” — b" koji nije djelitelj od a —
b. Zato a" — b" ima barem dva prosta djelitelja pa ne moze biti jednako
potenciji prostog broja, jer je jedini prost djelitelj broja oblika p™, pri ¢emu
je p prost i m prirodan broj, upravo broj p. g

Pogledajmo direktnu primjenu prethodne propozicije u rjesavanju di-
ofantskih jednadzbi.

Primjer 3.1. Odredimo sva rjesenja jednadzbe x*°% + 4?23 = 197 u skupu pri-
rodnih brojeva.

Rjesenje. Ako su x iy relativno prosti, tada prema drugom dijelu propozi-
cije x2023 4+ /2023 ne moze biti jednako potenciji prostog broja 19. Pret-
postavimo zato da x i y nisu relativno prosti. Kako svaki zajednicki djelitelj
od x i y dijeli x2023 4 2923, tada mora dijeliti i 19* pa postoje relativno prosti
prirodni brojevi x1 i y; te prirodni brojevi k; i ky takvi da je x = 19%1x;,
y = 19%2y; te 19 ne dijeli niti x| niti y;. Sada je

x2023 + y2023 _ 192023k1 x%OZS + 192023k2 %023.

y
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MoZemo pretpostaviti daje k; > kj, u suprotnom moZemo zamijeniti uloge
od x iy, te dobivamo

1920231(2 (192023k1 —2023ky X%OZS + y%OZS) — 192[

odakle je z > 2023k;. Slijedi

192023k1 —2023ky X%OZ?’ + y%023 _ 192—20237{2_

Kako je 192023k1-2023k2,:2023 4 12023 > 3 gljjedi z > 2023k,.
Ako je k1 = ky, dobivamo jednadZbu

2023 | 2023 _ 1922023k,
oty =19 ’

koja nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva prema drugom dijelu propo-
zicije 3.1|jer su x; i y; relativno prosti.

Akoje ki > ko, slijedi da 19 dijeli 42°%° pa 19 dijeli i y3, $to nije moguce.
Zato polazna jednadZba nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva. <

Primjer 3.2. Odredimo sve uredene trojke prirodnih brojeva (a,b, p) takve da je
p prost i vrijedi 2 + pb = 317,

Rjesenje. 1z 2% + p? = 317 dobivamo 31% — 2% = p’. Akojea > 2, iz prvog
dijela Propozicije slijedi da 31”7 — 27 nije potencija prostog broja. Za a =
2 dobivamo p? = 317 — 22 = 957, &to nije potencija prostog broja. Za a = 1
je p’ = 31 —2 = 29 tejejedina trazena uredena trojka (a,b, p) = (1,1,29).4

Primjer 3.3. Odredimo sve uredene Cetvorke prirodnih brojeva (a, b, ¢, p), pri Cemu
je p prost broj, a neparan broj, dok su b i ¢ veci od 1, takve da je a® —1 = p°.

Rjesenje. Primijetimo da je a’ —1 = a” —1°. Akoje (a,b) # (2,6) i (a +
1,b) # (2™,2), za prirodan broj m, prema prvom dijelu propozicije[3.1]broj
a’ — 1 ne moZe biti jednak potenciji prostog broja.

Kako je a neparan, preostaje provjeriti slucaj (a +1,b) = (2",2). Tada je
a=2"—1ia" —1 = p° mora biti paran broj, odakle je p = 2. Dobivamo
a? — 1 = 2¢, odakle je

2= (a—-1)(a+1) = (a—1)2" = ((a+1) —2)2" = (2" — 2)2™.

Daljejem < cte2™ —2 = 2" jglijedi 2" 1 —1 = 2"~ 1. Zam =
1 dobivamo 2¢~"~1 = 0, §to nije moguce. Zato je m > 2 pa je 2°~ "1
neparan, Sto je moguce jedino za ¢ — m — 1 = 0, odnosno ¢ = m + 1. Tada
je2c =l =1paje2™ ! =2im=2.

Iza = 2" — 15slijedia = 3, dok ¢ = m + 1 daje ¢ = 3. Jedina uredena
Cetvorka (a, b, c, p) s traZzenim svojstvom je (3,2,3,2). <
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Prethodni se primjer pojavio 2001. godine u sklopu natjecanja u Sjedinje-
nim Americ¢kim Drzavama.

U odredenim situacijama nije moguce odmah primijeniti niti teorem 2.1]
niti propoziciju ve( je potrebno najprije provesti odgovarajuce transfor-
macije. Do takvih se transformacija ¢esto moze doé¢i promatranjem ostataka
pri dijeljenju s pojedinim prirodnim brojevima, $to ¢emo ilustrirati na iduca
dva primjera. Pri tome ¢emo se koristiti Binomnim teoremom, prema ko-
jem za realne brojeve a i b te prirodan broj n vrijedi

(a+b)" = i (1:) a'b" i

i=0

Primjer 3.4. Odredimo sve uredene trojke prirodnih brojeva (a, b, n) takve da je
n > 2iorijedi 3 —1 = a".

Rjesenje. 1z 3" — 1 = a" slijedi da je a" + 1 = 3" te je a" + 1 djeljivo s 3.
Prema tome, a ne moZze biti djeljiv s 3 tejeilia = 3k+1ilia = 3k -1
za neki nenegativan cijeli broj k. Ako je n paran, moZemo ga zapisati u
obliku n = 2m, za neki prirodan broj m, te primjenom Binomnog teorema
dobivamo

Bk+1)" = 3k +1)>" = 2 <271> (3k)i - 12m—

i=0

— <Z<271>(3k)>+1:311+1,

i=1

2m m
k=1 = @+ (-0 = 1 () @ (-2

i=0
= (L () @0 ) b o =an 4,

i=1

h=y (21”)31 Wh = 3 (2:”)31 1y

i=1 i=1

Za

Dakle, za paran n je a* 4 1 oblika 3! + 2, Sto nije djeljivo s 3. Zato n mora biti
neparan i, prema drugom dijelu Propozicije 3.1} ukoliko je (a,n) # (2,3),
a" + 1 ne moZe biti potencija prostog broja.

Preostaje provjeriti slu¢aj (a,1) = (2,3). Tadaje3? =23 +1=9teb = 2.
Jedina je uredena trojka s danim svojstvom (a,b,n) = (2,2,3). <
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Kazemo da je prirodan broj a potpun kvadrat ako postoji prirodan broj b
takav da je @ = b%. Primjerice, brojevi 1, 4 i 100 su potpuni kvadrati, dok
brojevi 6, 17 i 50 nisu.

Primjer 3.5. Odredimo sve nenegatione cijele brojeve k i | takve da je 3¢ — 5
potpun kvadrat.

Rjesenje. Neka je a prirodan broj takav da je 3¥ — 5/ = a. Ako je a paran,
moZemo ga zapisati u obliku 2¢, za neki prirodan broj t, te je a> = (2t) =
42, Ako je a neparan, moZemo ga zapisati u obliku 2f + 1, za neki nene-
gativan cijeli broj t, pa je a®> = (2t +1)? = 4(+* +t) + 1, odnosno a? je ili
oblika 4n ili oblika 4n + 1 za nenegativan cijeli broj n.

Pretpostavimo da je k neparan te ga zapi$imo u obliku k = 2m + 1, za
nenegativan cijeli broj m. Tada je

3k_5l — (4_ 1)2m+1 _ (4+1)l

2m+1 1
_ mZ (2mf1>4i (—1)2mHi y ({)4]‘ ql-i
i=0 ! j=0 \J
2m+1 2m+1 i 2 1—i 2 1 ! l ;
:<Z < ; )41.(_1)m+z>+(_1)m+ _E<.)4]_1
i=1 j=1 \J
=4(n +ny)—2=4(n;+np—1)+2,

za

2m+1 . . ! .
1y = Z (me 1>4z—1 (=D)AL gy, Z <l‘)4]—1.

i—1 1 =1 \J

Prema tome, ako je k neparan, 3 — 5 nije niti oblika 41 niti oblika 4n + 1,
za nenegativan cijeli broj n, pa ne moZe biti potpun kvadrat. Zato k mora
biti paran te ga zapiSimo u obliku k = 2m, za prirodan broj m. Sada je
32m — 5! = g2 te (3")% — a® = 5/, odakle je (3" —a)(3" +a) = 5.

Kako je desna strana prethodne jednakosti potencija prostog broja, i svi
faktori s lijeve strane jednakosti moraju biti potencije istog prostog broja te
postoje nenegativni cijeli brojevi r i s takvi daje 3" —a =5"13" 44 = 5°.
Zbog 3" —a < 3" + a dobivamo r < s.

Iz5" +5 = (3" —a)+ (3" +a) slijedi 5 +5° = 2-3". Akojer > 1,
zbog r < s dobivamo da suib5" i 5° djeljivi s 5, no tada je i 5" + 5° djeljivo s
5, 8to nije moguce jer je 5" +5° = 2-3", a5 ne djjeli 2 - 3". Zatojer =0 te
5+1=2-3"

Ukoliko je s > 2, moZzemo iskoristiti Korolar [2.1| te dobivamo da postoji
prost djelitelj od 5° 4- 1 koji ne dijeli 5+ 1 = 6 pa ne moze dijeliti niti 2 - 3.
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Zas = 0dobivamo2-3" =50+ 1 =2tejeim = 0. Zatojeik = 2m = 0,
dok iz 3" — a = 5" slijedi a = 0. Koriste¢i 3* — 5/ = a? dobivamo 5' = 1 te
I = 0. Prvo je rjesenje (k,1) = (0,0).

Zas = 1dobivamo2-3" =541 =6pajem =1tek=2.1z3" —a =5"
jesadaa = 2. Uvrstimo lik = 2ia = 2 u 3k — 5/ = 4? dobivamo 5/ = 5 te
I = 1. Drugo rjesenje je (k, 1) = (2,1). <

Idudi je primjer bio zadan na ¢esko-slovackom natjecanju 1996. godine.

Primjer 3.6. Odredimo sve uredene trojke prirodnih brojeva (a, b, p) takve da je
p prost i vrijedi p* — bV = 1.

Rjesenje. Pogledajmo najprije slu¢aj p = 2. Tada je 2” — b*> = 1, odnosno
b* +1 = 27 Ako je b paran, zapi$imo ga u obliku 2k, za neki prirodan
broj k, odakle je b*> + 1 = 4k? + 1. Ako je b neparan, zapi$imo ga u obliku
2k + 1, za neki nenegativan cijeli broj k, te dobivamo b? + 1 = 4k? + 4k +2 =
4(k* 4 k) + 2. Zato b + 1 nije djeljiv s 4 te slijedi a = 1. Daljeje b* +1 = 2
ib = 1. Jedna traZzena uredena trojka (a,b, p) je (1,1,2).

Neka je sada p neparan prost broj. Uoc¢imo kako je tada b > 1 zbog
b +1 = p”. Primjenom drugog dijela Propozicije [3.1 dobivamo da b” +
1 nije potencija prostog broja za (b,p) # (2,3). Akoje (b,p) = (2,3),
dobivamo 3% = 23 + 1, odakle je a = 2. Druga je traZena uredena trojka
(a,b,p) = (2,2,3). <

Primjer 3.7. Odredimo sve prirodne brojeve a, m i n takve da a™ + 1 dijeli (a +
1)".

Rjesenje. Akojem > 2,a > 2i(a,m) # (2,3), prema korolaru 2.1 postoji
prost djelitelj od a™ + 1 koji ne dijeli a + 1 pa ne dijeli niti (a2 + 1)". Dakle,
uz navedene uvjete a” + 1 ne dijeli (a +1)".

Pogledajmo preostale slucajeve.

Zam =1ljea™ +1=a+ 1 sto ocito dijeli (a +1)".

Zaa=1ljea™ +1 = 2, sto dijeli 2".

Za (a,m) = (2,3) dobivamo a™ + 1 = 9 §to dijeli (a +1)" = 3"

¢imjen > 2.
Sveukupno zaklju¢ujemo da a” + 1 dijeli (a 4+ 1)" jedino ako je
m=1,a=1ili(a,m) = (2,3)uzn > 2. <

Napomenimo kako se prethodni primjer nalazio u uZem izboru za Me-
dunarodnu matematic¢ku olimpijadu 2000. godine.

Kao iduéi primjer navodimo zadatak koji je 2011. godine bio zadan na
Japanskoj matematickoj olimpijadi te iz kojeg moZemo vidjeti kako primje-
nom Zsigmondyjeva teorema efikasno zaobilazimo dubinsku analizu pro-
blema te ga svodimo na proucavanje nekolicine specijalnih slucajeva.
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Primjer 3.8. Odredimo sve uredene petorke prirodnih brojeva (a,n, p,q,r) takve
da je
a"—1=(a" -1)(a1-1)(a" - 1). (2)

Rjesenje. Akojea > 3,tadajea? —1>2,a1—1>2ia"—1 > 2, odakle
jeia"—1>aP —1,a" —1>a7—-1ia" —1> a" — 1, odnosno n je veéi od
svakog od brojeva p, g i r. Ukoliko je, uza > 3, takoderin > 3, po teoremu
postoji prost djelitelj od a”* — 1 koji ne dijeli niti a” — 1 niti a9 — 1 niti
a"” — 1 pa ne dijeli niti njihov produkt te u tom slucaju ne postoji trazena
uredena petorka.

Ovim smo ispitivanje sveli na slucajeve u kojimajea < 2ilin < 2.

Ako je a = 1, tada je jednakost ispunjena za sve prirodne brojeve
n,p,q,r. Nadalje mozemo pretpostaviti da je a > 2.

Zan = ldobivamoa —1 = (a? —1)(a7 —1)(a" — 1). Iza > 2 slijedi
a®—1 >a—-11ia" —1 > 1, za svaki prirodan broj m, pajea—1 =
(aP —=1)(a? —1)(a" — 1) jedino akojea? —1=a1—-1=a"-1=a—-1=1,
ta=2ip=gq=r=1,odnosno (a,n,p,q,r)=(21111).

Zan = 2 dobivamo a®> — 1 = (a? —1)(a7 — 1)(a” — 1). Ako je neki od
p,q,r vedi ili jednak 3, produkt (a? — 1)(a7 — 1)(a" — 1) je vedi ili jednak
a® — 1, o je vece od a? — 1 zbog pretpostavke a > 2. Akojejedan od p, g, r
jednak 2, dobivamo da je produkt dvaju faktora s lijeve strane jednakosti
jednak 1, $toje mogucejedinozaa = 2i(p,q,r) € {(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)},
odnosno

(a,n,p,9,7) € {(2,2,2,1,1),(2,2,1,2,1),(2,2,1,1,2)}.

Preostaje jo§ moguénost p = ¢ = r = 1, kojavodinaa? — 1 = (a —1)3,
odnosno a + 1 = (a — 1)2. Iz navedene jednakosti dobivamo kvadratnu
jednadzbu a? — 3a = 0, &ija su rjeSenjaa = 0ia = 3, &ime dobivamo
trazenu uredenu petorku (a,n,p,q,7) = (3,2,1,1,1).

Zaa = 2 dobivamo 2" —1 = (2 —1)(29—1)(2" — 1) te odmah dobi-
vamo rjeSenja

(a,n,p,q,7)€{(2,nmn11),2mn1n1),(2mn1,1,n):necN}
Nadalje moZemo pretpostaviti i n > 3, jer smo vec rijeSili slucajeve n €
{1,2},tep <n,q < nir < n. Akojen # 6, prema teoremupostoji prost
djelitelj od 2" — 1 koji ne dijeli niti 2” — 1 niti 27 — 1 niti 2" — 1 pa ne dijeli niti
(2P —=1)(29—-1)(2" —1). Zan = 6 dobivamo 63 = (2 —1)(27—1)(2" —1),

odnosno
3:-3-7=(2P-1)(27-1)(2" - 1),

Sto daje preostala rjeSenja

(a,n,p,9,7) € {(2,6,2,2,3),(2,6,2,3,2),(2,6,3,2,2)}. <
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Pogledajmo na koji nam nacin rezultat koji je osnova ovog rada moze
pruZiti i kombinatorne temelje za dobivanje informacija o broju djelitelja
prirodnog broja.

Primjer 3.9. Ako su p i q razliciti neparni prosti brojevi te a prirodan broj veci
od 1, dokaZimo da a1 — 1 ima barem 8 pozitivnih djelitelja.

Rjesenje. Osnova za dobivanje broja djelitelja je upravo poznavanje prostih
djelitelja promatranog broja. MoZemo uzeti daje p > g. Kakosu pig
neparni, njihov je umnoZzak pq takoder neparan Zato, prema teoremu
postop prost djelitelj d; od a?1 — 1 koji ne dijeli a* — 1 zak € {1,2,...,pq —

Iz aPl —1 = (aP)7— (1P)7 = (a7)P — (19)" i tvrdnje (1)) slijedi daia? —1
ia? — 1 dijele aP — 1. Kako je p neparan, prema teoremu [2.1| postoji prost
djelitelj d, od a¥ — 1 koji ne dijeli a9 — 1. Zbog toga Sto a? — 1 dijeli a?7 — 1
je dy i prost djelitelj od aP? — 1 te je di # dj jer di ne dijeli a? — 1.

Svaki prirodan broj veéi od 1 ima prost djelitelj pa tako postoji i prost
djelitelj d3 od a7 — 1. Na isti nacin kao i za d» mozemo zakljuciti da je d3
prost djelitelj od a?7 — 1 koji je razli¢iti od d; i od d».

Na ovaj smo nacin dosli do tri razli¢ita prosta djelitelja dy,d,, d3 broja
aP? —1. Sada su 1, dy, dp, d3, d1d>, d1d3, dpds i d1dyds trazenih 8 pozitivnih
djelitelja broja a?7 — 1. <

KaZemo da je niz realnih brojeva (a,,) geometrijski niz ako kvocijent “2+1
ne ovisi o prirodnom broju 1, odnosno ukoliko postoji realan broj g takav
daje 1 = g za svaki prirodan broj n. Takav broj g nazivamo kvocijent
geometrl]skog niza. Za prirodan broj n, n > 2, vrijedi

an _ An41

7

an—1 an

odakle dobivamo da su tri uzastopna ¢lana geometrijskog niza povezana
relacijom a2 = a,_1a,.1. Cesto je vrlo interesantno ispitivati postoje li u
danom nizu ¢lanovi s odredenim svojstvom, pri ¢emu takoder od pomoci
moZze biti Zsigmondyjev teorem. Pogledajmo takvu situaciju na primjeru
zadatka s rumunjskog matematic¢kog natjecanja iz 1994.

Primjer 3.10. PokaZimo da niz (a,), pri cemu je a, = 3" — 2", ne sadrZi tri
uzastopna clana geometrijskog niza.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, odnosno neka postoje prirodni brojevi
k,limtakvidajek <l <mte

(3 —2')? = (3" 25 (3" —2m). 3)
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Prema teoremu [2.1| postoji prost broj p koji dijeli 3" — 2™ te koji ne dijeli
3" —2"zan € {1,2,...,m— 1}. Zato p dijeli desnu stranu jednakosti ,
ali ne i lijevu stranu te jednakosti, $to nije moguce. Zato promatrani niz ne
sadrzi tri uzastopna ¢lana nekog geometrijskog niza. <

Primijetimo kako nam poznavanje iskaza teoremaomoguc’ava igene-
ralizaciju brojnih rezultata. Primjerice, u prethodnom smo primjeru umjesto
niza ¢iji je n-ti ¢lan dan s 3" — 2" mogli promatrati i mnogo opcenitiji niz s
n-tim ¢lanom oblika a" — b", pri éemuje (a,b) # (2,1) te a + bnije potencija
broja 2. Na taj nacin izbjegavamo posebne slucajeve navedene u teoremu
i rjeSenje mozZe i¢i na potpuno isti na¢in. Konkretno, mogli smo proma-
tratiiniz dansa, = 11" — 7" ili s a,, = 2023" — 2022".
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