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Eksponencijalne jednadzbe kod kojih su i baze i
eksponenti algebarske funkcije

ILigA ILISEVICH

Sazetak. Opisane su metode za rjesavanje specijalnih eksponen-
cijalnih jednadzbi kod kojih su baza i eksponenti algebarske funkcije.
Spomenute metode su ilustrirane na nizu zanimljivih zadataka koji su
prilagodeni ucenicima srednjih $kola.

Kljuéne rijeéi: eksponencijalne jednadzbe, algebarske funkcije

Exponential equations whose bases and exponents are algebraic
functions

Abstract. Methods for solving special exponential equations whose
bases and exponents are algebraic functions are described. Mentioned
methods are illustrated on a number of interesting tasks that have been
adapted for high school students.

Key words: ezponential equations, algebraic functions

Najjednostavnije takve jednadzbe su jednadzbe oblika

(F@) " = ()", (1)
gdje su f, g, h neke algebarske funkcije.
Rjesavanje jednadzbi oblika (1) se u opéem slucaju svodi na rjesavanje Cetiriju
algebarskih jednadzbi:
e f(x) = 0. Ako je xo rjeSenje te jednadzbe, tada je xg istodobno i rjesenje

jednadzbe (1) ako je g(z¢) > 01 h(xzo) > 0.

e f(x) = 1. Ako je xg rjeSenje te jednadzbe, tada je xg istodobno i rjesenje
jednadzbe (1) ako su funkcije g i h definirane za xo.

e f(x) = —1. Ako je xq rjeSenje te jednadzbe, tada je x¢ rjeSenje i jednadzbe
(1) ako su g(zo) i h(xo) cijeli brojevi jednake parnosti ili razlomci kojima je
nazivnik neparan, a brojnik paran.

e g(x) = h(x). Ako je zp rjeSenje te jednadzbe, tada je x¢ rjeSenje i jednadzbe
(1) ako za z( jednadzba (1) ima smisla.
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Na taj nac¢in smo dosli do svih rjeSenja jednadzbe (1).

Posebno, ako je (f (x))g(r) = 1, tada se problem svodi na rjesavanje triju alge-
barskih jednadzbi:

e f(x) = 1. Ako je xg rjeSenje te jednadzbe, tada je xg istodobno i rjesenje
jednadzbe (1) ako je funkcija g definirana za xg.

e f(x) = —1. Ako je xg rjeSenje te jednadzbe, tada je x¢ rjeSenje i jednadzbe
(1) ako je g(xg) paran broj.

e g(x) = 0. Ako je xg rjeSenje te jednadzbe, tada je x¢ rjeSenje i jednadzbe (1)
ako za x jednadzba (1) ima smisla.

Sada rijesimo nekoliko primjera takvih jednadzbi.
Zadatak 1. Rijesite jednadzbu

(ZIJ _ 1)9524-95—2 _ (ZIJ _ 1)295—}-4.

Rjesenje. 1z v — 1 = 0 slijedi z; = 1. Kako je g(z1) = 212+ 21 — 2 = 0, to 1 nije
rjeSenje dane jednadzbe.

Iz z — 1 = 1 slijedi 22 = 2. Kako su funkcije g(z) = 22 + 2 — 21 h(z) =2z + 4
definirane za x9, to x2 jest rjeSenje dane jednadzbe.

Iz z — 1 = —1 slijedi 23 = 0. Kako je g(x3) = 232 + 23 —2 = —2 i h(z3) =
2x3 +4 = 4, to su brojevi g(xz3) 1 h(zs) iste parnosti, pa z3 = 0 jest rjeSenje dane
jednadzbe.

Ako je 22+ — 2 = 2z + 4, tada je 22 — x — 6 = 0. Rjesenja ove jednadzbe su
Ty = 3,05 = —2.

Dakle, z € {-2,0,2,3}.

Zadatak 2. Rijesite jednadzbu

(z* +z — 57)3r2+3 = (2% + x — 57)07,

Rjesenje. Ako je 2?4z —57 =0, tada je 712 = %‘/279. Kako je za x1 = _1%\/@,
g(z1) =322 +3 > 01i h(z1) = 1021 > 0, to je x1 rjeSenje dane jednadzbe. No za
To = _1%‘/@ je h(z2) = 10x2 < 0, pa x4 nije rjeSenje dane jednadzbe.

Ako je 22 + x — 57 = 1, tada je ? + x — 58 = 0. Rjesenja ove jednadzbe su
T34 = %‘/ﬁ Kako su funkcije g(z) = 322 + 3 i h(z) = 10z definirane za z3 i
Z4, to su x3 i x4 rjesenja jednadzbe (1).

Ako je 22 +x — 57 = —1, tada je 22 + x — 56 = 0. Slijedi 25 = 7,26 = —8. Kako
je g(zs) = 322 + 3 = 150, a h(zs) = 1025 = 70, to x5 = 7 jest rjeSenje jednadzbe
(1). No g(w¢) = 32% +3 =195, a h(xs) = 1026 = —80, pa su g(xs) i h(xe) razlicite
parnosti i stoga x¢ = —8 nije rjeSenje jednadzbe (1).

Iz 322 4+ 3 = 10z slijedi 322 — 10z + 3 = 0 i kona¢no 7 = 3, x5 = +

3
Dakle, x € {—1% V233 %, 3,7, —1+2\/229, —1+2\/233}.
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Zadatak 3. Rijesite jednadzbu

e =3[ = {/le — 32

Rjesenje. Zadanu jednadzbu zapisimo u obliku

z41 z=2
e =3 * =|x—3] 7.

Ako je |z — 3| = 0, tada je 21 = 3. Kako je g(z1) = 2t =1 > 01 h(z1) =
D=2 = 1 >0, to je x1 rjeSenje dane jednadzbe.

Iz |z — 3| = 1 slijedi 2 = 4 i 23 = 2. Kako su funkcije g(z) = = i h(z) = %=
definirane za x2 i x3, to sui x2 i x3 rjeSenja dane jednadzbe.

Ako je IT“ = I—gz, tada je x4 = 11.

Dakle, = € {2,3,4,11}.

Zadatak 4. Rijesite jednadzbu

8
N

(22 — 2 — 1)9”2_1 =1.

Rjesenje. Akojex? —x—1=1tadajea?—2—-2=0, pajex; =2, o0 = —1.
Kako je funkcija g(x) = 2% — 1 definirana za x; i 2, to su x; i x2 rjeSenja dane
jednadzbe.

Iz 22 —x — 1 = —1 slijedi 2 — z = 0. Rjesenja ove jednadzbe su z3 = 0, 24 = 1.
Kako je g(x3) = 32 — 1 = —1 (neparan broj), a g(z4) = r42 — 1 = 0 (paran broj),
to x3 nije rjeSenje, a 4 jest.

Ako je 2% —1 = 0, tada je 756 = +1, a te smo vrijednosti ve¢ dobili kao rjesenja
dane jednadzbe.

Dakle, z € {—1,1,2}.

Zadatak 5. Rijesite jednadzbu

2
P —5z+6 _ 1.

Rjesenje. Za x1 = 1 je funkcija g(x) = 22 — 52 +6 definirana, pa je x; rjesenje dane
jednadzbe.

Za x3 = —1 je g(x2) = 23 — 5aa + 6 = 12 paran broj, pa je i x2 rjeSenje dane
jednadzbe.

Akoje 22 —5x+6 = 0, tada je 3 = 21 x4 = 3. Kako za x3 i x4 zadana jednadzba
ima smisla, to su i x3 i x4 rjeSenja dane jednadzbe.

Dakle, z € {—1,1,2,3}.

Zadatak 6. Rijesite jednadzbu

|$ _ 3|3m2—10m+3 - 1.
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Rjesenje. Ako je |x — 3| = 1, tada je 1 = 4 1 z2 = 2. Kako je funkcija g(z) =
322 — 10z 4 3 definirana i za 21 i za 29, to su i 1 i T3 rjeSenja dane jednadzbe.
Ako je 322 — 10z +3 =0, tada je x3 = 3 i 24 = % Za x4 dana jednadzba ima
smisla, pa je x4 rjeSenje dane jednadzbe. Medutim, x3 nije rjeSenje dane jednadzbe
jer za x3 dana jednadzba nema smisla.
Dakle, z € {1,2,4}.

Zadaci za vjezbu

1. Rijesite jednadzbu (22 — z — 1) = 1.
Rez. x € {-1,0,2}.

z2—2x -1

2. Rijesite jednadzbu |z|
Rez. © € {-1,1,2}.

3. Rijesite jednadzbu (z — 2)* % = (z — 2)'2.
Rez. x € {-3,1,2,3,4}.

4. Rijesite jednadzbu (3z — 4)2* *2 = (32 — 4)°".

Rez. w € {%,2,2}.

5. Rijesite jednadzbu (22 — 7o + 11)° 7270 — 1.
Rez. x € {—6,1,2,3,4,5}.
6. Rijesite jednadzbu |z — 219 " = |z — 2.
Rez. x € {—%, 1.1,2,3}.

2?43z

7. Rijesite jednadzbu |z + 2| eHls,

Rez. x € {-5,-3,—-2,—1,3}.

=Jo+2]
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