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Nejednakosti na medunarodnim matematickim
olimpijadama

ILKO BRNETICH

Sazetak. Dokazivanje nejednakosti se u zadnje vrijeme vrlo cesto
zadaje kao zadatak na medunarodnim matematickim olimpijadama. U
ovom ¢lanku dajemo pregled nekih takvih zadataka s medunarodnih matematickih
olimpijada.

Kljuéne rije¢i: Medunarodna matematicka olimpijada, A-G nejed-
nakost, nejednakost medu sredinama, Cauchyeva nejednakost

Inequalities at the International Mathematical Olympiad

Abstract. Proving of inequalities has lately been very frequent task
at the International Mathematical Olympiad. In this article we give an
overview of some of those tasks from the International Mathematical
Olympiad.

Key words: International Mathematical Olympiad, A-G inequality,
inequality between medians, Cauchy’s inequality

1. Uvod

Na medunarodnim matematickim olimpijadama zadaju se zadaci iz razli¢itih po-
druc¢ja matematike, a u zadnje vrijeme je uobic¢ajena podjela na cetiri podrucja; to
su algebra, geometrija, teorija brojeva i logicko-kombinatorni zadaci (naravno, neki
se zadaci mogu razvrstati u vise podru¢ja). U pocetnim godinama dominirali su
zadaci iz geometrije i algebre, dok je u zadnje vrijeme pravilo da od Sest zadataka
izabranih za olimpijsko natjecanje iz svakog podrucja bude barem jedan zadatak.

Medu zadacima iz algebre, vrlo su cesti dokazi raznih nejednakosti, osobito
zadnjih godina. Primjerice, u zadnjih 10 godina je bilo zadano ¢ak 8 nejednakosti.
Pri tome treba reéi da su se na olimpijadama javljale i nejednakosti i u zadacima
koji nisu dominatno algebarskog karaktera, a najcesée se radilo o geometrijskim
nejednakostima.

*Fakultet elektrotehnike i racunarstva, Unska 3, HR-10000 Zagreb ilko.brnetic@fer.hr
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U ovom ¢emo c¢lanku dati izbor nekih zadataka iz nejednakosti zadavanih na
matematickim olimpijadama u kojima je naglasak na algebri.

U rjeSenjima zadataka sluzit ¢emo se i poznatim nejednakostima. Zato ¢emo
najprije dati pregled nekih poznatih nejednakosti.

2. Pregled nekih osnovnih poznatih nejednakosti

Na pocetku navedimo poznate nejednakosti izmedu osnovnih sredina harmonijske,

geometrijske, aritmeticke i kvadratne. Za realne brojeve a; > 0,7 =1,...,n defini-
ramo:
n
H(al,...,an)znil, G(al,...,a/n):
L
=1 a;
n n 2
Alay,...,a,) = @, K(ay,...,an) = @
n n

Napisimo i nesto opéenitije, tezinske sredine. Uz uvjet w; > 01 > w; = 1,
imamo:

1
w;
H(al,...,an,wl,...,wn)z =n w’ G(al,...,an,wl,...,wn): Ilail,

Zi:l ai i=1

n
A(al,...,an,wl,...,wn):g wia;,, K(ai,...,an,wi,...,wy,) =
i=1

Uvrstavanjem w; = %,i =1,...,n, iz opéenitijih tezinskih sredina dobivamo “stan-

dardne” sredine koje smo prethodno definirali.
Uz tako definirane sredine vrijedi

H(ay,...,an,wi,...,wn) < G(a1,...,Qn, W1, ..., W)
< Aar,...,an,wi,..., wy)
< K(ar,...,Qp, w1, .., Wy),
uz jednakosti ako i samo ako jea; = -+ = a,.
Cesto koristimo i Cauchyevu nejednakost.
Cauchyeva nejednakost. Ako su a;,b;, i = 1,...,n realni brojevi, onda vri-
jedi:
n 2 n n
(an) = (a) (%)
i=1 i=1 i=1
Pri tome jednakost vrijedi onda i samo onda ako su vektori (a1, ...,an) i (b1,...,by)
proporcionalni.

Dokaz Cauchyeve nejednakosti moze se pronaéi u [1].
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Koristit ¢emo i “rearrangement inequality” (monotono preuredenje vektora i
pripadna nejednakost), ¢iji se dokaz moze naéi u [4] ili [6].

Rearrangement inequality Ako su aq,...,a, i by, ...,b, nizovi realnih bro-
jeva takvida jea; < ... <apiby <...<byiliayr>...>ay, iby >...> by, tada

je
n n n

Z aib; > Z aibs (i) > Z aibnt1—i,
i=1 i=1 i=1

za svaku permutaciju o : {1,...,n} — {1,...,n}.

Pomoéu prve od te dvije nejednakosti lagano se dokazuje Cebigevljeva nejed-
nakost (vidi [4] ili [6]).

Cebisevljeva nejednakost Ako jear < ...<ap, i1 <...<bpiliay >...>
an 1 by > ... > by, tada je

n n n n
nz aibi > (Z Cbi) . (Z bl) > nz aian_i.
i=1 i=1 i=1 i=1
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = ... =ay iliby = ... = by,.
U primjenama se vrlo esto uzima o; = 2,0 =1,...,n.

Navedimo i vrlo vaznu Jensenovu nejednakost.
Jensenova nejednakost Ako je f strogo konveksna funkcija na intervalu (a,b),

onda vrijedi
f(z Oém) <D aif(w),
i=1 i=1

za sve a; >0, Y1 oy =114 x; € (a,b) pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako
jexy =...=xy. Usluéaju da je f strogo konkavna, vrijedi obratna nejednakost.
U primjenama se vrlo €esto uzima a; = 2,i=1,...,n.
Primjenom Jensenove nejednakosti, mozemo, izmedu ostalog dokazati i nejed-
nakosti izmedu potencijalnih sredina (vidi primjerice [7]); naime, uz

n 1
P
Mp(xla"'axnawla"'awn):(E waZEf) 7p7é03
=1

i Mo(x1, ..oy Ty W,y .y wy) = G(1, ..o, Ty W1, - .., W), za t < s vrijedi da je
Mi(x1, ..., Tpy w1,y wy) < Mg(21,. 00 Ty w1, - .o, Wy),
uz jednakost ako i samo ako je x1 = ... = x,.

3. Primjeri nekih nejednakosti zadanih na medunarodnim
matematickim olimpijadama

e Nejednakost je na matematickim olimpijadama prvi put zadana 1961. godine
u Madarskoj. Radilo se o geometrijskoj nejednakosti u kojoj je tezina za-
datka ipak u algebarskom dijelu. Trebalo je, naime, dokazati da za trokut sa
stranicama a, b i ¢ te plostinom S vrijedi

a?+ b2+ > 45V3.
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Trebalo je ispitati i kada u gornjoj nejednakosti vrijedi jednakost.

Rijesimo taj zadatak. Napisimo najprije Heronovu formulu za plostinu trokuta

S = i\/(a+b+c)(a+b—c)(a—b—|—c)(—a—|—b—|—c).

Zbog toga $to su a, b i ¢ duljine stranica trokuta, ti su brojevi pozitivni, a
vrijedi i nejednakost trokuta, pa su svi faktori pod korijenom pozitivni.

Sada, koristeéi nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine (A-G
nejednakost), te aritmeticke i kvadratne sredine (A-K nejednakost) imamo

3
1S < \/(a+b+6)(a+b—c+a—b+c—;—a—b—|—c—a—|—b—|—c>

(a+0b+c)? < a? +b* +c?
3vV3 T V3

Jednakost vrijedi ako i samo ako jea =0 = c.

Zainteresirani ¢itatelj moze u [4] (str. 171-174) procitatii druge dokaze ove ne-
jednakosti, te dokaz pooopéenja ove nejednakosti (Hadwiger-Finsler (1937)):

Za trokut sa stranicama a, b i ¢ i plostinom S vrijedi
A4+ +E>45V3+(a—b)2+ (b—¢)?+ (c—a)?,

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je a =b =c.

Potom preskacemo ¢ak 22 godine, iako su u meduvremenu u nekoliko navrata
na olimpijadama bile zadavane nejednakosti. Godine 1983. na Olimpijadi u
Parizu, bio je zadan sljedeéi zadatak:

Neka su a, b i ¢ duljine stranica nekog trokuta. Dokazi

a’b(a —b) +b%c(b —c) + cta(c —a) > 0

Kada vrijedi jednakost ?

Opet se radi o zadatku koji ima geometrijski okvir. U prethodnom primjeru
takoder smo imali nejednakost sa stranicama trokuta. Tamo smo koristili
Cinjenicu da su stranice trokuta pozitivni brojevi za koje vrijedi nejednakost
trokuta. U ovom ¢emo zadatku koristiti sljedece: za svaki trokut sa strani-
cama duljine a, b i ¢ uvijek se mogu odabrati pozitivni brojevi z, y, z takvi
dajea=xz+y,b=y+z,¢=z+z (ovi brojevi se dobivaju podjelom stranica
trokuta tockama dodira upisane kruznice, vidi Sliku 1).

Tada, nakon sredivanja, polazna nejednakost prelazi u sljedecu:
Bz +yle+ By > ryz(e +y + 2). (1)

Nejednakost (1) mozemo dokazati monotonim preuredenjem vektora (“rear-
rangement inequality”). Primijetimo da ciklickom permutacijom varijabli
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Slika 1: Trokut sa stranicama a, b, c

x,y, z dobivamo identiénu nejednakost, a neciklickom dobivamo istovjetnu
nejednakost (uz ciklicku zamjenu varijabli). Zato, bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je < y < z. Tada je 22 < y? < 2% i xy < 22z < yz,
pa vrijedi

r’xz + yzxy + zzyz > xzyz + yzxz + zzxy.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je x =y = 2, t.j. a = b = ¢. Primijetimo da
nejednakost (1) vrijedi ne samo za pozitivne, veé¢ za sve realne brojeve.

Nejednakost (1) mozemo dokazati i koristenjem Cauchyeve nejednakosti:
(Va) + (Vo) + (V2)*) - (V=) + (Vza?)? + (Vay®)?)
> (Va2 + Vet +Vz V)

odakle dijeljenjem s x+y+z slijedi trazena nejednakost. Jednakost u Cauchyevoj

zy® _ y2®
z oz

nejednakosti vrijedi ako i samo ako je = zyis, tj.x =y = z, odnosno

a=b=c.

Polaznu nejednakost mozemo dokazati i tako da izraz na lijevoj strani nejed-
nakosti transformiramo u:

((a+b—c)a=b+c)c—a)’+ (b+c—a)(b—c+a)(b—a)’

N —

+(c+a—"0b)(c—a+b)(c—Db)?),

sto je (koristimo nejednakost trokuta) o¢ito nenegativno.
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Bernhard Leeb iz Njemacke, natjecatelj na Olimpijadi je, koriste¢i da je po-

lazna nejednakost invarijantna na ciklicke permutacije, bez smanjenja opcéenitosti

pretpostavio a > b,a > ¢ i na malo je drugaciji na¢in transformirao lijevu
stranu nejednakosti u zbroj nenegativnih brojeva:

a(b—c)*(b+c—a)+bla—b)(a—c)a+b—c)

i za to je dobio specijalnu nagradu.

Godinu dana kasnije, na Olimpijadi 1984. u Pragu, trebalo je dokazati sljedeéu
nejednakost:

Neka su z, y, z > 0 takvi da je x + y + z = 1. Dokazi
7
0§xy+yz+zx—2xyzgﬁ.

Navedimo i rjesenje. Iz uvjeta z,y,z > 0ix +y+z = 1 slijedi z,y, z € [0, 1],
pa imamo

xy+yz+ zx — 2zyz = axy(l — 2) + yz(1 — ) + zz > 0,

¢ime smo dokazali lijevu stranu nejednakosti.
Za z,y,z € [0, 3] desnu stranu nejednakosti mozemo dokazati primjenom A-G
nejednakosti:

1

Cag-ug-a=((d-a¢nrg-a))

odakle koristenjem uvjeta x + y 4+ z = 1 slijedi trazena nejednakost.

Ako su dva od tri broja 1 — 2,1 —y, 2 — 2 veca od 0, nejednakost pogotovo
vrijedi, a slucaj da je najviSe jedan od tih brojeva manji od 0 se ne moze
dogoditi zbog uvjeta z,y,z >0ixz+y+z=1.

Opet ¢emo uraditi veé¢i vremenski preskok, ovog puta od 11 godina. Godine
1995. na Olimpijadi u Torontu bio je zadan sljedeéi zadatak:

Neka su a, b, ¢ pozitivni brojevi za koje vrijedi abc = 1. Dokazi da vrijedi

1 n 1 n 1 >§
Bbte)  Bleta)  AFatb) -2

Kljuéni korak u dokazivanju je uvodenje novih varijabli z = %, Yy = %, z= %
Tada vrijedi zyz = 1, a polazna nejednakost prelazi u
2 2 2
Toe oy 50 )
y+z z+z 4y 2

Nejednakost (2) mozemo dokazati na vise nacina:
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Prvi dokaz.

Koristimo Cauchyevu nejednakost:

(rFar T vaTi? ) () +H (=) =)'

VY -+ 2z z+x VT +y
Z(x+y+z)2,
odnosno 5 ) )
x z r+y+z
+-2L 4 >ZTTYTE (3)
y+z z+x x+vy 2

a potom koristenjem A-G nejednakosti i uvjeta zyz =1 dobivamo (2).
Drugi dokaz.

Nejednakost (2) mozemo dokazati i monotonim preuredenjem vektora. Naime,
bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da je x > y > z. Tada je i
22 >? > 22 te yﬁ > 1 1y, pa vrijedi

z+r2r+
1 1 1 1 1 1
z?. + 97 + 2% > 22 + 1y + 22
Y+ z z+x T +y T+y Y+ z z+T

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
< +y - +2z2°- >z +y - +27-
Y+ z z+x T +y z+x T+y Y+ z

Zbrajanjem ovih dviju nejednakosti dobivamo

x? y? 22 /a2 +y? 422 22 +2?
+ + > = + + :
y+z z+z 4y 2\ =4y y+z z+w

koja slijedi primjerice iz Cebisevljeve

2 2
Sada koristimo nejednakost L >

Tty
nejednakosti ili, sasvim elementarno, ona je ekvivalentna s (z—y)? > 0). Time

dobivamo (3), a onda (2) slijedi iz A-G nejednakosti i uvjeta zyz = 1.
Trec¢i dokaz. Neka je x +y + z = s. Privremeno fiksirajmo s. Uocimo i da je

s > 33xyz = 3. Kako je ygfz = %, promatrajmo funkciju

2132

flz) =

s—x

Lako je pokazati da je f"(x) > 0 za z €< 0, s >; dakle, f je strogo konveksna
na < 0, s >. Primjenom Jensenove nejednakosti

f(z) +fgy) + f(2) > f(x+g+z)’

dobivamo

2132 y2 2,2 2132 y2 2,2

+ + = +
y+z z+x xr+y S—xr S—yY S—2
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r+y+z )2

( 3 _ S
23 e =52
3

N W

Za svaki ¢vrsti s nejednakost vrijedi, pa vrijedi i opéenito.
Na ovaj su nacin u ¢lanku [5] ovu nejednakost dokazali Pecari¢ i van der Hoek.
Na Olimpijadi 1999. u Bukurestu bio je zadan sljedeci, dosta zahtjevan za-
datak:
Neka je n > 2 dani cijeli broj.
a) Odredite najmanju konstantu C' takvu da nejednakost
4
Z riw;(o? —|—x?) < C( Z xl) ,
1<i<j<n 1<i<n

vrijedi za sve realne brojeve x1,...,z, > 0.
b) Za ovu konstantu C' odrediti kada vrijedi jednakost.
Skicirajmo rjeSenje zadatka.

Dana nejednakost je simetricna, pa mozemo pretpostaviti da je x1 > xo >
... > xn > 0. Dodatno, ona je homogena, pa mozemo pretpostaviti da je
i, x; = 1. U ovom slucaju treba maksimizirati zbroj

F(z1,...,zn) = lexj(x? —|—x?)
i<j

Zamjenom vektora x = (1, ..., Tk—1, Tk, Tk+1,0, ..., 0) sax’ = (x1, ..., Tp—1, T+
Zk+1,0,0,...,0), k > 2, povecava se ili ostaje jednaka vrijednost od F (racun
ostavljamo c¢itatelju), pa je

F(xla---axn) < F($1,1—ZIJ1,O,...,O)
1
1 11
< -=F(=,-,0,..0).
— 8 (2) 27 3 Y )

Dakle, konstanta C' je jednaka % i jednakost vrijedi ako i samo ako su dva x;
jednaka (pa ¢ak i jednaka 0), a preostali su jednaki 0.

Prve godine u novom tisuélje¢u, 2001., domacin je bio Washington. Na toj
Olimpijadi trebalo je dokazati da je

a n b n c -1
Va2 +8bc Vb2 +8ca Ve +8ab

za sve a,b,c > 0.
Navedimo nekoliko dokaza te nejednakosti.
Prvi dokaz.
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Najprije ¢emo dokazati da je

a as
> 4
Va2 £ 8bc T ai +b3 +c3 @

ili ekvivalentno . . . )
(a® + b3 +¢3)? > a3 (a® + 8bc).

Naime, primjenom A-G nejednakosti dobivamo

(a® +b% +c¥)2—(aF)? = (b¥ +cF) - (a¥ +a¥ +bF +cF)
> 2b% - ¢35 - 4abict = 8a§bc,

pa je, prema tome,
(a% + b3 +c5)? > (a¥)? + 8aFbe = af (a® + 8be).

Potpuno analogno kao i nejednakost (4), dokazujemo i dvije analogne nejed-

nakosti
b

>
Vb2 +8ca a3

S

+
o o
LIS ERETS
+
o
Wl

c
> .
V2 +8ab ~ a5 4+ b3 43

Zbrajanjem (4) i gornje dvije nejednakosti slijedi trazena nejednakost.

Drugi dokaz.

Kako je nejednakost homogena, mozemo pretpostaviti da je a + b+ ¢ = 1.
. . _ b RIS _
'(naune, ako je a;HH—C: s,tadazaxr =2, y=2iz= S slijediz+y+2=1

a _ )
a2+8bc \/r2+8yz :

Funkcija

x) = —,
f@) = 7
je strogo konveksna na < 0,00 >, jer je f"(z) = %x_% >0zaxz >0, pa
primjenom Jensenove nejednakosti

af(a*+8be)+bf(b*+8ac)+cf(c*+8ab) > f(a(a®+8bc)+b(b*+8ca)+-c(c*+8ab)),

dobivamo
a b c

+ +
Va2 +8bc Vb2 +8ca /c2 + 8ab

. 1

~ a(a? + 8bc) + b(b? + 8ca) + c(c® + 8ab)’

te je dovoljno dokazati da vrijedi

1
Va(a? + 8be) + b(b2 + 8ca) + c(c? + 8ab)

>1

- 3
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.
1 — (a(a® + 8bc) + b(b* + 8ca) + c(c® + 8ab)) > 0.

Sada iskoristimo pretpostavljeni uvjet a +b+c = 1 kako bismo homogenizirali
nejednakost:

(a+b+c)® — (a(a® + 8bc) + b(b* + 8ca) + c(c* + 8ab)) > 0.
Nakon sredivanja kona¢no dobivamo

3(a(b —¢)* +b(c — a)* + c(a — b)*) > 0.

Treéi dokaz.

Danu nejednakost napisimo u ekvivalentnom obliku

1 1 1
+ + > 1,
i+ 1ese i

odakle supstitucijom z = 85¢ ¢y = 8% > — 840 dobivamo nejednakost

1 1 1
+ + >1
Vidtz J1+y 14z~

uz uvjet ryz = 512.

Svodenjem na zajednicki nazivnik, kvadriranjem i sredivanjem dobivamo ne-
jednakost

c+y+z+2V1+z-/1+y-V1+z2-(V1I+2+/1+y+V1+2)>510. (5)

Koristenjem A-G nejednakosti i uvjeta xyz = 512 dobivamo sljedeée tri ne-
jednakosti:
r+y+z>24,

1+2)1+y)(1+2) > 1729,

Vito+/1+y+V1+22>09,

odakle slijedi (5).
Ceturti dokaz.

Tako nejednakost nije bilo jednostavno dokazati, bio je prilicno veliki broj
razli¢itih rjeSenja. Navedimo i rjeSenje hrvatskog predstavnika, Toncija An-
tunovica, koji je na toj Olimpijadi osvojio srebrnu medalju. On je koristio
nejednakost izmedu tezinske aritmeticke sredine (sredine reda 1) i tezinske
sredine reda —2: \

+ b2+8ca + c2j-8ab

a+b+c

a
a?+8bc
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S a+b+c 2
~ \a(a® + 8bc) + b(b? + 8ca) + ¢(c® + 8ab) )

Opet mozemo pretpostaviti a + b + ¢ = 1, nakon Cega se gornja nejednakost
svodi na
a b c

+ +
Va2 +8bc Vb2 +8ca /c2 + 8ab

1 3
>
- (a3—|—b?’—|—03—|—24abc> ’

pa je dovoljno dokazati
a® + 03+ +24abc < 1= (a+ b+ c)?,

§to se lagano dokazuje primjenom A-G nejednakosti.
Na kraju napomenimo da se, koristenjem ideje drugog dokaza spomenuta
nejednakost moze poopéiti. Vrijedi naime

a n b n c > 3 ’
VaZz + e VB2 +dea VA +dab T V1I+ A

za sve a,b,c > 01 A > 8. Dokaz te opcenitije tvrdnje zainteresirani Citatel]
moze nadéi u [2].
Na Olimpijadi 2005. godine u Meridi, u Meksiku, bio je zadan sljedec¢i zadatak:
Neka su z, y, z > 0 takvi da je xyz > 1. Dokazi da je
5 2 5 2
x° —x — z2° =z
TR it E— >
w42+ 22 P+ 22402 S 4?42

5 2

Zadatak nije bio bas uspjesno rijesen, iako omogucava relativno standardni
pristup rjesavanja - nejednakost se najprije homogenizira, a potom se dokazuje
uz pomo¢ A-G i Muirheadove nejednakosti (Muirheadovu nejednakost mozete
nadéi npr. u [3]). Tako je zadatak rijesio i hrvatski predstavnik, Goran Drazi¢,
koji je na toj Olimpijadi osvojio srebrnu medalju. Druga dva nacina dokazi-
vanja nejednakosti mogu se naéi u [2]. No, ovaj smo zadatak uvrstili zbog
naroCito lijepog i jednostavnog rjesenja Iurea Boreica iz Moldavije, jednog
od najuspjesnijih natjecatelja na olimpijadama uopée (ukupno je osvojio tri
zlatne i dvije srebrne medalje).

Navodimo rjesenje Iurea Boreica, koji je za to rjeSenje nagraden specijalnom
nagradom:

Najprije uoc¢imo:

25— 22 25— 22 (x?’ - 1)2x2(y2 + 22)

a5+ +22 2322y +22)  aB(a2 g2 +22) (28 g2+ 22) T
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Nadalje slijedi

25— g2 . ¥ — 12 S5 52 N
oo+ y2 422 yh 422422 25+ w2 +y?
1 1 1 1
> ST oty o)
e+ Yy +z T Y z
1
> (@ -yt —a2+ 2~
> x2+y2+22( Yz +y Y)
> 0.

Vjerojatno najtezi zadatak iz nejednakosti bio je onaj zadan 2006., na Olimpi-
jadi u Ljubljani:
Odredi najmanji M tako da nejednakost
lab(a? — b%) + be(b? — ¢?) + ca(c® — a®)| < M(a® +b* 4 ¢*)?
vrijedi za sve realne brojeve a, b i c.
Skicirajmo rjeSenje zadatka.
Najprije se moze pokazati da vrijedi
lab(a? — b%) + be(b* — ) + ca(c® — a®)| = |(b—c)(a — b)(a —c)(a+b+c)|,
pa je potrebno nac¢i najmanji M tako da vrijedi
|(b—c)(a—b)(a—c)at+b+c)| < M(a®+b* + *)2.

Ova je nejednakost invarijantna na sve permutacije, pa mozemo pretpostaviti
da jea <b<c Tadaje

[(a=0)(b—c)|=(b—a)(c—0b) < (W) _ (0—4@ .

Takoder je i

3

((c—b);(b—a))zS <c—b>2;<b—a>2

odnosno ekvivalentno
3(c—a)* <2((b—a)* + (c—b)?*+(c—a)?).

Sada imamo
[(b—c)(a—b)(a—c)a+b+c)| <

1
< Zlle—aj(atb+o)

= i\/(c—a)ﬁ(a—kb—kc)z

2 —b)2+(c—a)?)\’
l\/(2((b—a) +(c—=0)*+( ))) (a4 btc)?

IN

4 3
- Q(K/((b_a)hr(C_b)2+(6_a)2>3~(a+b+c)2>2.

2 3
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Odavde iz tezinske A-G nejednakosti slijedi
[(b——c)(a—b)(a——c)a+b+c)| <

S_

2
9v/2
32

4

(a2 +0v?+ 02)2.

\/5. ((b—a)2+(c—b)2—|—(c—a)2—|—(a—|—b—|—c)2

17

Analizirajudi slu¢ajeve kada se postizu jednakosti dobivamo da je to za a =

1-3V2,b=1ia=1+3V2 Trazeni M je 32.

I na ovogodisnjoj Olimpijadi odrzanoj u Madridu bila je zadana nejednakost:

a) Dokazi nejednakost

2132 2132 2132

CESVERN IS R PRy

za realne brojeve x,y, z # 1 koji zadovoljavaju uvjet xyz = 1.

b) Pokazi da ima beskona¢no mnogo trojki racionalnih brojeva x,y, z za koje

u gornjoj nejednakosti vrijedi jednakost.

U ovom ¢emo ¢lanku prikazati rjeSenje samo a) dijela zadatka i to na dva

nacina.
Prvi dokaz.

Uvedimo supstituciju

odnosno

S
Il
fpl
I‘c~
—_
N
Il

Sada treba dokazati nejednakost a® + b2 4 ¢? > 1 uz uvjet
(a—1)(b—1)(c—1) = abe.
Gornji uvjet je ekvivalentan redom s
at+b+c—1 = ab+ bc+ ca,
2a+b+c—1) = (a+b+c) —(a+b+c)?

a>+bv*4+c* -2 (a+b+c)*=2(a+b+c),
A+ +c -1 = (a+b+c—1)7

pa vrijedi i a® + b% + ¢2 > 1.
Drugi dokaz.
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Stavimo z = - i nakon sredivanja dobivamo

(zy—1)*(@*(y -1 +y* (2= 1)") + (@ = 1)*(y—1)* > (z—1)*(y = 1)’ (zy —1)*.
Uvodenjem p = x4y i ¢ = xy nakon sredivanja (ima dosta posla !) dobivamo

q* — 6¢° + 2pq* + 9¢° — 6pq + p* = (¢* — 3¢ +p)* > 0.

Literatura

[1] J. PECARIC, Nejednakosti, HMD i Element, Zagreb, 1996.
[2] Z. HANJS, Medunarodne matematicke olimpijade, Element, Zagreb 2006.

[3] D. buki¢, V. Jankovi¢, I. MATi¢, N. PETROVIC, The IMO Compendium,
Springer 2006.

[4] A. ENGEL, Problem-Solving Strategies, Springer, 1998.

[5] J. PECARIC, J. VAN DER HOEK, An interesting inequality at the L. M.O., Rad
HAZU, 13(1997), 95-100.

[6] ILKO BRNETI(’J,V Monotona preuredenja vektora i pridruiene mnejednakosti,
Zbornik radova, Sesti kongres nastavnika matematike, HMD 2002., 40-44.

[7] ILKO BRNETIC, Jensenova nejednakost i potencijalne sredine, Bilten Seminara
iz matematike za nastavnike-mentore, HMD i MZOS, 2008, 29-40.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


