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Sazetak

U ovom ¢emo radu prikazati dva fundamentalna problema koji po-
vezuju proste brojeve i aritmeticke nizove, dva elementarna pojma koji
¢esto imaju znacajnu ulogu u vrlo kompliciranim i interesantnim proble-
mima. Iznijet éemo poznate vazne rezultate te rijesiti nekoliko srodnih
problema koriStenjem osnovnih metoda teorije brojeva.

Kljuéni pojmovi: prosti brojevi, djeljivost, aritmeticki nizovi, uzastopni élanovi.

1. Uvod

Prosti brojevi pripadaju medu najistrazivanije teme u ¢itavoj mate-
matici, §to zbog svojih posebnih svojstava, a §to zbog razli¢itih primjena
i vaznog mjesta koje zauzimaju kao temeljni gradivni blokovi svakog pri-
rodnog broja veéeg od 1 §to je iskazano u Osnovnom teoremu aritmetike.
Nesto manje istaknutu, ali itekako znacajnu ulogu u istrazivanjima za-
uzimaju aritmeticki nizovi, kao specijalna i relativno jednostavna vrsta
nizova realnih brojeva.

Veza izmedu ovih dvaju objekata tijekom dugog niza godina pred-
stavlja izazov i zadaje glavobolje brojnim matematicarima. U ovom ¢emo
radu izdvojiti neke od najvaznijih ostvarenih rezultata, popracenih ilus-
trativnim primjerima. Pri tome neéemo zadirati duboko u stolje¢ima
razvijane alate, ve¢ ¢emo nastojati da iskazi i rijeSeni primjeri budu ra-
zumljivi i srednjoskolcima i zaljubljenicima u teoriju brojeva. Upravo
¢emo iz tog razloga izbjegavati i koriStenje neSto poznatijih i standard-
nijih alata teorije brojeva, poput kongruencija.
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Podsjetimo, za prirodan broj n, n > 1, kazemo da je prost ukoliko su
jedini njegovi djelitelji 1 i n. Primjerice, brojevi 2, 5, 37 i 55555544444441
su prosti, pri ¢emu treba primijetiti kako Cesto nije jednostavno ispitati
je li broj s ve¢im brojem znamenki prost.

Navedimo kratko neka korisna svojstva, koja se mogu pronaéi u [I1
3, [):

Lema 1. 1. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva.
2. Ako prost broj dijeli produkt, tada dijeli i neki od faktora.

3. (Osnovni teorem aritmetike) Svaki se prirodan broj veéi od 1 moze
prikazati u obliku produkta prostih brojeva, pri cemu je takav prikaz
jedinstven do na poredak faktora.

Kazemo da je niz aritmeticki ako je razlika svaka dva uzastopna
¢lana tog niza jednaka, odnosno konstantna. Kako bi potpuno zadali
aritmeticki niz, dovoljno je zadati njegov prvi ¢lan te razliku dvaju uzas-
topnih ¢lanova. Oznac¢imo li aritmeticki niz s (a,,), pri ¢emu smatramo
da je a, n-ti ¢lan tog niza, prvi ¢lan niza s a; te razliku dvaju uzastop-
nih ¢lanova s d, tada je drugi ¢lan niza dan s ay = a1 + d, treéi ¢lan s
as = as + d = a1 + 2d te, oplenito, n-ti je ¢lan dan s a; + (n — 1)d.

Nas ¢e zanimati aritmeticki nizovi ¢iji su ¢lanovi prirodni brojevi pri
¢emu je prvi ¢lan oznacen s a, dok je razlika uzastopnih ¢lanova niza
oznacena s d. Takav niz se, radi jednostavnosti zapisa, obi¢no zadaje s
a + nd, pri cemu su a i d prirodni brojevi, dok je n nenegativan cijeli
broj.

2. Prosti brojevi u aritmetickim nizovima

Prvi interesantan problem koje povezuje proste brojeve i aritmeticke
nizove je pitanje pojavljivanja prostih brojeva u danom aritmetickom
nizu. Odaberemo li prvi ¢lan niza a i razliku uzastopnih ¢lanova niza d,
postavlja se pitanje uz koje ¢e se uvjete u nizu prirodnih brojeva a 4 nd,
n=20,1,2,..., pojavljivati prosti brojevi te koliko ¢ée ih biti.

Naravno, ovo se pitanje moze iskazati i u obliku formulacije Cesto
koristene u teoriji brojeva: Koliko postoji prostih brojeva oblika a + nd?

Kako bismo izbjegli trivijalni slucaj konstantnog niza, zelimo da je
d prirodan broj. Promotrimo najprije vazan specijalni slu¢aj. Prisjetimo
se da za dva prirodna broja kazemo da su relativno prosti ako je njihov
najveli zajednicki djelitelj jednak 1, odnosno ako nisu oba djeljivi s niti
jednim prirodnim brojem veé¢im od 1.

Pretpostavimo najprije da a i d nisu relativno prosti te neka je k
njihov najveéi zajednicki djelitelj. Tada je s k djeljiv i a + nd, koji je
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strogo ve¢iiod aioddzan > 1. Buduéidajek <a+ndik > 1, onda
a + nd ne moze biti prost broj za n > 1.
Prema tome, ako a i d nisu relativno prosti te a nije prost broj,

aritmeticki niz koji se sastoji od brojeva a+nd, n =0,1,2,..., ne sadrzi
niti jedan prost broj. Ako a i d nisu relativno prosti te je a prost, tada
je jedini prost ¢lan aritmetickog niza a +nd, n =0,1,2,..., upravo a.

Ovim smo pokazali kako je nuzan uvjet da se u aritmetickom nizu
a+nd, n=0,1,2,..., pojavljuje vise od jednog prostog broja upravo
da a i d moraju biti relativno prosti. Da je ovaj uvjet i dovoljan, prvi je
pokazao Dirichlet 1837. godine:

Teorem 2 (Dirichlet). Ako su a i d relativno prosti prirodni brojevi,
tada postoji beskonaéno mmnogo prostih brojeva oblika a + nd, gdje je n
prirodan broj.

Dokaz opéenitog Dirichletova rezultata uvelike nadilaze okvire ovog
rada te se, primjerice, moze pronaéi u osmom poglavlju knjige [6].

Kako za svaki prirodan broj d vrijedi da je najveéi zajednicki djelitelj
brojeva 11 d jednak 1, iz teorema [2] slijedi da za svaki prirodan broj d
postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva oblika dn—+1. Takoder, kako su
svaka dva uzastopna prirodna broja relativno prosta, za svaki prirodan
broj k postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva oblika nk + k + 1 i
oblika n(k + 1) + k.

U nastavku ¢emo vidjeti kako se mogu dokazati neke specijalni slucajevi
teorema [2l Pri tome ¢e nam koristiti Mali Fermatov teorem:

Teorem 3 (Mali Fermatov teorem). Ako je p prost broj koji ne dijeli
cijeli broj a, tada p dijeli aP~' — 1.

Takoder ée nam biti potrebna i iduca elementarna lema.

Lema 4. Neka je t prirodan broj te neka su a, b, c i d cijeli brojevi takvi
da t dijeli a —b it dijeli c—d. Tada t dijeli i ac — bd. Posebno, ukoliko t
dijeli razliku a — b, tada t dijeli i razliku o™ — 0™ za svaki prirodan broj
m.

Dokaz. Neka su k il cijeli brojevi takvi da jea—b =Fktic—d =1It.
Tada je

ac —bd = ac — bc+ be — bd = (a — b)c+ b(c — d) = ktc + It = t(kc + 1b)
pa t dijeli ac — bd. Uzmemo li ¢ = a i d = b dobivamo da ¢t dijeli i

razliku a? —b? te, ponavljanjem ovog postupka, slijedi da ¢ dijeli i razliku
a™ —bm. O
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Pokazimo da aritmeticki niz a +nd, n = 0,1, 2, ... sadrzi beskona¢no
mnogo prostih brojeva u slucaju a = 1 i d = 4. Podsjetimo, za prirodan
broj n s n! ozna¢avamo produkt prirodnih brojeva od 1 do n, odnosno
nl=1-2.--n.

Teorem 5. Postoji beskonaéno mnogo prostih brojeva oblika 4n + 1,
n € N.

Dokaz. Neka je m proizvoljan prirodan broj veé¢i od 1 te neka je M =
(m!)? + 1.

Kako je m > 1, slijedi da je broj m! = 1-2-.-m paran te je vedi
ili jednak 2. Zato je broj M neparan i vedi ili jednak 5. Oznac¢imo s p
najmanji prost djelitelj broja M.

Kako bi pokazali da je p > m, pretpostavimo najprije da je p < m.
Tada se p pojavljuje u produktu 2 -3---m = m! pa p dijeli m! te dijeli
i (m!)2. Kako p dijeli i M, p mora dijeliti i razliku M — (m!)? = 1, §to
nije moguce. Zato je p > m i o¢ito neparan jer je m > 2.

Buduéi da p dijeli M = (m!)2+1 = (m!)? — (—1) i kako je %_1 priro-
dan broj, koriste¢i lemudobivamo da p dijeli i ((m!)2)pT_1 — (—1)1)7_1 =
(mhp=1 — (=1)"=".

Primijetimo da p ne dijeli m!, jer kada bi prost broj p dijelio produkt
1-2---m, morao bi, prema dijelu (2) leme (1] dijeliti i neki od njegovih
faktora, $to nije moguce jer je p > m. Stoga, koriste¢i Mali Fermatov

teorem dobivamo da p dijeli (m!)P~! — 1.
ya

Prema tome, p dijeli i (m!)?~! — (=1)= i (m!)»~! — 1 pa p mora
dijeliti i razliku

p—1

(m)P~ ' — (=)= —((m))P"' 1) =1—(-1)"=.

Kako je p > 2, slijedi (71)% = 1, odnosno %_1 je paran te iz

% = 2n dobivamo p = 4n + 1 za neki prirodan broj n. Dakle, za

proizvoljan prirodan broj m veéi od 1 postoji prost broj oblika 4n+1 koji
je veéi od m, $to povla¢i da postoji beskonatno mnogo prostih brojeva

tog oblika. O

Na nesto jednostavniji nac¢in mozemo pokazati da aritmeticki niz a +
nd, n = 0,1,2,... sadrzi beskona¢no mnogo prostih brojeva u slucaju
a=3id=4.

Teorem 6. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva oblika 4n + 3,
n € N.

Dokaz. Neka je m proizvoljan prirodan broj veé¢i od 3 te neka je M =
(m!) — 1. Tada je m! djeljivo s 4 pa je M oblika 4k — 1, za neki prirodan
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broj k. Primijetimo da je (4r +1)(4s+1) = 4(4rs+r+s)+ 1 te zato ne
mogu svi prosti faktori od M biti oblika 441, jer bi tada i M morao biti
tog oblika. Prema tome, postoji prost faktor p od M oblika p = 4n + 3.
Na isti nacin kao u dokazu prethodnog teorema mozemo vidjeti da je
p > m pa smo za proizvoljan broj m, m > 4, pronasli prost broj p
oblika 4n + 3 koji je ve¢i od m. Dakle, postoji beskonatno mnogo prostih
brojeva tog oblika. O

Pogledajmo u nastavku i neke primjene teorema

Primjer 1. Neka je k proizvoljan prirodan broj. PokaZimo da postoji
prost broj p kojem je barem k znamenki jednako nuli.

Rjeienje. Kako su prirodni brojevi 1 i 10! relativno prosti, iz te-
orema uz a = 11id = 10" slijedi da postoji prirodan broj n takav da
je p = 10*¥+1n + 1 prost broj. Zadnjih k 4+ 1 znamenki broja 10*T1n su
nule pa su zadnjih £+ 1 znamenki prostog broja k nula te jedna jedinica.
Prema tome, prost broj p ima barem k znamenki jednako nuli.

Primjer 2. Neka je k proizvoljan prirodan broj. PokaZimo da postoji
prost broj p ¢ija je suma znamenki veca od k.

Rjesenje. Kako su prirodni brojevi 10¥ i 10 — 1 uzastopni, onda su
i relativno prosti. Uz @ = 10¥ — 1 i d = 10%, iz teorema [2| slijedi da
postoji prirodan broj n takav da je p = 10¥n + 10* — 1 prost. Zadnjih
k znamenki broja 10*n su nule, dok se zapis broja 10* — 1 sastoji od k
devetki. Prema tome, u zapisu prostog broja p se pojavljuje k devetki
pa je suma znamenki broja p veéa od k.

Primjer 3. Neka su a i d relativno prosti prirodni brojevi te neka je m
prirodan broj. PokaZimo da u aritmetickom nizu a +nd, n =0,1,2,...,
postoji beskonaéno mnogo clanova koji se mogu prikazati u obliku pro-
dukta m razlicitih prostih brojeva.

Rjesenje. Kako bi dokazali ovu tvrdnju, koristit ¢emo matematicku
indukciju. Za m = 1 je navedeni rezultat upravo tvrdnja teorema 2]

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za prirodan broj &k te ju doka-
zimo za prirodan broj k + 1. Iz pretpostavke slijedi da postoji prirodan
broj ny takav da je a + nid = pips---pg, pri Cemu su pi1,pa,...,Dk
razli¢iti prosti brojevi te mozemo uzeti da je p; < p2 < --- < pi. Kako
su brojevi 1 i d relativno prosti, prema teoremu [2| postoji beskonacno
mnogo prostih brojeva oblika 1 + nd, te postoji i beskona¢no mnogo
prostih brojeva oblika 1 + nd koji su veéi od pg. Oznacimo jedan takav
prost broj s p te neka je ng prirodan broj za koji vrijedi p = 1 + nad.
Definirajmo ¢t = pips - - - ppno + n1.
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Tada je

a+td=a+ (pip2---prn2+ni)d =a+nid+ pips- - prnod =
p1p2 - Pk + P12 - - prnad = p1p2 - - pr(1 + nad) = pipa - - - prp-

Na ovaj nacin za svaki prost broj p oblika 1 + nd koji je veéi od py
dobivamo broj a+td koji se moze prikazati u obliku produkta k41 prostih
brojeva p1,pa, ..., pr, p- Kako postoji beskona¢no mnogo takvih prostih
brojeva p, dobivamo beskona¢no mnogo ¢lanova aritmetickog niza a+nd,
n =0,1,2,..., koji se mogu prikazati u obliku produkta k + 1 prostih
brojeva. Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki
prirodan broj m.

Primjer 4. PokaZimo da za svaki prirodan broj m postoji prost broj p
takav da p 4+ 1 ima vise od m djelitelja.

Rjesenje. Neka je g proizvoljan prost broj. Kako su brojevi ¢™ i ¢™—1
relativno prosti, prema teoremu [2| postoji prost broj p, p > ¢" —1, oblika
¢"n+q¢m"—1. Tadajep+1=¢md+q¢™ = q¢™(d+1) paje p+ 1 djeljiv
s ¢™ te je djeljiv i brojevima 1,q,q?,...,q™, odnosno ima vise od m
djelitelja.

3. Aritmeticki nizovi prostih brojeva

Prema teoremu[2} uz uvjet da su prvi €lan aritmetickog niza i njegova
razlika relativno prosti, u tom aritmetickom nizu postoji beskonacno
mnogo prostih brojeva. No, ovaj nam rezultat ne govori nista o tome
kako su prosti brojevi rasporedeni u tom nizu, odnosno hoée 1i eventu-
alno neki od njih biti i uzastopni ¢lanovi niza. To nas pitanje dovodi
do problema koji se pokazuju mnogo izazovnijima. Kako bismo ih mogli
jasnije iskazati, za aritmeticki niz a +nd, n =0,1,2,..., i prirodan broj
k, uredenu éemo k-torku (a,a +d,...,a+ (k — 1)d) nazvati aritmeticki
niz duljine k. Primijetimo kako se ustvari radi o zapisu prvih k ¢lanova
aritmetickog niza.

Prirodno je postaviti sljedeca pitanja. Za koji prirodan broj k postoji
aritmeticki niz duljine k£ koji se sastoji od prostih brojeva? Naravno, uz
uvjet da je razlika tog niza razlicita od nule. Moze li se nesto zakljuciti
u vezi odnosa izmedu broja k i razlike takvog aritmetickog niza duljine
k? Mozemo li za neki k£ odrediti aritmeticki niz duljine & koji se sastoji
od prostih brojeva?

Prethodna pitanja takoder datiraju unazad viSe stotina godina, a
bilo je potrebno mnogo rada i truda kako bi se doslo do odgovora. Du-
goocekivano je rjesenje objavljeno prije 15-ak godina (|2, Theorem 1.1]):
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Teorem 7 (Green-Tao). Za svaki prirodan broj k postoji beskonacno
mnogo aritmetickih nizova duljine k ¢iji su svi élanovi prosti brojeuvi.

Teorem [7] predstavlja izuzetno dubok rezultat koji je ¢isto egzisten-
cijalne prirode. Ovaj nam rezultat garantira da u skupu prostih brojeva
postoje aritmeticki nizovi proizvoljne duljine, ali ne otkriva recept kako
do njih do¢i. Pogledajmo jedan djelomic¢an rezultat u tom smjeru.

Propozicija 8. Neka su a i d prirodni brojevi. Ako su svi élanovi a,a+
d,...,a+ (k — 1)d aritmetickog niza duljine k, k > 1, neparni prosti
brojevi, tada je d djeljiv svakim prostim brojem manjim od k.

Dokaz. Kako je a neparan prost broj, vrijedi a > 3. Takoder je i a > k,
jer biiz a < k slijedilo da se u aritmeti¢kom nizu (a,a+d, ..., a+(k—1)d)
duljine k nalazi i a + ad = a(1 + d), koji nije prost jer je djeljivisais
1+d.

Neka je p prost broj manji od k. Primijetimo da niti jedan od brojeva
a,a+d,...,a+ (p— 1)d nije djeljiv s p, jer su svi ovi brojevi prosti i
veéi od p. Prema tome, ostatci koje ovih p brojeva daju pri dijeljenju
s p su elementi skupa {1,2,...,p — 1}. Zato postoje dva razli¢ita broja
iz. skupa {a,a + d,...,a + (p — 1)d} koji daju isti ostatak pri dijeljenju
s p. Drugim rijec¢ima, postoje r,s € {0,1,...,p — 1} takvida je r > s
ip dijeli (a +rd) — (a + sd) = rd — sd = (r — s)d. Kako je p prost i
dijeli umnozak (r — s)d, p mora dijeliti i neki od faktora r — s i d. Zbog
r,s €{0,1,...,p—1}ir>sjer—se{l1,2,...,p— 1} te p ne moze
dijeliti r — s. Zato p dijeli d te je d djeljiv svakim prostim brojem manjim
od k. O

Ukoliko su svi ¢lanovi a,a + d,...,a + (k — 1)d aritmetickog niza
duljine k prosti brojevi, tada jedino a moze biti paran, jer je a + d > a.
Ako je i d paran, tada je paran i a + d, koji je takoder i veéi od 2 pa ne
moze biti prost. Ako je d neparan, tada je a + 2d paran te ne moze biti
prost. Prema tome, za paran a duljina k ne moze biti veca od 2. Ukoliko
suia id neparni, tada je a+d paran broj veci od 2 te ne moze biti prost.
Prema tome, duljina £ moze biti veéa od 2 jedino kada je a neparan i d
paran te su tada svi a,a + d, ... neparni. Primijetimo da se tada upravo
radi o situaciji opisanoj propozicijom

Iz te propozicije slijedi da ukoliko su svi a,a +d,...,a+ (k — 1)d
neparni prosti te ako oznac¢imo proste brojeve manje od k s p1,ps, - .., Ps,
tada d mora biti djeljiv s produktom pips - - - ps.

Primjerice, ako su svi ¢lanovi aritmeti¢kog niza duljine 10 prosti bro-
jevi, tada je razlika d djeljiva s 2-3-5-7 = 210, dok razlika aritmetickog
niza duljine 20 ¢iji su svi ¢lanovi prosti brojevi mora biti djeljiva ¢ak s
2-3-5-7-11-13-17-19 = 9699690.
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Primjer 5. Odredimo aritmeticki niz duljine 6 ¢iji su svi ¢lanovi prosti
brojevi, s najmanjim mogucim posljednjim ¢élanom.

Rjesenje. Trebamo odrediti prirodne brojeve a i d takve da su svi
brojevi a,a+d,a+2d, a4 3d, a+ 4d, a + 5d neparni prosti te da je a + 5d
najmanji mogudéi, odnosno ako za neke prirodne brojeve a’ i d’ vrijedi da
susvia',a' +d,a +2d',a’ +3d',a’ +4d',a’ + 5d’ neparni prosti tada je
a+5d < a’' +5d'. Kako je duljina trazenog aritmetickog niza jednaka 6,
iz propozicije [§] slijedi da d mora biti djeljiv s 2, 3 i 5 te je najmanji
mogudi d jednak 30.

Kako a mora biti neparan prost, najmanje vrijednosti koje moze po-
primiti su 3,51 7. Ako je a € {3,5}, tada je a+d = a+ 30 € {33,35} pa
a + d nije prost broj. Zato a moze najmanje biti jednak 7. Za a = 7 do-
bivamo aritmeticki niz (7,37,67,97,127,157) duljine 6 ¢iji su svi clanovi
prosti brojevi.

Primijetimo da svaki drugi aritmeticki niz duljine 6 ¢iji su svi ¢lanovi
prosti brojevi te ¢ija je razlika jednaka 30 ima zadnji ¢lan veéi od 157.
Promatramo li aritmeticke nizove duljine 6 ¢iji su svi ¢lanovi prosti bro-
jevi te im je razlika razlic¢ita od 30, dobivamo da je njihova razlika veéa
ili jednaka 60, jer mora biti djeljiva s 30. Odatle slijedi da je zadnji
¢lan takvog aritmetickog niza duljine 6 veéi do 5 - 60 = 300. Zato je
(7,37,67,97,127,157) trazeni aritmeticki niz duljine 6.

Najdulji trenutno poznati aritmeticki niz a,a+d, ... ,a+ (k—1)d ¢iji
su svi ¢lanovi prosti brojevi konstruiran je 2019. godine. Duljina je tog
niza jednaka 27 te se on dobiva za

a = 224584605939537911
i
d = 81292139 - 223092870 = 81292139 - (2-3-5-7-11-13-17-19-23).

Napomenimo kako je u trenutku objave rezultata [2] najdulji poznati
aritmeticki niz ¢iji su svi ¢lanovi prosti brojevi bio duljine 23 i dobi-
vao se u slucaju a = 56211383760397 i d = 44546738095860, dok je
u trenutku objave knjige [4] najdulji poznati aritmeticki niz ¢iji su svi
¢lanovi prosti brojevi bio duljine 19 te se dobivao za a = 8297644387 i
d = 4180566390. Naravno, radi se o rezultatima koji su u tom trenutku
bili poznati autorima navedenih referenci, a iz kojih se moze razaznati
i napredak u numerickom odredivanju nizova s trazenim svojstvom, ali
i koliko je komplicirano konstruirati takve nizove veée duljine, unatoc
prednostima koje pruzaju moderna racunala.

U nastavku pogledajmo i dva slucaja koja dobivamo kada proma-
tramo aritmetic¢ke nizove duljine k s fiksiranom razlikom.
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Primjer 6. Odredimo najveéi k za koji postoji aritmeticki niz duljine
k ¢igi su svi ¢lanovi prosti brojevi te je razlika tog niza jednaka 10. Za
takav k odredimo sve aritmeticke nizove duljine k ¢iji su svi ¢lanovi prosti
brojevi © razlika je tog niza jednaka 10.

Rjesenje. Ako je k > 4, tada bi prema propoziciji [§] razlika tog niza
morala biti djeljiva s 3. Kako 10 nije djeljivo s 3, slijedi da je k < 3.
Pogledajmo mozemo 1i konstruirati aritmeticki niz (a,a + 10,a + 20)
duljine 3 ¢iji su ¢lanovi prosti brojevi. Za a = 3 dobivamo aritmeticki
niz (3,13,23) duljine 3 ¢iji su svi clanovi prosti brojevi. Prema tome,
najveli trazeni k je zaista jednak 3.

Kako je a prost, ukoliko je razlicit od 3 mora biti ili oblika 3m + 1
ili oblika 3m + 2 za neki nenegativan cijeli broj m. Ako je a = 3m + 1,
tada je a + 20 = 3m + 21 = 3(m + 7), $to nije prost broj jer je djeljiv s
3. Ako je a = 3m + 2, tada je a + 10 = 3m + 12 = 3(m + 4), Sto takoder
nije prost broj. Prema tome, (3,13,23) je jedini aritmeticki niz duljine
3 ¢iji su svi ¢lanovi prosti brojevi i kojem je razlika jednaka 10.

Primjer 7. PokaZimo da ne postoji aritmeticki niz duljine veée od 2 ¢iji
su svi clanovi prosti brojevi te je razlika tog niza jednaka 100.

Rjesenje. Kako 100 nije djeljivo s 3, na isti nac¢in kao u rjeSenju
prethodnog primjera vidimo da ne postoji trazeni aritmeticki niz duljine
veée od 3. Preostaje pokazati da ne postoji niti takav niz duljine 3.
Pretpostavimo da postoji takav niz duljine 3 te ga oznacimo s (a,a +
100, @ 4+ 200). Ako je a oblika 3m + 1, za neki nenegativan cijeli broj m,
tada je a + 200 djeljivo s 3. Ako je a oblika 3m + 2 za neki nenegativan
cijeli broj m, tada je a + 100 djeljivo s 3. Preostaje jedino moguénost
a = 3, no tada a + 2d = 203 nije slozen broj jer je 203 = 7 - 29. Prema
tome, ne postoji niti niz duljine 3 s trazenim svojstvom.
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