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Sazetak

Cilj ovog rada je objasniti kako se stvara, razvija i koristi plitka
neuronska mreza koristenjem programskog alata MATLAB. Kao testni
primjer uzet je problem predvidanja izlaznih vrijednosti rjesenja para-
metarski ovisne diferencijalne jednadzbe prvog reda. Dobiveni rezultati
potvrduju sposobnost neuronske mreze da brzo i pouzdano reproducira
trazene vrijednosti bez potrebe rjesavanja same jednadzbe

Kljuéni pojmovi: neuronska mreZa, parametarski ovisne obicne diferencijalne
jednadzbe, nadzirano strojno ucenge, logisticki rast populacije.

1. Uvod

Zadaca nadziranog strojnog ucenja je aproksimacija nepoznate funk-
cije f koja preslikava ulazne vrijednosti z u izlaze y na osnovu N poznatih
podataka (x;,y; = f(x;)), ¢ = 1,...,N. Ovisno o vrsti ovisne varijable
y, razlikujemo dvije vrste ucenja: klasifikaciju (y poprima vrijednosti
unutar konacnog skupa) i regresiju (y poprima kontinuum vrijednosti).
Prema ovoj podjeli, f se naziva klasifikator ili regresor za odgovarajuéi
zadatak.

Sama aproksimacija se postize pomoc¢u matematickog modela ¢ija iz-
gradnja se zasniva na podacima raspolozivim za ucenje. Ti se podaci
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mogu podijeliti u tri skupine: podaci za treniranje, podaci za testiranje
i validacijski podaci. Prva skupina se koristi za pocetnu izgradnju mo-
dela. Pomoé¢u validacijskih podataka se dodatno podeSavaju parametri
modela, pritom povecavajuéi njegovu to¢nost. Kona¢no se s podacima
za testiranje provjerava njegova uspjesnost u radu s novim podacima, te
oni ne utje¢u na samu izgradnju modela.

Posebna vrsta strojnog ucenja su (umjetne) neuronske mreze. One
se sastoje od mnostva jednostavnih jedinica, neurona, koji za zadacéu
imaju primanje i prenosenje signala s jednog na drugi neuron. Njihov
struktura oponasa rad bioloskih neurona u ljudskom mozgu. Neuroni su
u mrezi razvrstani u slojeve izmedu kojih se odvija prijenos podataka,
odnosno signala. Neuronske mreze s dva ili tri sloja poznate su kao plitke
neuronske mreze.

U ovom radu opisujemo razvoj plitkih neuronskih mreza kroz pro-
gramski paket MATLAB. Za primjer je uzet problem predvidanja iz-
laznih vrijednosti rjesenja parametarski ovisne diferencijalne jednadzbe
koja modelira logisticki rast populacije. U sljede¢em poglavlju dajemo
kratki opis neuronskih mreza i njihove strukture. Treée poglavlje sadrzi
opis modela koji koristimo, kao i detaljne upute za kreiranje neuron-
ske mreze pomocu grafickog sucelja u MATLAB-u. Rad zavrsava sa za-
kljuénim razmatranjima, moguéim dosezima kao i problemima pri kori-
Stenju opisanog postupka na opcenitije diferencijalne jednadzbe.

2. Neuronske mreze

Danas su neuronske mreze jedan od najpopularnijih i najrasirenijih
algoritama strojnog uéenja [4]. U ovom radu éemo se ograniciti na jednu
standardnu klasu neuronskih mreza, takozvane unaprijedne neuronske
mreze (eng. feedforward neural networks). U njima razmjena podataka
medu slojevima ide u samo jednom smjeru, od ulaznog k izlaznom sloju
(slika , pri ¢emu se na podacima naizmjeni¢no primjenjuju afine tran-
sformacije i nelinearne aktivacijske funkcije.

Kako bismo preciznije opisali njihov rad, koristit ¢emo formalnu de-
finiciju iz [7]. Pritom neka je s (L + 1) € N oznacen broj slojeva u mrezi,
tes N; € N, 4 =0,...,L broj neurona u svakom sloju. Nadalje, kako
bismo definirali afine transformacije podataka koristimo tezinske ma-
trice W; tipa N; x N;_1 te N;-dimenzionalne pomake (eng. biases) b;,
za i = 1,..., L. Nelinearnost ulazi u model kroz (nelinearnu) aktivacij-
sku funkciju p: R — R. Pritom s p,,: R® — R"™ oznacujemo primjenu
funkcije p po komponentama na n-dimenzionalni vektor. Sad formalno
mozemo definirati neuronsku mrezu kao funkciju rz,: RNo — RNt defi-
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Slika 1. Skica unaprijedne neuronske mreze [6]

niranu rekurzivno na sljedeé¢i nacin

TL(:L‘) = WLTL_l(SC) -+ bL7
rl(a:) = PNi(WiT¢—1($) + bl),l =1,...,L—1,

ro(x) = x.

Najcesce koristene aktivacijske funkcije su ispravljena linearna jedi-
nica (ReLU), sigmoid i tangens hiperbolni. Pritom je ReL.U aktivacijska
funkcija definirana izrazom g(x) = max{0, z}, dok je sigmoid zadan s

o(x) !

S l4e

Na osnovu ¢uvenih rezultata univerzalne aproksimacije [I}, 2], svaka ne-
prekidna funkcija f: R? — R se moze proizvoljno toéno aproksimirati
plitkom neuronskom mrezom s diferencijabilnom aktivacijskom funkci-
jom (npr. sigmoidom ili tangens hiperbolnim). To se postize ucenjem
mreze na osnovu prikupljenih podataka (z;, f(z;)) € RP x RN ,i =
1,...,n. Pritom se u¢enje sastoji od optimalnog izbora tezina i pomaka,
odnosno minimizacijom srednje kvadratne pogreske

MSE = %Z_ 1B (a:) — f(a:)])?

s po svim mogué¢im izborima matrica W; te vektora b;, i = 1,... L.
Greska se obi¢no minimizira koristenjem odgovarajuc¢ih gradijentnih
metoda. Pritom se gradijent pogreske M SE moze efikasno izra¢unati
koriStenjem unatragnog Sirenja (eng. backpropagation), na primjer [g].
U ovom radu ¢emo proces uCenja i optimizacije neuronske mreze obaviti
koristenjem gotovih programskih paketa dostupnih u MATLAB-u.

131



PAULINA BAKOC MARTIN LAZAR

3. Razvijanje plitkih neuronskih mreza po-
moéu MATLAB-a

3.1. Testni primjer

Razmatramo niz Cauchyevih zadaéa za obi¢nu diferencijalnih jed-
nadzbu oblika

% - ky(l - %) (1.1)

s pocetnim uvjetom
y(0) = yo > 0. (1.2)

Gornja jednadzba modelira logisticki rast populacije (eng. logistic growth
model). Za razliku od eksponencijalnog modela rasta, odredenog jed-
nadzbom oblika 3’ = ky, logisticki model je nelinearan i ogranicava
maksimalnu veli¢inu populacije na konstantu M koja se naziva nosivi ka-
pacitet ([3], §4.4). Vrijednost te konstante predstavlja maksimalan broj
jedinki koje mogu nastanjivati neko podrucje. U praksi se za konkretne
primjere njena vrijednost odreduje na osnovu prostornog kapaciteta, te
dostupnosti svega potrebnog za zivot. Pozitivni parametar k predstavlja
brzinu rasta modela. Sto je on vedi, to ée se veli¢ina populacije prije
pribliziti nosivom kapacitetu M.
Rjesenje gornje Cauchyeve zadace dano je funkcijom

WO = T2 @)

pri cemu je A = M=% Graficka skica rjeSenja y prikazana je na slici [2

Vidimo da je rjeéerolje rastuca funkcija koja se asimptotski priblizava
nosivom kapacitetu M.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Slika 2. Rjesenje zadace (1)

132



RAZVIJANJE PLITKIH NEURONSKIH MREZA POMOCU MATLAB-A. PRIMJENA NA
RJESAVANJE PARAMETARSKI OVISNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI

U ovom radu je vrijednost nosivog kapaciteta fiksirana na M = 1000,
te u daljnjem prouc¢avamo model

& = (1~ 13)

y(0) = vo.

s poCetnim uvjetom

Vrijednosti parametra k i pocetnog podatka yo nisu fiksirane, te va-
riraju u rasponu od 1 do 10 (za k), te od 10 do 100 (za yo). U daljnjem
¢emo radu napraviti odgovarajuéu neuronsku mrezu ¢iji zadatak ¢e biti
procjena vrijednost rjesenja y(7T') u trenutku 7' = 1, za dane vrijednosti
parametara k i yg, bez koriStenja formule za rjeSenje pocetne zadace

1).

3.2. Kreiranje neuronske mreze pomocu grafickog su-
celja u MATLAB-u

Kako bismo mogli stvoriti neuronsku mrezu za rjeSavanje gore nazna-
¢enog problema, moramo najprije definirati podatke (ulazne i izlazne)
koji ¢e se koristiti za njeno obucavanje. U nasem primjeru su ulazni
podaci diskretne vrijednosti parametara k i yg uvedenih u prethodnom
potpoglavlju. U tu svrhu definiramo uniformnu dvodimenzionalnu mrezu
tocaka, dobivenu diskretizacijom parametra k s korakom 0.5, te para-
metara yo s korakom 5. Pripadne izlazne vrijednosti ra¢unamo preko
formule . Konstrukcija navedenih podataka napravljena je pomocu
funkcije podatci.m.

function [ulaz,izlaz] = podatci

%funkcija generira podatke za obulavanje neuronske mreZe.
%funkcija vraéa varijable:

%ulaz - skup ulaznih vrijednosti parametara k i y_O
%hizlaz - vrijednosti rjeSenja y(1) u tocZkama ulaza

k=1:0.5:10;

y0=10:5:100;

[K,Y0]=meshgrid(k,y0);

Kvec=reshape(K,1, [1);

YOvec=reshape(Y0,1,[1);

ulaz=[Kvec;YOvec];
iz1az=1000*YOvec./(YOvec+(1000-YOvec) . *exp(-Kvec)) ;
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IzvrSenjem naredbe

>>[input,output]=podatci

u komandnom prozoru MATLAB-a, ulazni i izlazni podaci se redom pos-
premaju u varijable input i output. Pritom je prva varijabla dvored¢ana
matrica ¢iji broj stupaca je jednak broju ulaznih parova vrijednosti pa-
rametara k i yo (19 x 19 = 361 u nasem slucaju), dok je output matrica

redak s jednakim brojem stupaca.

U sljede¢em koraku, utipkavanjem naredbe mnstart u komandnom
prozoru MATLAB-a, otvaramo sucelje za kreiranje plitkih neuronskih
mreza (slika [3). Za rjeSsavanje naseg problema koristit ¢emo opciju Fit-
ting app, koja se koristi za rjeSavanje regresijskih problema, odnosno
nalazenje preslikavanja koje najbolje odgovara danim podacima. Osim
spomenute opcije mogu se Kkoristi i aplikacije za raspoznavanje uzoraka,
klasifikaciju i grupiranje, koje nisu tema ovog ¢lanka.

® Neural Network Start (nnstart)

w Welcome to Neural Network Start

Learn how to solve problems with neural networks.

Each of these wizards helps you solve a different kind of problem. The last

More Information

panel of each wizard generates a MATLAB script for solving the same or

similar problems. Example datasets are provided if you do not have data of

your own.

Input-output and curve fitting.

Pattern recognition and classification.
Clustering.

Dynamic Time series.

Slika 3. Sucelje dobiveno naredbom ,nnstart” i odabir odgovarajuée opcije

Odabirom opcije Fitting app otvara se novo sucelje (slikaE[) u kojem

Fitting app | (7100

@ Pattern Recognition app (P10
@ Clusteringapp (€100l

& Time Series app (51000

su nam detaljno objasnjene moguénosti ove opcije.

Welcome to the Neural Network Fitting app.

NeuralFiting (nftcol)

Solve an input-output fting problem with a two-yer feed-forward neural network.

ction

Neural Network

In itting problems, you want a neural network to map between adata set

umeric nputs and a st of numeric argets.

Hidden Layer OutputLayer
P L.

Input W Output

f
based on measurements of fuel consumption and speed
predicting a patient’s bodyft leve based on body

he Nearal Fitting app will help.

and evaluate s performance using mean s

analysis.

# To continue,click [Ne.

@ NewniNeworksart 4 Weicomn

: BB

k,
A two-layer feed-forward retwork with sigmoid hidden neurons and linear
rons -, can fit multi-dimensional maping probl
arbitrarily wel, iven consistent data and enough neurons inits hidden
layer.

“The network will be trained with Levenberg-Marguardt bacipropagation
n N

gorithm . unless there s nct enough memary, in which case
scaled conjugate gradient b ion il b used.

N\

@ Shec  QCael

Slika 4. Sucelje dobiveno odabirom Fitting app opcije
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Odabirom opcije Next otvara se sucelje za odabir ulaznih i izlaznih
podataka, te se oni specificiraju u prozor¢i¢ima zaokruzenima na slici [5]
Takoder na istom sucelju moramo odabrati na koji nac¢in ¢e naSa mreza
pristupati ¢itanju podataka, odnosno da li su oni spremljeni po retcima
ili po stupcima. S obzirom da nasa funkcija podatci.m, kako je ve¢ gore
obja8njeno, sprema ulazne i izlazne vrijednosti po stupcima, odabiremo
Matriz columns opciju. Program ispravno prepoznaje podatke, te u des-
nom dijelu sucelja navodi da je ucitao uzorak velicine 361 podatka, pri
¢emu se svaki sastoji od dva ulazna elementa, te jednog izlaznog. Nakon
§to smo ucitali podatke ponovno izabiremo opciju Neaxt.

Select Data

S Vihatinputs and argets define your fitting probler?
et Data from Workspace Summary.

Inpu data o present 1o the network.

Inputs 'ulaz'is 2 2x361 matex, epresenting static data: 361 samplas of 2
e . o

Tucpe! ats defnieg ces e ook U g ‘Targets ‘izlaz’is a 1x361 matrix, representing static data: 361 samples of 1
@ Targes: element.

Want 10 ry out this tool with sn example cata 5617

Load Example Data Set

Slika 5. Ucitavanje podataka u neuronsku mrezu

Otvara nam se novo sucelje u kojem odredujemo koliki postotak
ucitanih podataka odvajamo za ucenje, validaciju i testiranje. O ovim
pojmovima ve¢ je bilo govora u uvodnom poglavlju. Koristit ¢emo ponudenu
standardnu raspodjelu podataka (70-15-15%), te za nastavak izgradnje
neuronske mreze biramo Next (slika [6]).

X0 NourlFitin (o)
Validation and Test Data
Set s som samples forvaldaton andtesing
Slect Prcentages Explanaton
& tandomly divide up the 351, samles: & Thie Kinds of Samples:
@ Tiaing 0% 253samples @ Tining:
e netrk dusingtrining, i the netaork it
@ wiidaton: ) stsamples a <o
@ Testing 5% 0 Stsanples @ Viidaton:
Theseare used to mesursnetwork genralzton, nd to bl ning

‘when ganerlzatonstops mproing.

@ Testing:

nevork peformance duingan e wiin.

RestorsDefss
B Change pecamages I desired,thencic et contve

@nertemsisan i wekame @Bk Dhc Qo

Slika 6. Odabir broja podataka za validaciju i testiranje
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Unosimo broj neurona u skrivenom sloju i nastavljamo dalje. U dnu
sucelja mozemo vidjeti izgled nase mreze (slika [7]). Pritom nazalost nije
moguce a priori odrediti optimalan broj neurona. Njihov premali broj
rezultirat ¢e u podkapacitiranom modelu koji ne moze to¢no simulirati
ulazno-izlaznu funkciju, a prevelik broj dovodi do njegove prekomjerne
prilagodljivosti (engl. overfitting). Stoga se u izgradnji mreze moze kre-
nuti od zadanog standardnog broja neurona (deset), a zatim se on po
potrebi modificira ukoliko nismo zadovoljni s postupkom ucenja mreze
koji se provodi u iduéem koraku. Mi éemo izgraditi mrezu s 40 neurona
u skrivenom sloju.

ece Neural Fitting (nftool)

Network Architecture
imber of neurons in the fitting network's hidden layer.

Re

ural network. (itnet) Re and change the number of neurcns If the network does

not perform well ater traning.
Number of Hidden Neurons:

Restore Defaults

Hidden Layer Output Layer

# Change settings f desired, then clck [Next] o continue.

@ NewralNeworkstart Wi welcame.

Slika 7. Arhitektura neuronske mreze

Nakon §to smo stvorili i konfigurirali mrezu, prelazimo na najvazniji
korak, odnosno na treniranje mreze. Odabirom opcije Train/Retrain,
koju mozemo vidjeti zaokruzenu na slici 8, pokreéemo postupak ucenja.
Rezultate tog procesa mozemo vidjeti u desnom dijelu slike, gdje su dane
vrijednosti srednje kvadratne pogreske MSE, i to odvojeno za svaku od
tri skupine podataka (za ucenje, validaciju i testiranje). Ukoliko nismo
zadovoljni rezultatima, odnosno dobivenom to¢nos$éu, postupak ucenja
se moze ponoviti odabirom Retrain opcije. Pritom se koriste opet isti po-
daci, ali ovaj put drugacije rasporedeni medu tri gore navedene skupine.
Mi smo postupak obucavanja zavrsili nakon §to je srednja kvadratna
greska na testnim podacima pala ispod 10~!. Ukoliko se Zeljena tocnost
ne moze dobiti postupkom ponovljenog ucenja (retrain), potrebno se
vratiti na prethodni korak i prilagoditi broj neurona u mrezi.

Odabirom opcije Plot Error Histogram dobivamo graficki prikaz ras-
podjele gresaka, opet odvojeno za tri skupine podataka (slika E[) Naj-
manje vrijednosti greSaka su dobivene na podatcima za ucenje, Sto je
logi¢no obzirom da se na njima mreza konfigurira.
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eoe Neural Fitting (nftool)
% Train Network
Train the network to fit the inputs and targets.
Train Network Results
Choose a training algorithm: & samples ) MsE. @r
Levenberg-Marquardt (@ @ Training: 253 1189612 | 9.99999-1

@ validation 54 2944692 | 9.99999€-1
54 6126452 | 9.99999e-1

tErtor Histogram

Plot Regression

‘This algorithm typically requires more memory but less time. Training @ Testi
automaticaly stops when generalization stops improving, s indicated by il
an increase in the mean square error of the validation samples.

Plot it

Train using Levenberg-Marquardt. (i)

Notes

Trning mulpletimes wil enerate dffeent results Mean Scuared ére s the average squared diference
" gue to different initial conditions and sampling. 9 between outputs znd targets. Lower values are
beter. Zero means no eror.
Regression R Values measure the corrlaton between
(@ outputs and targets An Rvalueof L means a close
elatonship, 0a andom relationship.

) Open a plot, retrain, or click [Next] to continue. \

@ Newal Nevorktart—  Weicome @nk SN Q Cancel

Slika 8. Sucelje za obuku

Error Histogram with 20 Bins

B Taining
Validation
[ Test

Zero Error

50

40

Instances
@
8

20

0
c 3 8§ 8©°% 3T 858538838y Y T 5
£ 8 8 28 8588889 S I
® ® ® & ¥ © ¥ o ¥ © ~ ¥ 0 o ¥ o F D 3 8
B8 g g3 I e gy igegiagde
S S 59 o d 3o s 88338835353 S S o
7 7 33838 s

Errors = Targets - Outputs

Slika 9. Dijagram pogresaka dobivenih tijekom konfiguracije neuronske mreze

Nakon $to smo uspjesno konfigurirali mrezu s zadovoljavajué¢om toc-
nosti, mozemo je sad koristit za daljnja predvidanja izlaznih vrijednosti
na novim ulaznim podacima. U tu svrhu ¢emo u sljedeéem prozoru
obuCenu mrezu pospremiti na nacin koji ¢e omoguéiti njeno efikasno
koristenje u buduénosti (slika. Generiramo MATLAB funkciju s ma-
tricnim zapisom ulaznih podataka (MATLAB Matriz-only function) i
spremamo je na naSe racunalo pod imenom Neuronska_mreza, te ¢emo
njenim pozivanjem u bilo kojem trenutku modi koristiti obu¢enu mrezu.
Ulazne vrijednosti te funkcije su parovi vrijednosti parametara k i yo,
a izlaz priblizna vrijednost y(1) rjesenja zadade (1) u trenutku ¢ = 1,
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izracunata bez koristenja eksplicitne formule za rjesenje, ve¢ primjenom
obucene neuronske mreze. Njezin kod je dan u Dodatku.

Deploy Solution
Geneate deployable versions of your trained rewral netwark.
Application Deployment

Prepare neural network for deployment wth MATLAB Compiler and Builder tools.

Generate 3 MATLAB function with matrix and cell aray argument support:

Code Generation

Prepare neural network for deployment wth MATLAB Coder tools.

Generate 3 MATLAB function with matrix-only arguments (no cell aray support):

Simulink Deployment

in Simulink or deploy Coder toos.

Genenatea Simulink diagram:

Graphics

Generate a graphical dizgram of the neurel network:

© Deploy a neunal network orclick [Nextl.

@ NewralNevworkstart i Welcome

Neural Fiting (nftool)

(genfurcion) 4\ MATLABFuncien

{genfunction) | 4k MATLAB Natrix-Oniy Function

(gensim) g simulnkDiagran

(netwiork/view) @ NewalNetvork Dagram

N

@k [ Next

0 ca

Slika 10. Pospremanje obucene mreze

Sam postupak konfiguriranja i obuke mreze zavrsava u idu¢em pro-
zoru gdje se (opcionalno) mogu pohraniti jos neki od podataka generi-

ranih tijekom postupka (slika [IT)).

0o
1} Save Results

Generate MATLAB scripts, save results and generate diagrams.
Generate Scripts

Neural Fitting (nftool)

>> Use these scr d solve

Generate a script to train and test a newral network as you just id with ths tool;

Generate a script with additional options and example code:

Save Data to Workspace
& Save network to MATLAB network object named:

Save performance and data set information to MATLAB struct named:
Al (G Save outputs to MATLAB matrix named:
& 1 save errors to MATLAB matrix named:
B Saveinputs to MATLAB matrix named:
@ Save targets to MATLAR matix named.

] SaveALL selected values above to MATLAE struct named:

@ save results and dlick [Finish].

@ Neural Nevworkstart i velcome

b

) Sinpe s

2 Avuanced scrpe

net
info
output
ermor
arge
Restore Defau $ swveResuls
@k ® e @ insh

Slika 11. ZavrSetak postupka konfiguriranja i obuke mreze

3.3. Rezultati

Rad neuronske mreze konfigurirane i obuc¢ene u prethodnom poglav-
lju ispitan je na nizu ulaznih vrijednosti parametara k i yo. U tu svrhu
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definiramo vektore testnih parametara

>> k_test=1.05:0.3:9.8;
>> yO_test=12.55:2.9:99;

svaki dimenzije 30, te pomocu njih konstruiramo uniformnu dvodimenzi-
onalnu mrezu (od 900) to¢aka. Za svaku tocku racunamo pripadne vrijed-
nosti rjesenja zadace (1) u trenutku ¢t = 1 primjenom obucene neuronske
mreze, odnosno koristenjem MATLAB funkcije Neuronska_mreza gene-
rirane u prethodnom poglavlju. Dobiveni rezultati usporedeni su s eg-
zaktnim rjesenjem y(1) dobivenim primjenom formule (2).

Vrijednosti testnih parametara su izabrane ne nacin da se ne po-
dudaraju s vrijednostima koristenima u razvoju i obuci mreze. Na taj
nacin testiranje provodimo na, za mrezu, potpuno novim podacima. Sam
postupak izrac¢una i usporedbe provodi se primjenom, u tu svrhu kons-
truirane MATLAB funkcije provjera, ¢iji kod navodimo u nastavku.

function [skg,skrg] = provjera(k_test,yO_test)

%funkcija provjerava rad neuronske mreZe (pohranjene u funkciji
Neuronska_mreza) na testnom %skupu ulaznih podataka usporedujuci
izlaze dobivene neuronskom mreZom sa stvarnim %rjeSenjima

%ULAZI funkcije su testne vrijednosti parametara k i yO

HIZLAZI funkcije su

%skg - srednja kvadratna greska

%skrg - srednja kvadratna relativna greska

[K,Y0]=meshgrid(k_test,yO_test);
Kvec=reshape(K,1, [1);
YOvec=reshape(Y0,1,[1);

y1_ex=1000./(1+(1000-Y0Ovec) ./YOvec. *exp(-Kvec)) ;
y1_nn=Neuronska_mreza([Kvec;YOvec]);
greska=yl_ex-yl_nn;

skg=(mse(greska));

rel_greska=greska./yl_ex;
skrg=(mse(rel_greska));

end

Pozivanjem funkcije u komandnom prozoru
>> [skg,skrgl=provjera(k_test,y0_test)

dobijemo sljedece rezultate
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skg = 0.0424
skrg = 4.0072e-06.

Prvi od dobiveni brojeva (skg = 0.0424) nam daje vrijednost srednje
kvadratne greske na novotestiranim podacima. S obzirom da je istovjetna
greSka na podacima za testiranje koriStenim u procesu ucenja mreze
iznosila 6.1e-2 (slika , vidimo da je to¢nost mreze, nakon provjere na
novom i veéem skupu podataka (njih 900), ostala na istoj razini, sto je
u svakom slu¢aju pozitivan rezultat.

Tako se dobivena greska doima malom i prihvatljivom, prije nego sto
potvrdimo efikasnost rada neuronske mreze, vazno ju je usporediti sa
stvarnim veli¢cinama, odnosno naéi relativne greske. U ovom primjeru se
vrijednosti rjeSenja y(1) za razmatrani skup parametara kreéu u rasponu
od 2 do 1000. Relativne se greske, dobivene kao omjer greske za poje-
dini ulaz i pripadne vrijednosti rjeSenja, takoder rac¢unaju unutar gore
navedene funkcije provjera, te je njihova srednja kvadratna veli¢ina dana
drugom izlaznom varijablom skrg. S obzirom da njena vrijednost iznosi
4.0072e-06, vidimo da su aproksimacije dobivene primjenom neuronske
mreze zanemarive u odnosu na stvarne vrijednosti, pa time mozemo po-
tvrditi uéinkovitost i preciznost rada konstruirane neuronske mreze.

4. Zakljucak

U ovom radu prikazana je izrada i razvoj neuronske mreze koristenjem
programskog alata MATLAB. Mreza je razvijena i testirana na pri-
mjeru parametarski ovisne diferencijalne jednadzbe prvog reda. Jed-
nadzba modelira logisticki rast populacije (logistic growth model), a va-
rijabilni ulazni podaci su vrijednost pocetnog uvjeta yg, te vrijednost
parametra k koji predstavlja brzinu rasta populacije. Izlazni podatak,
kojeg je mreza trebala reproducirati, je vrijednost rjeSenja jednadzbe u
trenutku ¢ = 1.

U primjeru se vrijednosti parametara k i yg kre¢u u rasponu od 1
do 10, odnosno od 10 do 100. Mreza je obucena na 19x19 ulaznih, rav-
nomjerno rasporedenih podataka. Rezultati dobiveni naknadnim testi-
ranjem na 900 novih podataka potvrduju toc¢nost rada mreze, te njenu
sposobnost da uz malu gresku reproducira trazeno rjesenje.

Razmatrani testni primjer je Skolske naravi, budu¢i da promatrana
jednadzba ima eksplicitnu formulu za rjesenje. No on nam je omoguéio
provjeru rada razvijene neuronske mreze i usporedbu dobivenih rezul-
tata sa stvarnima. Dobro poklapanje numerickih i teorijskih rezultata
sugerira moguénost primjene na slozenije zadace koje se ne mogu rijesiti
egzaktno. RjeSavanje takvih zadaca obi¢no zahtijeva primjenu slozenih i
skupih numerickih algoritama. Stoga je u sluc¢aju parametarski ovisnih
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zadada, rjeSsavanje problema od nule za svaku novu vrijednost parametra
neucinkovit nac¢in koji ne uzima u obzir spoznaje i podatke prikupljene
u prijasnjim rjesavanjima slicnih problema. Nasuprot takvom pristupu,
u ovom radu smo izradili neuronsku mrezu koja se obucava koristeéi
rjeSenja problema za konacan, po mogucnosti mali, skup parametara.
Nakon toga mreza moze efikasno procijeniti vrijednost rjeSenja (u nasem
slucaju brojnost populacije nakon ¢ = 1 godine) za proizvoljne vrijed-
nosti parametara, bez da rjesava samu jednadzbu.

Opisani postupak moze se takoder smatrati primjerom vanmreznog/
mreznog (eng. offtine/online) procesa. U prvom se (vanmreznom) di-
jelu takvih procesa rjesava konacan, po moguénosti mali, broj zadaca
(odredenih npr. vrijednostima jednog ili vise parametara) koristenjem
standardnih, ¢esto vremenski i racunalno zahtjevnih algoritama, te se
prikupljeni podaci i rezultati spremaju. U mreznom dijelu se rjesava
samo jedna zadaca (odredena npr. nekom novom vrijednosti parame-
tara), ali se pritom ne koriste standardni algoritmi, ve¢ podaci i rezul-
tati prikupljeni u prvom dijelu. Na taj nacin se omogucuje brzo i efi-
kasno rjesavanje zadac¢e u realnom vremenu. Offline dio procesa obi¢no
zahtijeva velike memorijske i vremenske kapacitete, ali se izvodi samo
jednom. Nasuprot tome online dio se primjenjuje visekratno, te su za
njegovo izvodenje dostatni manji racunalni uredaji, poput PC-a, pamet-
nog telefona i sl.

Rjesavanje diferencijalnih jednadzbi na nacin opisan u ovom radu
bi trebalo biti moguce za sve zadace koje neprekidno ovise o ulaznim
parametrima. Naime, rjeSenje zadac¢e u odredenom trenutku se u tom
slucaju moze razmatrati kao neprekidna funkcija ulaznih parametara.
Na osnovu ¢uvenih rezultata univerzalne aproksimacije [T}, 2], svaka ne-
prekidna funkcija se moze proizvoljno to¢no aproksimirati plitkom ne-
uronskom mrezom s diferencijabilnom aktivacijskom funkcijom (npr. sig-
moidom), $to daje teorijsku garanciju primjene opisane metode. Ono §to
ostaje nedoreceno i §to je izazov u razvoju neuronske mreze za poje-
dinu zadacu, jest broj ¢vorova u pojedinom sloju nuzan za postizanje
trazene tocnosti. Opcenito, u postojecoj literaturi postoji malo rezultata
koji daju (gornju) ocjenu potrebnog broja ¢vorova, npr. poput onog za
ReLU mreze ([5], Teorem 1). Stoga se u izgradnji mreze moze krenuti od
nekog zadanog standardnog broja neurona (u MATLAB-u je to deset), a
zatim se on po potrebi modificira ukoliko nismo zadovoljni s postupkom
ucenja i preciznoséu dobivene mreze.

Izrada modela neuronske mreze u MATLAB-u moguéa je na dva
nacina. Osim putem grafickog sucelja, opisanog u ovom radu, u MATLAB-
u je moguce stvoriti neuronsku mrezu pomocéu komandnog prozora. Ko-
nacan rezultat je u osnovi isti, a izbor izmedu dva pristupa je obi¢no
uvjetovan osobnim preferencijama. Mi smo se odluéili za izradu putem
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primjerenijim Sirem krugu c¢itatelja, od kojih mnogi mozda nisu bliski
niti s MATLAB-om niti s neuronskim mrezama.
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5. Dodatak

U dodatku je prikazan kod MATLAB funkcije Neuronska_mreza, u
kojoj je spremljena i za primjenu osposobljena neuronska mreza kon-
figurirana i obucena u postupku opisanom u [3.2] poglavlju ovog rada.
Ulazne vrijednosti te funkcije su parovi vrijednosti parametara k i ypo,
a izlaz priblizna vrijednost y(1) rjesenja zadace (1) u trenutku ¢ = 1,
izra¢unata bez koristenja eksplicitne formule za rjesenje, veé primjenom
obucene neuronske mreze.
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function [y1] = Neuronska_mreza(x1)

% Auto-generated by MATLAB, 05-Jun-2023 15:54:46.
b

% [y1l]l = myNeuralNetworkFunction(xl) takes these arguments:

% x = 2xQ matrix, input #1

% and returns:

% y = 1xQ matrix, output #1

% where Q is the number of samples.

%#0ok<*RPMTO>

% Input 1

x1_stepl.xoffset = [1;10];

x1_stepl.gain = [0.222222222222222;0.0222222222222222] ;
x1_stepl.ymin = -1;

% Layer 1

bl = [11.763486958830492668;
14.919052943101727138;1.03461837699119652;
9.5711150173215244763;
5.5715438583400596073;-0.19289399848306348906;
-10.748678477296357059; -4.5406363004804921601;
0.59789221910111789438; -3.9571983648094928299;
-3.3402292300044811313; -4.7104245337462993248;
5.5150567175151995672; 2.9018888878687780775;
1.0881572754984594198; 0.82950676991392802151;
0.7133389023335013901; -1.8552229115682830063;
-0.76803907706450824655;
1.5152309836699180412;-0.37481505523251268386;
-0.82220524981190556968; -0.18722455854345418369;
0.074877938319548476009; -0.22297596140260478315;
2.6734562536243320352; -5.6100661653666170636;
2.8738188063444325415;- 0.69090319724044790828;
6.6924751846291172797; 5.6041856686634456963;
-1.8127237541298399925; -6.5197711879509006039;
-8.2291270634866222622; 0.04105949448765844334;
1.07258905837156878002; -9.1835554000472896519;
14.534399236059908134; 1.558554297861901361;
-9.2925898046813859565] ;
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IWi_1 = [-11.267879104777492216
-0.9252370369964382224 ;-14.298338423522654494
-4.7011513422924711136;-1.2891056286154756183
0.20155608993808246665;0.00094944506837050211823
-10.552552332920770439 ;-7 .5798794791753447697
-0.5217851584244179719;1.4991650240129694716
0.52654165683352271987;2.3556430795284057922
-13.010776496874777663;10.757622586940234655
0.83500282165745565166;-0.89768771082372866843
0.46753950624510698386;7.6071132426519998404
3.6242187324290831008;1.8416017202919015006
-4.4456318139024775249;10.769512458023426049
10.630872039975505672;-4.9420359086109408864
.4031072069574648253;-13.057434296527723916
.8444462585901262308;-5.7545473010661067903
.2335491594630134671;6.8323013232440024112
.2331239261323698742;2.6585618856295076817
.1879985692978132228;5.7182521269154511501
.030912946922935447 ;-2.6063152885231306577
-1.6762786829000067002;-2.071416868815091572
3.6739758380547069549;0.80955092976040154973
-0.73023731214633136322;-2.9715046739390333919
9.0934498716912646188;8.9575797062714190844
2.3173031920679134643;-7.7929241757890137521
-8.6065129253185617131;-2.0550791927696065997
-0.060450975464811519677;3.9833955881785119146
2.9823381436833980018;-6.0985752952776550728
-6.0942821237423414615;4.3381594685478681583
-0.53857946504968645662;8.3556264199034426809
0.74178332325976992223;8.5741309110994414766
2.813498108532377362;2.041913720817814859
5.2572357515848393561;-6.1616888474433677558
-3.8280194556399083083;-7.1889713125112049141
8.3639192696616131428;-10.11090809797012291
2.3684629144046707161;1.8067870060906248142
0.23251426662257493327;2.0686644348872200716
0.60588122576033076605;-9.248507688160430007
2.2659951259058068729;10.173210378216255734
11.477204528640596592;-0.72141328265300252998
-0.36243517642566386305;-0.84968349310705282296
-9.0471957859607474717] ;

0 N P WN ©

% Layer 2
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b2 = -1.8598005469321188254;

Lw2_1 = [-0.018794315577047658594
-0.00058405859668117336703 -3.3431215002543068771
-0.0011916127373429018926 0.0067235474113219321005
-1.5627565552428408502 0.0030675755605112241427
0.0025213758260606007437 5.6219878182223084195
0.002037274678453095296 0.025903176547592488693
-0.00054374759128301291839 -0.0029679189890373263751
0.00061231434559710429862 0.00077806052522996955751
0.011349564366035160001 0.10000191726188858987
0.0010667462538690019192 0.52022129086710489076
-0.017564378525978769502 1.9407080197789716713
-4.6671962017761094133e-05 -0.0025179069156099158876
-0.00080016741651902994429 1.251674739540115544
-0.050046243290811101567 0.008117552020279852551
0.025970198020849270121 -0.0034781600921359855788
0.0029836399103110818921 0.038293183685433357377
-0.022742771318104041539 -0.00066823668108602384593
-0.0041787087809657865595 2.9391052993931192638
1.6860506274658906278 -0.0081032278446239256603
0.003717050901727732802 1.9317145736889815844
-0.041631774026710470504] ;

% Output 1

yl_stepl.ymin = -1;

yl_stepl.gain = 0.00205577748521312;
y1l_stepl.xoffset = 26.7236309893952;

% Dimensions
Q = size(x1,2); % samples

% Input 1
xpl = mapminmax_apply(x1l,xl_stepl);

% Layer 1
al = tansig_apply(repmat(bl,1,Q) + IWl_1*xpl);

% Layer 2
a2 = repmat(b2,1,Q) + LW2_1x*al;

% Output 1
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y1l = mapminmax_reverse(a2,yl_stepl);
end

% Map Minimum and Maximum Input Processing Function
function y = mapminmax_apply(x,settings)

y = bsxfun(@minus,x,settings.xoffset);

y = bsxfun(@times,y,settings.gain);

y = bsxfun(@plus,y,settings.ymin);

end

% Sigmoid Symmetric Transfer Function
function a = tansig_apply(n,”™)
a=2./ 1+ exp(-2%n)) - 1;

end

% Map Minimum and Maximum Output Reverse-Processing
Function

function x = mapminmax_reverse(y,settings)

x = bsxfun(@minus,y,settings.ymin);

x = bsxfun(@rdivide,x,settings.gain);
x = bsxfun(@plus,x,settings.xoffset);
end
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