Teme s natjecanja: Upisana kruZznica i povrSina
Nika Utrobicié'

Uvod

U ovom ¢emo tekstu prouciti tipi¢ne zadatke s domacih natjecanja u kojima je potrebno
na neki nacin povezati upisanu kruznicu i povr§inu trokuta. Kroz tri primjera demonstrirat
¢emo nekoliko korisnih ideja:

Ako se pojavljuje sjeciSte simetrale kuta i nasuprotne stranice, dobro se sjetiti po-
ucka o simetrali kuta.

Ako imamo neku informaciju o zbroju stranica, nije loSe sjetiti se formule P = rs
za povrsinu trokuta.

Najcesée cemo povrsine Cetverokuta koji nisu trapezi racunati tako da ih podijelimo
na dva trokuta.

metoda povrsine — ¢esto moZemo saznati korisne informacije tako da napiSemo po-
vrsinu lika na dva razli¢ita nacina, pa ih izjednacimo.

Tangencijalni ¢etverokut moZemo karakterizirati na dva nacina, preko zbroja nasu-
protnih stranica te kao ¢etverokut kojem se simetrale kutova sijeku u jednoj tocki.

Ovaj ¢lanak zasniva se na sadrZaju 7. tjedna MetaMath tecaja 2022. Vise zadataka, kao
i joS mnogo korisnih izvora moZete pronaci na materijalima s MetaMath tecaja 2022. i
2023. koji se nalaze na Skoljci (www.skoljka.org).

Korisne ¢injenice

U mnogim zadatcima promatra se tocka u kojoj simetrala kuta sijee njemu nasuprot-
nu stranicu. Cesto je ona vrh nekog geometrijskog lika ¢iju povrSinu Zelimo usporediti s
povrsinom trokuta — jedan upravo takav zadatak proucit ¢emo u prvom primjeru. Korisno
je sjetiti se da ta toCka dijeli stranicu upravo u omjeru preostalih dviju, Sto nam garantira
poucak o simetrali kuta.

Poucak o simetrali kuta

Simetrala kuta dijeli njemu nasuprotnu stranicu u omjeru
preostalih dviju.

Kad nam se upisana kruZnica pojavljuje u kombinaciji s ¢e-
tverokutom, zna biti dosta korisno sjetiti se da mu znamo nes-
to reci o zbroju nasuprotnih stranica. To pogotovo vrijedi ako
su nam dane duljine nekih njegovih stranica ili imamo razlo-
ga vjerovati da bi neke stranice mogle biti jednake. Nikako ne
treba zaboraviti ni da je srediSte upisane kruZnice tangencijal-
nog Cetverokuta takoder sjeciSte simetrala njegovih kutova.

' Autorica je studentica na Matematickom odsjeku PMF-a u Zagrebu;
e-posta: nutrobicic.math@pmf.hr
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Tangencijalni ¢etverokut — Pitotov teorem
Cetverokut kojem se moze upisati kruZnica nazivamo tangencijalan cetverokut.

Cetverokut je tangencijalan ako i samo ako mu je zbroj
duljina nasuprotnih stranica jednak. SrediSte upisane kruz-
nice mu je u sjeciStu simetrala kutova.

Mnogi se zadatci mogu rijeSiti koriste¢i metodu povrsi-
ne, koja se sastoji od toga da povr$inu lika napiS§emo na dva
razlic¢ita nacina pa iskoristimo ¢injenicu da je rezultat u oba
slucaja jednak. To posebno vrijedi za zadatke u kojima zna-
mo nesto o radijusu upisane kruZnice ili zbroju stranica u
trokutu. To je zato Sto se povrSina trokuta moZe prikazati
kao umnozak polovine njegovog opsega i duljine radijusa
upisane mu kruZnice.

Povrsina preko poluopsega i radijusa upisane kruznice
Povr$inu trokuta moZemo izracunati koristeéi radijus upisane mu kruZnice.
Duljine a;, a», by, by, c1 1 ¢y sa slike mogu se izraziti preko stranica trokuta ABC:

at+c—>b
ar = = —_—
1 =C 5
a+b—c
@2 =bi=—5—
b+c—a
b2:61:?.
P=rs, :gikiﬁ
2

U zadatcima u kojima znamo sve stranice trokuta, zna biti korisno sjetiti se da mu mo-
Zamo izracunati povrsinu koriste¢i takozvanu Heronovu formulu. Iz nje metodom povrSine
moZzemo saznati duljine svih visina trokuta, kao i radijus upisane mu kruZnice.

Heronova formula — povrsina preko stranica trokuta

Povr$inu trokuta moZemo izracunati i ako znamo samo duljine stranica trokuta, prim-
jenom Heronove formule:

Papc = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢)
gdje je s poluopseg.

Primjeri

Primjer 1. U pravokutnom trokutu ABC simetrale Siljastih kutova JABC i 4BAC

sijeku katete AC i BC redom u to¢kama D i E. Ako se pravci BD i AE sijeku u tocki
1, dokazite
Papep = 2Papr.
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RjesSenje.

1. korak. Odredujemo duljine |AD
kuta.

Citajuéi zadatak primjecujemo da se pojavljuju sje-
ciSta simetrala kutova sa stranicama trokuta. Zbog to-
ga znamo da duljine |AD| i |CD| te |CE| i |BE| mo-
Zemo izraziti preko stranica trokuta koristeéi poucak
o simetrali kuta. AD i BE su stranice ¢etverokuta Ci-
ja nas povrSina zanima — svakako ih Zelimo znati.

CD

, , |CE| i |BE| koristeéi poucak o simetrali

Sada ra¢unamo — ako je BD simetrala kuta JABC
vrijedi |AD| : |CD| = c:a i |AD|+|CD| = b, stoga
nije teSko rijesiti jednadzbu i uvjeriti se da |AD| =

bc
a+c

CE| =

. a e s .
i |CD| = —— . Na isti nacin zaklju¢ujemo i
a+c

b
Ci|BE| = .
b+c b+c
2. korak. Racunamo povrsinu trokuta ABI.
Kako je I upravo srediSte upisane kruZnice trokuta, visina trokuta ABI iz I je radijus

. . S S 1 1y .
upisane kruznice. Sada nije teSko vidjeti da je Pap; = Ecr. To znaci da zelimo dokazati
da je povrsina Cetverokuta cr.

3. korak. Prikazujemo povrsinu Cetverokuta preko povrsina trokuta ABC i EDC.

Kako je nas ¢etverokut nepravilan, ¢ini nam se da je tesko izraCunati njegovu povrsinu.
Zbog toga koristimo Cesti trik — zapisujemo njegovu povrSinu kao razliku povrs§ina trokuta
ABC itrokuta EDC. Oba ta trokuta su pravokutna te im znamo stranice, pa nece biti teSko
dobiti njihove povrSine.

4. korak. Racunamo povrsine trokuta ABC i EDC.

Kako je krajnji cilj dovesti ove povrSine u vezu s izrazom cr, povrSinu ABC prikazu-
jemo kao
a+b+c
I a—
2

Povrsinu trokuta DCE nije toliko jednostavno dovesti u vezu s radijusom upisane kruznice
r, stoga imamo

Papc =

_|DC|-|CE] 1 ab ab

P = . .
bek 2 2 at+c b+c

5. korak. Dovodimo povrSinu trokuta DCE u vezu s r.

Sada je cilj ipak dovesti povr§inu trokuta DCE u vezu s r. Da bismo to napravili, pri-
kazujemo r preko stranica trokuta. To nece biti teSko jer je ABC pravokutan, stoga mu
je povrsina polovica umnoska kateta, tj.

a+b+c ab
r'i

2 27
ab

Slijedi r = —————.
ijjedi r P
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Sada u formulu za povrsinu trokuta DCE ubacujemo dobiveni r i dobivamo
po L (a+bro)ab
2 (a+c)b+c)
6. korak. Racunamo povrsinu Cetverokuta:
Papep = Papc — Ppce
_a+b+c ab
-2 ( 7(a+c)(b+c))
a+b+c (a+c)(b+c)—ab
2 o (a+c)(b+c)
a+b+c c-(a+b+c)
2 T latrobro
U ovom izrazu sada prepoznajemo cr, odnosno 2Pp;.

(a+b+c)?
Papep = Papr - ——————.
ABED ABI CEBICET)
7. korak. Raspisujemo izraz i pojednostavnjujemo ga koriste¢i Pitagorin poucak.
(a+b+c)?

Potrebno je dokazati = 2. Ra¢unamo:

(a+c)b+c)
2(a+c)(b+c) = 2ab + 2bc + 2ac + 2¢*
= 2ab + 2bc + 2ac + > + ¢
= 2ab + 2bc + 2ac + ¢* + a® + b? Pitagora
=(a+b+c)
Stoga je
Papep = 2Papr
Sto je trebalo dokazati.

Primjer 2. Ako je zbroj duljina dviju stranica raznostrani¢nog trokuta jednak dvos-
trukoj duljini trece stranice, dokazi da je pravac kroz srediSte upisane kruZnice i teZiSte

trokuta, paralelan sa stranicom koja je srednja po duljini.

Rjesenje. Ovo je primjer zadatka kojeg ¢emo jednostavno rijesiti ako nam “zapne za
oko” zgodan poluopseg. Ako zadatak ima veze s upisanom kruZnicom i imamo neki uvjet
koji ¢ini poluopseg jako jednostavnim, dobro je baciti oko moZemo li iz toga izvuci nesto

korisno.
1. korak. Primjecujemo jednostavan poluopseg i dovodimo ga u vezu s r i vp.
Na prvi pogled nije najjasnije kako ¢emo do¢i do rje- B

Senja, no svakako bi nam bilo korisno znati nesto o radi-

jusu upisane kruznice. Vidimo svoju priliku u uvjetu za-
datka — zbog uvjeta a+c = 2b poluopseg je jako jednos-

tavan i jednak Eb' Zbog toga ¢emo primijeniti metodu I\NT
povrSine i dobiti
3rb b
Papc = — = —.
2 2 CN VM
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1
1z toga jednostavno slijedi v, = 3r, odnosno r = §Vb~

2. korak. Primjecujemo da trebamo razmatrati visinu iz teZista.

Sada znamo kolika je duljina okomice iz I na pravac AC. Kad bismo dokazali da je
i okomica iz T iste duljine, bili bismo gotovi. Naime, tada bi I i T bile tocke koje su
jednako udaljene od pravca AC i s iste mu strane, stoga bi pravac IT bio paralelan s AC.

3. korak. Primjecujemo slicnost trokuta BNM i TVM.

Povucimo visinu na AC iz T i oznadimo njeno noZziSte s V. Primijetimo sada da su
trokuti BNM i TVM sli¢ni po KK poucku jer im je Siljasti kut u vrhu M zajednicki, a
oba su pravokutna. Zato |TV|: |BN| = |TM| : |BM]|.

4. korak. Odredujemo koeficijent slicnosti koristeci svojstva teZista.

Sjetimo li se svojstva teZiSta, shvatit ¢emo da znamo da je omjer u kojem ono dijeli
tezi$nicu 2 : 1 od vrha prema stranici, stoga je koeficijent sli¢nosti trokuta |TM| : |BM| =

1:3.Dakle, |TV|: |BN| = 1: 3 iz fega zakljuCujemo da je |TV| = 3V Stoga smo
gotovi.

Primjer 3. Neka je ABCD tangencijalni ¢etverokut s pravim kutom u vrhu D ¢ija
dijagonala BD raspolavlja kut SJABC. Ako njegov opseg iznosi 50, a duljina dijagonale
|AC| = 10+/2, izradunajte polumjer upisane mu kruZnice.

Rjesenje. Zakraj ovog prikaza rijeSit ¢emo zadatak u kojem se pojavljuje tangencijalni
Cetverokut i istaknuti nekoliko bitnih ¢injenica koje nije loSe imati na umu. Za pocetak,
povrsina tangencijalnog Cetverokuta se i dalje moZe prikazati preko poluopsega i radiju-
sa upisane kruZznice (dokazite!) te i dalje moZemo primijeniti metodu povrSine. Nadalje,
tangencijalni Cetverokut mozemo karakterizirati preko zbroja nasuprotnih stranica (Pito-
tov teorem), kao i preko Cinjenice da je to onaj Cetverokut ¢ije se simetrale kutova sijeku
u jednoj tocki (srediStu njemu upisane kruZnice). Obje karakterizacije nam mogu biti ite-
kako korisne u zadatcima.

1. korak. Prikazujemo povrsinu Cetverokuta preko radijusa upisane kruZnice.

Kako je u zadatku potrebno izracunati radijus upisane kruznice, a znamo koliki je opseg
cetverokuta, sjetimo se formule za povrSinu preko radijusa upisane kruzZnice i poluopsega.
Ta formula vrijedi i za Cetverokute, stoga moZemo pisati

PABCD =rs=r- 7 :257‘
Kad bismo znali odrediti povrsinu ¢etverokuta ABCD, bili bismo gotovi. Stoga nam je
sada cilj izracunati njegovu povrSinu.
2. korak. Primjecujemo da je srediSte upisane kruZnice na dijagonali BD.

Kako pravac BD raspolavlja kut SABC, na njemu mora leZati I, srediste upisane kru-
Znice ovog tangencijalnog ¢etverokuta. Sada primjecujemo da su DI (pravac na kojem le-
7i simetrala kuta SADC) i BD (pravac na kojem je dijagonala Cetverokuta) jedan te isti
pravac, zbog ¢ega BD raspolavlja i kut JADC.

3. korak. Dokazujemo da su ABD i CBD sukladni trokuti.

Kako je BD simetrala kutova u B i D, vrijedi SABD = <DBC, t¢ JADB = ¥BDC.
Kako trokuti ABD i CBD imaju zajednicku stranicu BD, oni su sukladni po poucku KSK.
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1z toga zakljuujemo
|AB| = |BC| = x
AD| = DC| = .

4. korak. Uocavamo jednakokracan pravokutan trokut te mu racunamo stranice.

Promatramo trokut ADC. Iz uvjeta zadatka znamo da je JADC = 90° te |[AC| =
104/2, a upravo smo dobili da je |AD| = |DC| = y. Sada moZzemo upotrijebiti Pitagorin
poucak i izraCunati y:

D ¢
Y4y = (10v2)?
2y? =200
y? =100
s y = 10.
A
B

5. korak. Racunamo preostale stranice cetverokuta.
Iz uvjeta da je opseg Cetverokuta 50 lako moZemo izracunati x:
|AB| + |BC| + |CD| + |[DA| = 50
x+x+y+y=>50
x+x+104+10=50
2x =30
x = 15.
Zakljucujemo da je preostala stranica Cetverokuta 15.

6. korak. Racunamo povrsinu trokuta ADC.

Sad kad znamo sve stranice i jedan kut ovog Cetverokuta, spremni smo mu izra¢una-
ti povrSinu. Kako c¢etverokut nije trapez, ¢ini nam se najbolje povrSinu mu prikazati kao
zbroj povrSina dva trokuta.

Papcp = Papc + Pagc.

Kako je trokut ADC jednakokracan pravokutan, lako mu ra¢unamo povrsinu kao polovinu
umnoska kateta:

10-10

50.
2

Papc =

7. korak. Heronovom formulom racunamo povrsinu trokuta ABC.

Trokutu ABC ¢ini se da je teZe izracunati povrSinu, no znamo mu duljine svih stranica,
stoga primjenjujemo Heronovu formulu.
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Stranice trokuta ABC su 15, 15 i 10v/2, stoga mu je poluopseg s =

15+ 15+ 102
2

=15+5V2

Papc=1/s-(s—a) - (s—b)-(s—c)
:\/(15+5¢§)-5\/§-5\f2.(15f5ﬂ)
:5\/(152—(5\6)2)'2:5\/7.25.2:25\/@

8. korak. Racunamo r.
Sada ra¢unamo povrSinu Cetverokuta P4pcp = 50 + 25v/14, stoga iz

25r =50 +25V14

slijedi r = 2 4+ +/14, pa smo gotovi.

[\

9]

6.

Zadatci

. U trokutu ABC vrijedi |AB| = |AC|, a simetrala kuta SABC sijeCe stranicu AC u

to¢ki D tako da je |BC| = |BD| + |AD|. Odredi kutove tog trokuta.

. Trokutu ABC upisana je kruZnica te su na nju poloZene tangente paralelno strani-

cama trokuta. Time su od trokuta ABC odsje€ena tri manja trokuta kojima su po-
lumjeri upisanih kruznica jednaki r, r», r3. Ako je r polumjer upisane kruZnice
trokuta ABC, dokaZite da vrijedi 1 + 1, +1r3 = 7.

. KruZnica upisana u pravokutni trokut dodiruje hipotenuzu u tocki koja ju dijeli na

dva dijela duljina m i n. Kolika je povrSina trokuta?

. Zadan je pravokutni trapez kome se moZe upisati kruZnica. Ako udaljenosti srediSta

upisane kruznice od krajeva duljeg kraka iznose 15 cm i 20 cm, kolika je povrSina
trapeza?

. ToCka S je srediste trokutu ABC upisane kruZnice, a simetrala kuta SBAC sijece

stranicu BC u to¢ki D. DokaZi da je |AS| : |SD| = 2 : 1 ako i samo ako vrijedi
|CA| + |AB| = 2|BC|.
Neka je ABC trokut takav da je 3|BC| = |AB| + |CA|. Neka je T toc¢ka na stranici

AC takvadaje 4|AT| = |AC| inekasu K i L to¢ke na stranicama AB i CA redom,
takve da je KL || BC i da je pravac KL tangenta upisane kruznice trokuta ABC. U

kojem omjeru duzina BT dijeli duZinu KL?
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