Skolsko natjecanje iz matematike, 26. sije¢nja 2024. g. I

Zadatke za Skolsko natjecanje za A varijantu i B varijantu priredilo je DrZavno povje-
renstvo.

Zadatci za A varijantu

I. razred
1. Koji je broj veéi
A=12022-(2024> — 2024+ 1) ili B=2024°—3.2024> + 3-2024?
2. Neka su a, b, ¢, d medusobno razliiti cijeli brojevi takvi da vrijedi
(a—2024)(b —2024)(c — 2024)(d — 2024) = 9.
Odredi a+b+c+d.

3. Farmer Ivan na svojoj farmi ima kokosi, svinje i ovce. Njegove Zivotinje imaju ukup-
no 46 glava i 124 noge. Kad bi udvostrucio broj kokosi i utrostruc¢io broj ovaca na farmi,
uz isti broj svinja, ukupan broj nogu svih Zivotinja na farmi bio bi 232. Koliko bi u tome
slucaju bilo glava?

4. Odredi najmanji prirodni broj kojemu je zbroj znamenaka djeljiv sa 7 te ima svojstvo
da je zbroj znamenaka njegova sljedbenika takoder djeljiv sa 7.

5. Neka je ABC pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu C. Neka je P tocka takva da
je kut SABP pravi, da vrijedi |BP| = |BC]| te da su to¢ke P i C na suprotnim stranama
pravca AB. DokaZi da je pravac CP okomit na simetralu kuta SBAC.

6. Dan je trokut ABC povrsine 1. Tocka D poloviste je duZine BC, tocka E poloviste

je duZine AD, to¢ka F poloviite je duZine BE te je to¢ka G poloviste duzine CF . Odredi
povrzinu trokuta EFG.

7. Koliko ima peteroznamenkastih prirodnih brojeva kojima je umnoZak znamenaka
jednak 900?

II. razred
1. Odredi sve realne brojeve k za koje se tjeme parabole s jednadZbom
y=dx —4(k+ D)x+ K + 4k — 1
nalazi na paraboli ¢ija je jednadzba y = 4x> — 2x — 8.
2. Odredi sve uredene parove cijelih brojeva (x,y) takve da je
K+ =10(x +y).

3. Za realne brojeve a i b jednadzba x> + ax + b = 0 ima dva cjelobrojna rjeSenja
(ne nuZno razli¢ita). DokaZi da jednadzba x* + Sax + (6a*> + b) = 0 takoder ima dva
cjelobrojna rjeSenja.

4. Rijesi nejednadzbu

1 2 2
SRt
1+y y

Za koje se parove (x,y) postize jednakost?
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5. Neka je AB promjer kruZnice k, a tocka O njezino srediSte. Neka je C tocka iz-
van kruZnice k na simetrali duZine AB. Duzina AC sijece kruznicu k u to¢ki D. Ako je
|AB| =2 i |CD| =1, odredi |OC]|.

6. Kazemo da je prirodni broj n > 2 tajanstven ako za svaki njegov djelitelj d veci
od 1 vrijedi d*> + n | n* + d. Odredi sve tajanstvene prirodne brojeve.

7. Na slici je prikazan skup od 16 toc¢aka rasporedenih na 10 is-
taknutih pravaca. Za dvije tocke toga skupa kazemo da su vezane ako
pripadaju istom istaknutom pravcu.

a) Koliko je najviSe tocaka promatranoga skupa moguce odabrati
tako da medu njima ne bude vezanih tocaka?

b) Odredi broj podskupova promatranoga skupa tocaka bez veza-
nih tocaka s najveéim moguéim brojem elemenata.

III. razred
1. Odredi sva realna rjeSenja nejednadzbe

logy x* — log;(x + 8) < log%(fo) -1

t t 1 4
M = —, odredi sinxcosx.
tg?x+ctg?x+2 9
3. Dan je trokut ABC povrSine 5. Ako za duljine stranica toga trokuta vrijedi jednakost
|AB|*> + |AC|? = 17 + |BC|?, odredi tangens kuta S CAB.

4. Na Skolskome natjecanju iz matematike sudjelovalo je 1200 ucenika. Broj bodova
koje u¢enik moZe ostvariti cijeli je broj izmedu 0 1 50. Rac¢unalnom gre$kom svim je uce-
nicima koji su ostvarili 3 ili manje bodova zapisan rezultat 0 bodova, a svim ucenicima
koji su ostvarili 47 ili viSe bodova zapisano je 50 bodova. Zbog te greske prosjecni rezultat
na natjecanju prema podatcima u racunalu veci je za 0.1 od stvarnog. Dokazi da postoje
brojevi a i b takvi da se broj ucenika koji su ostvarili tono a bodova i broj uc¢enika koji
su ostvarili to¢no b bodova razlikuje za najmanje 20.

2. Ako je

5. Odredi sve prirodne brojeve n za koje je vrijednost izraza
n® —22 +log,n
n—>5
cijeli broj.
6. KruZnice k;, k 1 k3 sa srediStima Sy, Sz, S3 i polumjerimaduljinar; =1, r, =2,
r3 = 3, redom medusobno se dodiruju izvana tako da je A diraliSte kruZnica k; i ky, B
diraliSte kruznica k; i k3 te C diraliSte kruZznica k3 i k;. Odredi povrSinu trokuta ABC.

7. Odredi proste brojeve p, g, r i prirodni broj n za koje vrijedi
p2 —_ q2 + .
Nacdi sva rjesenja.
IV. razred

1. Djevojke Marija i Magdalena igraju Sahovski me€ u tri partije. Vjerojatnosti da Ma-
rija u pojedinoj partiji pobijedi, izgubi ili da partija zavr$i remijem medusobno su jednake.
Ukupna pobjednica meca djevojka je koja ostvari viSe pobjeda (u tri partije), a ako budu
imale jednak broj pobjeda, me¢ zavrSava neodluc¢enim rezultatom. Kolika je vjerojatnost
da Marija bude ukupna pobjednica meca?
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2. Odredi sve uredene parove (p,n), pri ¢emu je p prost, a n prirodan broj za koje
vrijedi
l+p+p*+p +---+p" =280L
3. Neka je (a,) niz definirans a; =1, a =2 i
ayn=ay—1+ (n—1)a,_, zan>3.
Dokazi da vrijedi arnn4 Z vV 2024!.
4. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (m, n, k) za koje vrijedi
D(m,20) =n, D(n,15)=k i D(m,k) =35,
pri éemu je D(a,b) najvedi zajednicki djelitelj brojeva a i b.
5. Neka su z1, z2 1 zz kompleksni brojevi takvi da je |z1] = |z2] = || = 1 te
473 = 3(z1 + 22) . Koliko je |z1 — z2|?

6. Pravokutni trokuti ABC i ABD imaju zajednisku hipotenuzu AB, a katete AD i BC
im se sijeku u toc¢ki E. Neka je F ortogonalna projekcija to¢ke E na pravac AB. Dokazi
da je FE simetrala kuta <CFD.

7. Niz znamenaka sastoji se od jedinica i nula. Medu bilo kojih 200 uzastopnih zname-

naka jednako je jedinica i nula, a medu bilo koje 202 uzastopne znamenke broj se jedinica
i broj nula razlikuju. Koja je najve¢a moguca duljina takvoga niza?

Zadatci za B varijantu

I. razred

22023 § 22024 "3 y njihov najmanji za-

1. Neka je x najvedi zajednicki djelitelj brojeva
2
jednicki viSekratnik. IzraCunajte 3y —x — 2 - T i rezultat zapiSite u obliku potencije s
Yy

bazom 2.

D

2. Na slici su prikazani pravilni peterokut ABCDE i kvadrat
ABFG. Odredite mjeru kuta FAD.

3. Tea je dobivenu nov¢anu nagradu odludila podijeliti na ce-
tiri dijela. Jedan je dio namijenila za kupnju novog mobitela, dru-
gi dio za obnovu odjece, treci za ljetovanje, a Cetvrti za kupnju
poklona prijateljici. Iznos predviden za kupnju novog mobitela
jednak je 26 % ukupne novcane nagrade. Nadalje, dio namije-
njen kupnji mobitela iznosi 80 % dijela koji je Tea namijenila A B
za obnovu odjece, a jednak je i 65 % dijela koji je namijenila za ljetovanje. Koliki postotak
dobivene novcane nagrade Tea planira izdvojiti za kupnju poklona prijateljici?

4. Odredite najmanji prirodni broj n za koji je broj 2565 - n kvadrat nekog prirodnog
broja.

5. Za vrijeme Francuske revolucije postojala je ideja da se dan (period od 24 sata) po-
dijeli na 10 sati, sat na 100 minuta. Iako ova ideja nije zazivjela, u Markovoj §koli ponekad
koriste takav “decimalni sat”. Kad je Marko poceo rjeSavati zadatak na “decimalnom satu”
su bila to¢no 4.5 sata. Kad je zavrSio zadatak “obicni sat” je pokazivao to¢no 11 h 15 min.
Petra je isti zadatak zapocela rjeSavati to¢no u podne po “obi¢nom vremenu”, a zavrSila
u 5.2 sati po “decimalnom”. Tko je od njih dvoje brZe rijeSio zadatak i za koliko brZe po
“obi¢nom vremenu”? (Napomena: vrijeme se kod oba sata mjeri od pono¢i.)
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6. Zbroi razlomak 12 . 1212 . 121212 T 1212...12
. Zbroj razlom —t——F "t .. =

o) Tazlomata 53 " 233 T 23323 2323...23
menaka 11 2 u brojniku te broj znamenaka 2 i 3 u nazivniku tih razlomaka povecava se

za jedan. Koliko puta se znamenka 2 pojavljuje u zadnjem razlomku?

7. U pravokutnom trokutu ABC pravi je kut u vrthu C, |AB| = 8 i JABC = 60°.
Trokut ABC se rotacijom oko vrha C za 30° u smjeru suprotnom kretanju kazaljke sata
preslika u trokut A’B’C. Koliko iznosi povrSina zajedni¢kog dijela trokuta ABC i A’B'C?

iznosi 528. Broj zna-

II. razred
1
1. Odredite vrijednost izraza — + — ako su x; i x» rjeSenja kvadratne jednadzbe
X X
2x* +3 = 6x.
3
2. Grafovi funkcija f (x) = ax®> + =x+c i g(x) = Y
c 2 y=/x
7 + 2 prikazani su na slici. To¢ke u kojima se gra- Y=g
fovi sijeku nalaze se na koordinatnim osima. Odredite
realne brojeve a i c.
3. Rijesite jednadZbu >
Va2 £ 20+ 14+ Va2 — 2x + 1 = 2024.

4. Na nekom natjecanju iz matematike rjeSava se n zadataka, 10 < n < 20. Za svaki
tocno rijeSeni zadatak natjecatelj dobiva 5 bodova, a za svaki nerijeSeni ili neto¢no rijeSen
zadatak gubi 3 boda. Ako je Sebastijan imao ukupno 0 bodova, koliko je zadataka rijeSio
to¢no? Koliko je bilo ukupno zadataka?

5. Ana ide u posjet baki i Zeli joj odnijeti nekoliko komada vocéa u koSarici. Na raspo-
laganju ima 6 banana, 5 jabuka i 4 breskve.

a) Na koliko nacina moZe odabrati voce za koSaricu ako koSarica ne smije biti prazna?

b) Na koliko na¢ina moze odabrati vocée za koSaricu ako od svake vrste vo¢a mora biti
barem jedan komad?

(Napomena: nije vazan raspored voca, ve¢ samo koje je voce u koSarici i koliko ko-
mada toga voca.)

6. U jednakokracni trokut, duljine osnovice 16 cm i visine na
osnovicu duljine 12 cm upisan je pravokutnik kojemu su dva vrha
na osnovici, a preostala dva vrha na krakovima zadanog trokuta.
Odredite duljine stranica upisanog pravokutnika tako da osjencana
povrSina bude minimalna. Koliko iznosi ta minimalna povrSina?

7. Neka je zadana funkcija f : R — R,
2
X) = .
f @) V2t ax+4+ V2 —4+ V2 —4x+4
Koliko je f(4) +f(8) +f(12) + --- +£(2024)?

III. razred
1. Rijesite jednadzbu 5-0.16* 4+ 8 - 0.4 = 4.

loga logh

2. Neka su a i b pozitivni realni brojevi za koje vrijedi

Koliko je &/a + b2 ?

i log(ab) =5.
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1
3. Zadana je funkcija f (x) = Asin (Bx—i— E) + D, pri Cemu su A, B i D pozitiv-

2 3n
ni realni brojevi. Tocka M (?, —8) je jedina tocka minimuma, a tocka N (7, 12

372 12
4. Odredite sve realne brojeve ¢ za koje je jedno rjeSenje jednadzbe x> + 2024 = tx
prost broj, a drugo sloZen prirodni broj.

5. Prikazan je zapis pisanoga zbrajanja Cetiriju troznamenkastih brojeva sa znamenka-
ma a i b. O kojim se troznamenkastim brojevima radi?

2w 3 203
jedina tocka maksimuma funkcije f u intervalu {—n n] . Odredite f (—n> .

a a a

SSIRS RN RN

aa
ab
+ b b
1503

6. Paralelogram s dijagonalama duljina 20 cm i 30 cm koje se sijeku pod kutom mjere
60° baza je uspravne prizme obujma 1500+/3 cm?. Koliko je oplogje te prizme?

7.1z skupa S = {(x,y) 1 x,y € R, —1 <x <4, 0 <y <5} naslucajan se nacin bira
uredeni par (x,y). Kolika je vjerojatnost da za ¢lanove x i y toga uredenog para vrijedi
X+y>21ilx—yl <2?

IV. razred

|- 1 —n!
n+2)!—(n+ 1) " o4,

1. Rijesite jednadzbu '
n!

2. Odredite sve realne brojeve x za koje su brojevi log(sinx), log(sinx+1) i log(3 sinx+
1), tim redom uzastopni ¢lanovi aritmeti¢kog niza.

3. Vrhovi ¢etverokuta su tocke u kompleksnoj ravnini pridruZene rjeSenjima jednadZbe
(Z+1)(F+z+1)=0
u skupu C. Odredite koordinate vrhova i povrzZinu danog Cetverokuta.
4. Odredite sve realne brojeve k za koje kruZnice zadane jednadzbama (x+1)%+y*> =9
i (x—k)?+ (y—2k)?> =4 imaju samo jednu zajednicku tocku.
5. Profesor matematike dao je ucenicima za domacu zadatéu deset zadataka i rekao da
¢e medu njima odabrati dva zadataka za sljedeci test. Koliko najmanje zadataka Luka tre-

ba rijeSiti od zadanih deset da bi s vjerojatnoScu ve¢om od — bio siguran da ¢e se medu

odabranim zadatcima pojaviti barem jedan zadatak od onih koje je rijeSio?

6. Neka je n prirodni broj. U razvoju binoma (\/)_c — omjer binomnih koefi-

7
x
cijenata petog i Sestog €lana je 1 : 404. Koliko ¢lanova u tomu razvoju sadrZi potenciju
broja x kojoj je eksponent prirodan broj?

7. Osnovka uspravne etverostrane piramide visine duljine % je pravokutnik sa strani-

94
cama duljina a i b. Duljina svih bo¢nih bridova iznosi 5 cm, a obujam piramide je

9 cm®. Ako su brojevi a, b i h redom uzastopna tri ¢lana rastuéeg geometrijskog niza,
odredite a i b.
Matko Ljulj
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