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Jos dva dokaza
Arhimedovog' teorema

21 ALIJA MUMINAGIC?

SEFKET ARSLANAGIC

U casopisu .Poucak’, Vol. 14, Br. 54 (lipanj 2013.), 22-27 objavili smo c¢lanak
pod naslovom Arhimedov teorem gdje smo dali Cetiri razna dokaza ovoga poucka. U
ovom ¢emo clanku dati jo§ dva dokaza.

Ponovimo sada kako glasi ovaj teorem.

Teorem (Arhimed): Oko trokuta AABC opisana je kruznica k i neka je tocka

D srediste onog luka AB kruznice k koji sadrzi vrh C trokuta i neka je pri tome
| AC|<| BC|. Neka je tocka E noziste okomice iz tocke D na stranicu BC trokuta

AABC. Treba dokazati da je
| AC|+|CE < BE].
Dokaz 1: Neka je tocka O srediste opisane kruznice k oko trokuta AABC (Slika 1.).
Tada je | DA |=| DB| (jer je tocka D srediste veceg luka AB), paje
|#DAC|=|/DBC|, (1)
kao obodni kutovi nad lukom CD . Neka je |ZADO|= ZBDO|=¢ i neka je tocka F

sjeciSte duzina OD i BC . Tada je
|/FAB|=|/FBA|. )

M

[N

Slika 1.

!Arhimed iz Sirakuze, oko 287. - 212. prije nove ere, starogr¢ki matematicar, jedan od najve¢ih matematicara svih vremena

2| Sefket Arslanagic’ , Sarajevo, Bosna i Hercegovina

*Alija Muminagi¢, Frederiksberg, Danska
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Iz (1) 1 (2) slijedi:
|/ DAF|=|/DBEF|. (3)

Produzimo stranicu BC preko tocke C do tocke M tako da je |CM | = |CA|. Trokut
ACAM je jednakokracan i zato je | ZCAM|=|£CMA|, a odavde je |ZACB|=2//CMA|
(kao vanjski kut trokuta AAMC). Dalje je |[ZACB|=|ZADB|=2¢ (kao obodni kutovi
nad istim lukom AB kruznice k) pa slijedi da je | CAM|=|2CMA|= @ . Zato tocke
A, M, D1 F pripadaju istoj kruznici k| i odatle slijedi jednakost
|/DAF|=|£DMF|, (4)
kao obodni kutovi nad istim lukom DF kruznice k..
Iz (3) i (4) slijedi da je |£DBF|=|£DMF], tj. trokut ABDM je jednakokracan pa je
|ME| =|BE|. (5)
Bududi da je trokut ACAM ACAM jednakokracan, to je
|MC|=|AC] . (6)

, to odavde dobijamo zbog (5) i (6):
|AC|+|CE| =|BE|, q.e.d.

Kako je |ME| =|MC|+|CE

Dokaz 2: Koristit ¢emo pripisane kruznice k_ i k, trokuta AABC u kojemu je
| AC|<| BC|. Neka kruznice ki k, dodiruju stranice BC i AC u to¢kama L i K (Slika
2.). Neka je tocka P poloviste stranice AB trokuta AABC i neka je tocka Q poloviste

duzine KL . Dokazat ¢emo da pravac kroz tocke P i Q koji presijeca stranicu trokuta
BC u tocki T raspolovljava opseg tog trokuta, tj. da je |PA| + |AC| + |CT| = |TB| + |BP| .

E A SP P B D Slika 2.

Uvedimo i druge oznake kao na Slici 2.
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Imamo da je:
|AB|+2|BD| =|AB|+|BD|+|BD| =|AD|+|BD| = (prema teoremu (*) o jednakosti
tangentnih duzina) =

()
=|AG|+|BD|=|BD|+|AK|+|KC|+|CG| =|BL| +|AK|+|CF|+|CL| =

(*) (*)
=|AK|+(|BL|+|CL|+|CF|) =|AK]|+|BF| =|AK| +|BE| = | AE| +|BE| =
= |AE|+|AE|+|AB| =|AB|+2|AE]|.
Odavde slijedi da je |BD| = |AE|
Kako je | BD|=|BL] ili zbog [BD| =|AE|, |AE| = BL|, to je zbog |AE|=|AK]|
|AK|=|BL] . (7)
Spojimo tocke Bi K i neka je tocka R poloviste duZzine BK . Kako je tocka P po-

loviste stranice AB trokuta AABC, to je duzina PR srednjica trokuta AABK,a RQ
je srednjica trokuta ABLK . Zato je

PR||AK i |PR| :%|AK| , (8)

QR||BL i |QR| :%|BL| ) 9)

Iz (7), (8) i (9) slijedi da je |PR| =|QR|, $to znaci da je trokut APRQ jedna-
kokracan. Zbog PR||AC i QR||BC je |£RPP|=|/CAB|i|/PPR|=|ZABC|, gdje je
P, =QRNAB.

Dalje je | ZQRP|=|£RPP|+|£PPR|=|£CAB+£ABC| (jer je |ZQRP| vanjski kut
trokuta APP,R) i zbog |£CAB+|£ABC|=180° —|ZACB| (slijedi iz trokuta AABC) je
|ZQRP|=180° —|ZACBH|. (10)

Sada iz jednakokra¢nog trokuta APQR slijedi

(10)
2/ PQR+|/QRP|=180° <=2/ PQR/+180° -

./ ACB|=180°, 4.
|£PQR|= %|LACB|. (11)

Neka je duzina CS simetrala kuta |£ACB|. Vidimo sada da je zbog (11)
PQJ|CS .
Kako je tocka P poloviste stranice AB, to je
|AS|+|SP|=|BS|-|sP|,
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odakle slijedi |SP| _ |BS| _|AS|

(12)

Prema teoremu o simetrali unutarnjeg kuta trokuta za trokut AABC vrijedi da je

|Ac]_|as]
BC| |BS|”
odakle
_ |AC|-|BS|
AS= e (13)
Sada iz (12) i (13) dobivamo da je
-1 LAtz )_[1lcl-Jac)
2 |BC| 2|BC]|
iz cega slijedi
2|SP|-|BC
acl-jacl-2E7H 0
Zbog PT||CS je ABTP ~ ABCS, odavde slijedi da je
sp| |cT]| 15)
[Bs| |bc]
Sada iz (14) i (15) dobivamo da je
|BC|-|AC] =%-|Bc| =2lcT],
a odavde je
|BC| =|Ac|+2|cT|=|AC|+|cT|+|CT],
odnosno
|BC|-|CcT|=|AC|+|CT] . (16)

Tako je konacno zbog (16)
|PA|+|AC|+|CT| =|PA|+|BC|-|CT| = |PA|+|BT],

odnosno
|AC|+|cT|=|BT|, q.e.d.
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