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Sportsko kladenje i Kellyjev
kriterij za ulaganje
DUSAN MUNPDAR!

Sazetak. U radu prikazujemo osnovne izracune vezane uz kladenje te Kellyjev
kriterij za odluku o iznosu ulaganja u slucaju postojanja povoljne prilike za kladenje.
Cilj rada je upoznavanje s matematickom pozadinom kladenja kako bismo mogli do-
nijeti racionalnu odluku o kladenju. Simulacijski je model koristen kako bi se dobio
bolji uvid u varijaciju potencijalnih ishoda niza kladenja. Simulacije razlic¢itih scena-
rija pruzaju nam temelj za prilagodbu ocekivanja mogucim realizacijama sluc¢ajnih
dogadaja. Na kraju rada je predlozena simulacijska igra za koristenje u nastavi, koja
za cilj ima poboljsanje razumijevanja sluc¢ajnosti.

Kljucéne rijeci — sportsko kladenje, Kellyjev kriterij, vjerojatnost, simulacije

1. Uvod

Sportsko kladenje relativno je ucestala pojava, posebno medu mladom popu-
lacijom. U radu (Ricijas, N. i drugi, 2016.) autori istrazuju zastupljenost kockanja
te Stetne psihosocijalne posljedice kockanja (tzv. problemati¢nog kockanja) kod hr-
vatskih srednjoskolaca. Na uzorku od 2 702 ucenika rezultati su pokazali da se 72.9
% srednjoskolaca barem jednom u zivotu kockalo ili kladilo. Kladenje na sportske
rezultate najucestalija je igra na sre¢u. Prema njihovom istrazivanju 12.9 % srednjos-
kolaca ispunjava kriterije za visoku razinu problema povezanih s kockanjem.

U okviru medunarodnih konferencija o poucavanju statistike (ICOTS, Interna-
tional Conference on Teaching Statistics) koje organizira Medunarodno udruzenje za
statisticko obrazovanje (IASE, International Association for Statistical Education) Ce-
sto se prezentiraju radovi na temu matematicke pozadine kladenja. Dodatno, gene-
ralni zakljucak nakon ¢itanja knjige Misliti brzo i sporo nobelovca Daniela Kahnema-
na (Kahnemann, 2011.) moze biti da ljudi nerijetko grijese kada se radi o odluc¢ivanju
u uvjetima nesigurnosti. Stoga je poZeljno upoznavanje alata koji bi svima, a posebno
ucenicima, pomogao u donosenju racionalnih financijskih odluka. Simulacijsko pri-
kazivanje mogucih ishoda jedan je od nacina za objasnjavanje varijacije i prilagoda-
vanja ocekivanja potencijalnim realnim ishodima.
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Ovim radom Zzeli se prenijeti bazi¢no znanje o nacinu funkcioniranja kladenja
te uputiti na osnovni kriterij isplativosti, odnosno neisplativosti kladenja. Prilagoda-
vanje oc¢ekivanja potencijalnim realnim ishodima kladenja moze zastititi (posebno
mladu populaciju koja nema dovoljno Zzivotnih iskustava) od mogucih nezeljenih
ishoda. Osim matematickog (vjerojatnosno-financijskog), kladenje ima i psihosoci-
jalni aspekt kojim se u ovome radu nec¢emo baviti.

Ukratko, ciljevi rada su:

1. Pokazati primjer izracuna isplata kod kladenja i odrediti kada je jednokratno kla-
denje po oc¢ekivanom iznosu isplativo.

2. Upoznati se s Kellyjevim kriterijem za kladenje i investiranje.

3. Simulirati primjenu Kellyjevog kriterija i nekoliko drugih strategija u slucaju kla-
denja na ishode niza slu¢ajnih dogadaja te usporediti rezultate.

4. Predloziti pou¢nu igru za nastavu matematike kako bi ucenici povecali razumije-
vanje koncepta slucajnih ishoda i potencijalnih financijskih posljedica.

Razumijevanje koncepata vjerojatnosti bitno je za donosenje odluka u Zzivotu.
Ucestalo donosenje odluka koje su «malo bolje” u dugom roku mogu imati znacajan
utjecaj na kvalitetu Zivota. Posebno je to bitno zbog multiplikativnog efekta koji je
sli¢niji pravilnosti eksponencijalne nego linearne funkcije.

2. Kladionice i koeficijenti

Kladionice navode moguce ishode sportskih i drugih dogadaja i u svojim im
ponudama pridruzuju koeficijente isplate. Koeficijent isplate ili tecaj iznos je koji se
isplacuje u slucaju ostvarenja dogadaja na koji je uplacen jedini¢ni iznos. Jedan raspis
ishoda odigravanja nogometne utakmice je: pobjeda ekipe domacina (oznaka: 1),
neodluceni rezultat (oznaka: 0 ili X) i pobjeda gostujuce ekipe (oznaka: 2). Za sva-
ki od moguc¢ih ishoda toga dogadaja kladionica nudi koeficijent isplate. Primjerice,
ukoliko koeficijent za 1 iznosi k, = 2.0 i osoba se kladi na taj dogadaj te uplati U=10.00
eura, u slucaju pobjede domace ekipe dobit ¢e isplatu iznosa I = U - k,=10 - 2.0 = 20.00
eura. U slucaju da se taj dogadaj ne dogodi, ostaje bez ulozenog iznosa pa nema ispla-
te, tj. I = 0. Dakle, u slucaju uspjesnog pogadanja zarada je Z =1 - U = 10.00 eura, a
u slu¢aju promasaja zarada tj. gubitak iznosi Z =1 - U = -10.00 eura. U racunici koju
prikazujemo necemo ukljucivati manipulativne troskove koje kod uplate naplacuje
kladionica radi pokrivanja vlastitih operativnih troskova, kao ni pitanja oporezivanja
dobitaka u kladenju koje naravno dodatno umanjuju isplate.

2.1. Neutralne vjerojatnosti

Kako bi osobi jednokratno kladenje na dogadaj, koji ima poznati koeficijent k,
bilo (ocekivano) isplativo, potrebno je odrediti kolika bi trebala biti vjerojatnost na-
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stanka tog dogadaja. Na primjer, za dogadaj s koeficijentom 2.0 uplata od 10.00 eura
je (oc¢ekivano) isplativa ukoliko je vjerojatnost isplate od 20.00 eura vecéa od 0.5. Op-
¢enito, ocekivana zarada E od kladenja na jedan dogadaj pozitivna je ako vrijedi

u U 1
E=(I-U)-p+(-U)-(1-p)=Ip-U>0 j. p>—=—==.
(I-U)-p+(-U)-(A-p)=1Ip P> T Tk
Vjerojatnost dogadaja za koje je o¢ekivana zarada nula nazvat ¢emo neutralnim
vjerojatnostima i za njih vrijedi p =1/k.

Primjerice, koeficijenti isplate prije utakmice Dinamo: Hajduk koja se odigrala
26. 2. 2023. godine u Zagrebu bili su (1.44, 4.20, 5.50). Neutralne vjerojatnosti do-
gadaja (1, X, 2) pripadne koeficijentima isplate su (nl, n_,n,) = (0.694, 0.238, 0.182).
Zaklju¢ak moze biti da je osobi ocekivano financijski isplativo kladiti se na pobjedu
Dinama samo ako je prili¢no sigurna da je vjerojatnost pobjede vec¢a od 69.4 %. Vje-
rovanje u pobjedu Dinama nikako nije dovoljno za financijski isplativu odluku.

2.2. Procjena vjerojatnosti ishoda utakmice

Ukoliko zbrojimo neutralne vjerojatnosti, dobivamo iznos ve¢i od jedan, poseb-
no u nasem slucaju 1.11. Isto mozemo smatrati zastitom kladionice od krive procje-
ne stvarne vjerojatnosti nastanka dogadaja. Normalizacijom neutralnih vjerojatnosti
mozemo do¢i do procjena stvarnih vjerojatnosti za navedene dogadaje. Za konkretan
slucaj to bismo dobili mnozenjem s normalizacijskim faktorom n = 1/(n +n_+ n,).
Nakon normalizacije, procjenama vjerojatnosti ishoda spomenute utakmice na te-
melju koeficijenta kladionice mozemo smatrati vrijednosti: (0.623, 0.214, 0.163).

U radu (Mundar, D., 2023.) autor prikazuje jo$ dvije kvantitativne metode za
procjenu vjerojatnosti ishoda nogometne utakmice. Procjene se rade na temelju Poi-
ssonovog modela te na temelju binomnog modela. Posebne situacije, kao $to su ozlje-
de klju¢nih igraca, vaznost utakmice, vremenski uvjeti igre i slicno, nisu uzeti u obzir
kod takvih procjena. Osobi koja je zainteresirana za precizniju procjenu vjerojatno-
sti svakako bi bilo preporucljivo uzeti te i sli¢cne okolnosti kao i misljenje eksperata
u razmatranje. Nazalost, pravu vrijednost vjerojatnosti pojedinih ishoda nikako ne
moZemo saznati.

3. Kellyjev kriterij

Samo u situacijama kada smo prilicno sigurni kako je vjerojatnost dogadaja veca
od neutralne vjerojatnosti javlja se prilika za kladenje. Cak i u tim slu¢ajevima klade-
nju treba pristupiti oprezno. Nikako nije dobro uloziti sav dostupan iznos za ulaganje
u jednokratno kladenje jer je rizik od bankrota (gubitka cijelog iznosa) prevelik. Od-
govor na pitanje koliki bi dio imovine bilo najmudrije uloziti da dugoro¢no ostvari-
mo ocekivano najpovoljniji rezultat, odreduje se u ovisnosti o vjerojatnosti dogadaja
na koji se kladimo i koeficijenta isplate (tecaja), a odreden je Kellyjevim kriterijem.
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John Larry Kelly Jr. (Kelly, J. L. ,1956) opisao je kriterij kao strategiju kladenja
koja u dugom roku (kada se broj kladenja provodi neograni¢eno mnogo puta) do-
vodi do najveceg financijskog iznosa, odnosno dobitka. Iako je kriterij primarno
demonstriran za kladenje, moguca je primjena vrlo brzo prepoznata u financijama,
poglavito u investiranju. Filozofija odabira portfelja nekih poznatih investitora kao
$to su Warren Baffett moze se povezati sa primjenom Kellyjevog kriterija. O primjeni
Kellyjevog kriterija piSe i jedan od poznatijih investitora nove generacije, Mohnish
Pabrai, u svojoj knjizi The Dhandho Investor (Pabrai, M., 2007.).

U ovom Cce se radu prikazati rezultat strategije odredivanja iznosa za uplatu pri-
mjenom Kellyjevog kriterija, tj. formule koja odreduje teorijski optimalni iznos kla-
denja. Kellyjev iznos za kladenje dobije se trazenjem argumenta za koji se ostvaruje
maksimalna ocekivana vrijednost iznosa bogatstva B

B(f)=(+b: )7 (1= )7,

gdje je f udio imovine koji se ulozi, p vjerojatnost pozeljnog ishoda (dobitka), a b je
udio uloga koji se zaradi u sluc¢aju dobitka. Na primjer, ako se ulozi 1 euro i u slu¢aju
isplate 3 eura, neto dobitak iznosi 2 eura pa b iznosi 2.0. Ukoliko b Zelimo iskazati
pomocu koeficijenta kladionice k, onda mozemo zakljuciti da vrijedi b = k - 1.

Trazenjem argumenta f za koji se ostvaruje maksimalna vrijednost funkcije R
dobije se udio imovine koji je optimalno uloziti, tj. Kellyjev kriterij za f iznosi:

- _ﬂ_
f=p-1
Ukoliko je f  nula ili negativan broj, kladenje nije isplativo.

3.1. Primjena Kellyjevog kriterija

Razmotrimo sada primjer primjene Kellyjevog kriterija. Radi boljeg razumije-
vanja objasnit ¢emo ga na dogadajima kojima su vjerojatnosti to¢no odredive, tj. na
ishodima sluc¢ajnog bacanja igrace kocke.

Pretpostavimo da sudionik pokusa ima imovinu za ulaganje od 100 eura te neka
su za sudionika pokusa dobri ishodi 1 do 4, tj. vjerojatnost povoljnog dogadaja je
p = 4/6, a nepovoljnog ishoda g = 1 - p = 2/6. Takoder, pretpostavimo da u slucaju
povoljnog ishoda pripadni koeficijent isplate iznosi k = 2.00, a u slu¢aju nepovoljnog
dogadaja (ishod 5 ili 6) ostaje se bez uloga.

Ocekivana zarada za uplatu cjelokupne imovine od 100 eura tada iznosi
4 2 100
Z=100-—+(~100)-= = — = 33.33.
6 6 3
Medutim, stanje imovine nakon takvog kladenja sluc¢ajna je varijabla B

200 O
B~ .
(2/3 1/3}
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Dakle, u 1/3 slu¢ajeva osoba bi bankrotirala. Ako bismo igru ponovili primjerice
n puta i u svakom slucaju osoba bi u tu povoljnu opciju ulozila sav iznos imovine,
stanje bogatstava tada bi bilo

sy -y

$to bi znacilo da je vjerojatnost da osoba bankrotira ve¢ nakon 12 igara veca od 99 %.
Dakle, potrebno je pronac¢i mudriju strategiju od ulaganja cjelokupne imovine, iako
je ponuda bila oc¢ekivano isplativa.

100-2" 0 ]

Udio imovine za ulaganje, sukladno Kellyjevu kriteriju kako smo prethodno pri-
kazali, racuna se pomoc¢u formule

op-4
f=r
i on bi nam dugoro¢no trebao (ocekivano) donijeti najvecu vrijednost imovine.

U prethodno navedenom primjeru isplate idu uz pretpostavljeni koeficijent
k=2.0(b=k-1=1)zadogadaje s ukupnom vjerojatnosti p = 4/6. Kellyjevim krite-
rijem dobivamo da je preporucljivo uloziti 1/3 imovine u svakom koraku

. q 4 2/6 1

f P Ts 201 3

Primjena Kellyjevog kriterija u financijama ipak je viSe nacelnog pristupa. Stroga
primjena kriterija zahtijevala bi odredivanje distribucije vjerojatnosti budu¢ih pro-
mjena cijena dionica. Iako je popularan pristup odredivanja takve distribucije ge-
ometrijskim Brownovim gibanjem, on se takoder pokazao manjkavim. Nassim N.
Taleb u svojem ciklusu knjiga Incerto, medu kojima je najpoznatija knjiga Crni labud
prvotno izdana 2007. godine, a i drugi uspjesni investitori upozoravaju da strogo
pridrzavanje formula u investiranju nije preporucljivo.

3.2. Simulacijsko testiranje Kellyjevog kriterija

U ovom ¢emo dijelu prikazati simulaciju razli¢itih nacina ulaganja. Pretpostav-
ljamo da osoba krece s imovinom od 100 eura. Analizira se pet razlicitih strategi-
ja kladenja u ishode 45 uzastopnih bacanja kocke. Povoljan dogadaj ¢e biti, kao sto
je prije definirano, ishodi 1 do 4, a nepovoljan 5 ili 6. U slucaju povoljnog doga-
daja vracen nam je dvostruki iznos uplate, tj. zarada je jednaka uplati, a u slucaju
nepovoljnog dogadaja, gubimo ulog. Dakle, radi se o koeficijentu isplate, tj. tecaju
k = 2.00 u slucaju povoljnog dogadaja. Za svaku strategiju zabiljezit ¢emo konacno
stanje imovine nakon tih 45 bacanja kocke. Sve ¢emo ponoviti 1000 puta te za svaku
strategiju analizirati rezultate iskazom minimalne vrijednosti, donjeg kvartila, medi-
jana, gornjeg kvartila te maksimalne vrijednosti. Takoder, izracunat ¢emo prosje¢nu
vrijednost imovine (bogatstva) na kraju igre za svaku strategiju, ucestalost bankrota
te ucestalost kona¢nog gubitka, tj. ucestalost situacije u kojoj nakon 45 bacanja kocke
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zavr$imo s iznosom strogo manjim nego smo imali na pocetku. Razmatrat ¢emo slje-

dece strategije ulaganja:

Strategija 1. Uloziti 1/3 imovine u svakom koraku. (Sukladno Kellyjevu kriteriju.)

Strategija 2.

Strategija 3.
100 eura.

Strategija 4.

eura ili sve ako je manje od 20 eura dostupno.

Strategija 5.

eura ili sve ako je manje od 50 eura dostupno.

Uloziti 50 eura u svakom koraku ili sve ako je manje od 50 eura dostupno.

Uloziti 50 % iznosa s kojim se raspolaze u tom trenutku, maksimalno
Uloziti 50 % iznosa s kojim se raspolaze u tom trenutku, minimalno 20

Uloziti 20 % iznosa s kojim se raspolaze u tom trenutku, minimalno 50

U Tablici 1. prikazani su rezultati simulacijskih ishoda. Vidljivo je da Strategija
1. koja se temelji na Kellyjevu kriteriju po vecini aspekata ima najpozeljnija svojstva.
U samo dvije strategije, jer se nikad nije ulozio cijeli iznos, nije doslo do potpunog
bankrota. Ucestalost kona¢nog stanja imovine manjeg od pocetnog (ucestalost ko-
nac¢nog gubitka) najmanja je za Strategiju 1. Kellyjev kriterij takoder pokazuje rela-

Strategija 1 | Strategija 2 | Strategija 3 | Strategija 4 | Strategija 5
Minimalni iznos 0.47 - 0.01 - -
Donji kvartil 239.77 100.00 553.13 - -
Medijan 959.08 700.00 1225.00 390.12 1 020.98
Gornji kvartil 3836.32 1 .000.00 1781.25 4519.60 2 581.00
Maksimalni iznos 982 097.11 1700.00 3425.00|7 678 703.00 58 065.05
Prosje¢ni iznos 12 653.82 664.20 1193.17 61 724.97 2 285.46
Stopa bankrota 0.0 % 249 % 0.0 % 30.7 % 27.4 %
Ucestalost kona¢nog gubitka 11.9 % 24.9 % 15.7 % 38.6 % 27.8%

Tablica 1. Prikaz simulacijski rezultata nakon odigranih 45 bacanja kocke
(broj simulacija 1000)

Uéestalost pojavljivanja (N=1000)

Prosjecni prinos po igri

mmmm Ulestalost pojavljivanja

il

==eo==Kumulativna relativna uestalost pojavljivanja

Grafikon 1. Distribucija prosjecnog relativnog prinosa po igri dobivenog temeljem
Kellyjeva kriterija ulaganja
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tivno dobar maksimalni iznos (982 097.11 eura), a u 50 % slucaja konacno je stanje
vece od 959.08 eura, dakle dogodio se rast imovine na vrijednost gotovo deset puta
vecu od pocetne.

Grafikon 1. prikazuje distribuciju prosje¢nog relativhog prinosa po igri na imo-
vinu za simulacije dobivene Kellyjevim kriterijem.

Sli¢an simulacijski pristup analizi razli¢itih scenarija ulaganja na hrvatskom trzi-
$tu dionica prikazan je u radu Utjecaj dinamike investiranja: analiza slucaja ulaganja
u dionice na Zagrebackoj burzi. (Mundar, 2022.)

4. Predlozena nastavna igra

Prijedlog igre bio bi sli¢can u ovom radu prikazanom simulacijskom modelu. Svaki
ucenik na listi¢ upisuje iznos koji ulaze u pojedinom koraku. Nastavnik moze po
svojoj zelji takoder sudjelovati u igri, ali tako da koristi Kellyjev kriterij te nakon igre
upozna ucenike s navedenim kriterijem.

Broj simulacija moze biti 45, $to bi predstavljalo svaku minutu u $kolskom satu, a
za realan zivot moZemo zamisliti kao ulaganje u svakoj godini zivota od 21. do 65. go-
dine. Igru je naravno moguce skratiti na 30 ili manje koraka, ali u tom sluc¢aju moze
se dogoditi da Kellyjev kriterij jo§ ne pokaze svoja dominirajuca svojstva.

Igra se namjerno postavi s vjerojatnostima koje je lagano simulirati bacanjem
kocke (ili se po zelji prilagodi za nov¢i¢) i koeficijentom isplate 2.0 kako bi ucenici
relativno lagano mogli u svakom koraku izracunati koliko im je stanje imovine na-
kon svake igre. Dakako, jasno je da se pri koeficijentu isplate 2.0 imovina pri svakom
koraku ili poveca za ulog ili umanji za ulog.

Radi povecanja kompleksnosti i za potrebe diskusije o rezultatima po zavrsetku
igre, moze se dopustiti da osoba upise na koji dogadaj ulaze. Ovo je posebno zani-
mljivo jer ¢e se vjerojatno pokazati da ¢e dio ucesnika uslijed osjecaja frustriranosti
u nekom trenutku odabrati kladenje na ocekivano neisplative dogadaje, tj. na ishode

: Odabrani dogadaj
Redni .Stan.y € . .g ) Ishod n?stao Zarada/ | Stanje imovine
5 imovine A (1,2,3ili 4)/ Ulog | bacanjem Gubitak e s
prije igre B (5ili 6) kocke
1 100 A 20 4 20 120
120 B 20 3 -20 100
100 A 30 6 -30 70
45 2530 A 500 6 -500 2030

Tablica 2. Prikaz popunjenog igraceg listica predloZene igre
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5 i 6. Takoder, vjerojatno ¢e se dogoditi situacije u kojima ¢e sudionici igre uloziti
cijeli iznos s kojim raspolazu u nekom koraku, a to naravno nije mudro jer se izlazu
bankrotu iz kojeg se vise ne mogu aktivno vratiti u igru.

5. Zakljuéak

Pracenje sporta i kladenje na sportske dogadaje privlacna je aktivnost za velik
dio mlade populacije. Kladenje je istovremeno prili¢no opasna aktivnost kako iz fi-
nancijskog tako i iz psihosocijalnog aspekta. U ovom radu bavili smo se financijskim
(matematickim) aspektom kladenja. Kako se svijet kladenja bazira na sluc¢ajnim is-
hodima, gradivo iz cjeline Podatci, statistika i vjerojatnost moze posluziti u¢enicima
srednjih Skola da ve¢ sada, a kasnije i kao odrasli gradani, bolje razumiju taj svijet i
svijet financija opc¢enito. Tema kladenja u ovom je radu prikazana koristenjem mate-
matickog modeliranja slucajnosti. Simulacijski pristup pruzio je uvid u neke mogu¢-
nosti optimizacije koje nudi Kellyjev kriterij te uvid u raspon moguc¢ih realnih isho-
da pri ucestaloj igri inicijalno postavljenoj da bude ocekivano isplativa. Simulacijska
igra za nastavu trebala bi pomoc¢i u¢enicima da uvide moguce negativne ishode oce-
kivano pozitivnih oklada, ¢ime ¢e negativno postavljene igre kao sto je vecina igara
na srecu postati jo§ manje privlacne. S druge strane, u slu¢aju da se naide na povoljnu
priliku za kladenje ili investiranje, ne bi bilo lose prikladno joj pristupiti.
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