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Problemi i zablude u nastavnim
materijalima financijske matematike'

DraGo FRANCISKOVIC?

Sazetak

U ovom originalnom radu prikazuju se zablude i problemi koji se desetlje¢ima
pojavljuju u nastavnom sadrzaju financijske matematike koja se predaje u sustavu
visokog obrazovanja u Hrvatskoj i drugim drzavama. One se uporno, bez kritike,
prenose iz postojec¢ih udzbenika u druge nove udzbenike i ostale nastavne materijale.

Uvodni odjeljak, pored definicija osnovnih pojmova, navodi i ukratko opisu-
je spomenute zablude. Spominje se neujednacenost znacenja pojmova kamatnjaka
i kamatne stope te nekorektnost opceprihvacene formule neprekidne kapitalizacije.
Nadalje, rad se bavi diskretnim modelima jednostavne i slozene kapitalizacije te pro-
blematikom definicije vremenski konstantne kamatne stope koja se smatra opcepo-
znatom i kao takva je opéeprihvacena. Postavlja se pitanje $to je to kamatna stopa,
broj, uredeni par ili funkcija. Prikazuju se tri definicije kamatne stope, od kojih je
prva presjek ostalih dviju u slucaju kada je duljina razdoblja na koje se one odnose
jedini¢na. Usporeduju se jednostavna i slozena kapitalizacija. Pokazuje se da su ka-
matne stope u jednostavnom i slozenom modelu rasta razlic¢ite veli¢ine.

Definira se ekvivalentnost kamatnih stopa za diskretni jednostavni i sloZeni mo-
del rasta kapitala i pokazuje da je relativna kamatna stopa isklju¢ivo vezana za jedno-
stavni, a konformna za slozeni model rasta.

Ukazuje se na problem izvoda opcéeprihvacene formule za neprekidno ukama-
¢ivanje u slucaju slozenog ukamacivanja koja je dobivena matematicki korektno, ali
se zasniva na Cesto presucenoj pretpostavci. Ta pretpostavka je da se za ispodgodi$nje
kamatne stope uzimaju relativne kamatne stope koje nisu ekvivalentne godisnjoj ka-
matnoj stopi.

Obraduje se neprekidna jednostavna i slozena kapitalizacija i vrijednost kapitala
u proizvoljnim trenutcima. Pokazuje se povezanost formula neprekidne s formulama
diskretne kapitalizacije. Definira se ekvivalentnost kamatnih stopa u slucaju nepre-

'Predavanje odrzano na 9. kongresu nastavnika matematike 2022. u Zagrebu
*Drago Franciskovi¢, Medimursko veleuciliste u Cakovcu
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kidne jednostavne i slozene kapitalizacije. Spominje se problem cestog poistovjeciva-
nja kamatne stope i intenziteta ukamacivanja, iako se radi o povezanim, ali sasvim
razlic¢itim veli¢inama.

Kljucne rijeci: jednostavno i slozeno ukamacivanje, ekvivalentne kamatne sto-
pe, ekvivalentni kamatnjaci, neprekidna i diskretna kapitalizacija

1. Uvod

Problemi i zablude u nastavnim materijalima financijske matematike prvenstve-
no se pojavljuju u materijalima koji nisu namijenjeni matemati¢arima. Uobicajeno se
misli da je u tim materijalima sve poznato pa se njihov sadrzaj olako kopira i prenosi
dalje bez kritickog promisljanja o njegovoj korektnosti i jednoznac¢nosti. U ovom ce
se radu pokazati da to nije tako pa je potreban oprez pri prijenosu sadrzaja nastavnog
materijala. Promatrani problemi i zablude toliko su radireni da se u ovom radu ne
navode reference na neke od brojnih spornih nastavnih materijala jer se ne Zeli ni-
koga prozvati i povrijediti. Cilj je upozoriti na problematiku i zablude kako bi se oni
izbjegli u buduc¢im izdanjima materijala.

Osnovni pojmovi financijske matematike su:
- kapital - neko dobro ili dug, odnosno vrijednost dobra ili duga koji se povecava,

- kapitalizacija - promjena (najc¢es¢e povecanje) kapitala, (sinonimi: ukamacivanje,
akumulacija),

- kamata - cijena zaduzenja ili povecanje kapitala unutar nekog razdoblja duljine d,
- kamatna stopa - kamata jedini¢nog kapitala; i =i(d), npr. i = 12,3 % = 0,123.

Kada se kaze da je kamatna stopa 4,5, to znaci da je ona 450 %, a ne 4,5 %. Pone-
kad se npr. kaze da je ona 4,5 a misli se na 4,5 %, §to je pogresno, tako da tu treba biti

oprezan. Znak posto (%) neposredno iza broja znaci da se taj broj dijeli sa 100, npr.
12,3

12,3 % =——=0,123.
100
1.1. Problem kamatnjaka

U strucnoj literaturi i poslovnoj praksi spominje se i kamatnjak koji se uobicaje-
no oznacava s p. Sto je kamatnjak? Njegova definicija, koja se pojavljuje u spomenu-
tim spornim materijalima, nije jednoznacna.

U promatranim materijalima spominju se dva slucaja:
- kamatnjak je sinonim za kamatnu stopu, tj. p =i,

1
- kamatnjak je sto puta ve¢i od kamatne stope, tj. p = 100i, odnosno i = p oo p %.
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Obje bi definicije mogle biti prihvatljive, ali ne postoji usuglasenost koja ¢e se ko-
ristiti. Neki autori nastavnih materijala prednost daju jednoj, a neki drugoj definiciji.
Najveci problem je kada se unutar istog nastavnog materijala malo koristi jedna, pa
malo druga definicija. U primjerima se nerijetko kaze da je npr. kamatnjak p = 5 %,
a onda se u formulama p zamijeni s 5, a ne s 5 % tj. 0,05. U mnogim se materijalima

P

pojavljuje izraz 100 ili 1+ % . U tom sluc¢aju kamatnjak nikako ne moze biti sino-

nim za kamatnu stopu, a $to se zna pojavljivati u materijalima.

1.2. Problem formule neprekidne slozene kapitalizacije

Jedna od uobicajenih zabluda je dobro poznata formula za neprekidnu slozenu

kapitalizaciju .
C(t)=Cye", (1)

pri cemu je C(t) iznos kapitala u trenutku t >0 ; C, =C (0) ; 1 je prirast jedini¢nog ka-
pitala unutar razdoblju jedini¢ne duljine (jedini¢nog razdoblja — obi¢no jedne godine).

Pogledajmo sljedeci primjer koji pokazuje da je sporna definicija sama sebi kon-
tradiktorna.

Primjer 1.

Mlada $uma procijenjene drvne mase 1000 tona ima godisnji prirast 40 % (go-
di$nja kamatna stopa).

a) Kolika je procijenjena drvna masa Sume nakon pet godina?
b) Kolika je procijenjena drvna masa $ume nakon jedne godine?
Rjesenje:

C,=1000, i=40%, a=5, b=1.

a) C(5)=C,e" =1000e"** =7389,06,

b) C(1)=C,e” =1000e™"" =1491,82.

Iz rjeSenja pod b) slijedi da je godi$nje povecanje kapitala, tj. godi$nja kamata
491,82, odnosno slijedi da je godi$nja kamatna stopa 0,49182 = 49,182 %. To je u
kontradikciji s klju¢nim podatkom da je ona 40 %. Ta kontradikcija dovoljan je dokaz
da je promatrana sporna formula neprekidne kapitalizacije nekorektna. U nastavnim
materijalima u kojima se koristi ta sporna formula u pravilu se ne pojavljuju primjeri

u kojima se trazi iznos kapitala nakon jedne godine, ¢ime se izbjegava da se uoci
njena nekorektnost.

1.3. Vrste kapitala i modeli rasta kapitala

Razlikujemo dvije vrste kapitala s obzirom na njegovu sposobnost stvaranja no-
vog kapitala:
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- produktivni (onaj koji stvara novi kapital, proizvodi kamate),

- neproduktivni (onaj koji ne stvara novi kapital).

S obzirom na spomenute vrste kapitala, razlikujemo dvije vrste modela rasta ka-
pitala.

I. Model u kojem vrijedi nacelo da je produktivan samo pocetni kapital. Prema nje-

mu, kamata se obracunava samo na pocetni kapital, tj. ne racuna se kamata na
kamatu”.

Radi se 0 modelu poznatom kao model jednostavne kapitalizacije.

I1. Model u kojem vrijedi nacelo da je sveukupni kapital produktivan. Prema njemu,

kamata se obracunava na ukupni iznos kapitala, tj. racuna se .kamata na kamatu”
Radi se 0 modelu poznatom kao model sloZene kapitalizacije.

Modeli rasta kapitala bi se, s obzirom na to kada se obracunavaju kamate, mogli
podijeliti na diskretne i neprekidne. Diskretni model rasta kapitala model je rasta u
kojemu se porast kapitala dogada u diskretnim trenutcima. U pravilu, radi se o ekvi-
distantnim trenutcima, a razdoblje na kraju kojeg se obracunava porast kapitala (ka-
mata) naziva se razdoblje obracuna. U neprekidnom modelu kapitalizacija se dogada
u svakom trenutku. Ovdje e se pokazati da, unato¢ op¢oj prihvacenosti, u biti nema
razlike izmedu diskretne i neprekidne kapitalizacije.

2. Diskretni model rasta kapitala
Uvedimo sljedeée oznake:
C, - iznos pocetnog kapitala,

d - duljina razdoblja na koje se odnosi kamatna stopa (duljina razdoblja kamatne
stope),

i= i(d ) - kamatna stopa; stopa porasta kapitala u odnosu na jedini¢ni produktivni
kapital tijekom razdoblja duljine d,

n — broj uzastopnih razdoblja duljine d na kraju kojih se promatra iznos kapitala,
C, - iznos kapitala na kraju k-tog od promatranih uzastopnih razdoblja duljine d,
k=1,...,n,..., (Uo¢imo da C, ovisi o duljini razdoblja kamatne stope d.),

Cp i - iznos produktivnog kapitala na pocetku k-tog razdoblja duljine d.

2.1. Sto je kamatna stopa? Definicije kamatne stope

Unato¢ uobic¢ajenom vjerovanju, definicija kamatne stope nije jedinstvena. Po-
stoje dvije razlicite definicije i tre¢a koja u specijalnom slucaju (d = 1) zadovoljava
obje od tih definicija. MoZzemo se pitati .Sto je kamatna stopa? Broj, uredeni par ili
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funkcija?” Uobicajeno se uzima da je ona broj koji se odnosi na vremensku jedinicu
(osnovno razdoblje), no moze se odnositi na razdoblje bilo koje duljine.

Promatrajmo sljedece definicije kamatne stope.

C.-C,, Porast kapitaila'po' jgfiiniénc?.m produktivhom kapitalu tije-
=~c kom razdoblja jedini¢ne duljine (d = 1).
P.k-1 Kamatna stopa je broj i, odnosno uredeni par (1, i).

A i

Srednja brzina promjene (prosjecni linearni porast) kapitala
. C-C_, 1 Po jedini¢nom produktivnom kapitalu u razdoblju duljine d.
B 1y =————— Nazivaseinominalna kamatna stopa i odnosi se na jedini¢-
k= no razdoblje.
Kamatna stopa je uredeni par (d, 7).

C _C Porast, stopa rasta kapitala po jedini¢cnom produktivhom
Cc i(d)=———*L Kapitalu u razdoblju duljine d.
k-1 Kamatna stopa je uredeni par (d, i), odnosno funkcija i(d).

Produktivni kapital C,, | u definicijama ovisi o tome radi li se o modelu T ili
modelu II.

Cp 41 = C, uslucaju modela I, odnosno u slucaju jednostavne kapitalizacije.
Cp 1 = C,_, uslucaju modela I1, odnosno u slucaju slozene kapitalizacije.

Ocito je da su kamatne stope razli¢itih modela razlicite velicine jer se dobiju iz
razlic¢itih formula. Dakle, za svaku kamatnu stopu treba jasno re¢i je li ona jedno-
stavna kamatna stopa (za model I) ili slozena (za model II). U slucaju jednostavne
treba je koristiti samo u jednostavnom kamatnom racunu, a u slucaju slozene samo
u slozenom kamatnom rac¢unu. Uobicajeno se postupa suprotno; spomene se iznos
kamatne stope te se onda ona ponekad primjenjuje i u jednostavnom i u slozenom
kamatnom racunu.

Definicije B i C su razlicite, pa su odgovarajuce kamatne stope razlicite veli¢ine.
One imaju razli¢itu dimenziju® tj. pripadaju im razli¢ite mjerne jedinice. Kamatna
stopa iz B, i, ima dimenziju [T‘l] ,a i(d ) iz C nema dimenziju, odnosno kaze se
da ima dimenziju [1] . Definicija A podrazumijeva da je d = 1 i uz taj uvjet zadovo-
ljava obje preostale definicije. Posljedi¢no tome, dimenzija definicije A je dvojbena.

Kamatna stopa A odnosi se na jedini¢no razdoblje i na njega se primjenjuje.
Kamatna stopa C odnosi se na razdoblje duljine d i primjenjuje se na to razdoblje.
Kod kamatne stope B situacija je drugacija, ona se odnosi na jedini¢no razdoblje,

ali se primjenjuje na razdoblje duljine d. Kamatna stopa definirana u B uglavnom
se spominje u znanstvenoj literaturi i naziva se nominalna kamatna stopa (vidi [4]).

*Dimenzija neke velic¢ine je, pojednostavljeno receno, skup svih mogucih mjernih jedinica te velicine.
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Uocimo vezu izmedu definicije kamatne stope B i C, tj. da vrijedi i(d) =d i,

Nadalje, ukoliko drugacije nije rec¢eno, koristi se definicija C, a kamatna stopa je
funkcija duljine razdoblja na koje se odnosi, odnosno vrijednost funkcije za odrede-
nu duljinu.

2.2. Usporedba jednostavnog i slozenog modela rasta kapitala

Istaknimo da aritmeticki niz modelira diskretnu jednostavnu, a geometrijski niz
diskretnu slozenu kapitalizaciju. O¢ito je da je kamatna stopa i (d ) umodelul razli-
¢ita veli¢ina od kamatne stope i (d ) umodelu II. Bilo bi pozeljno da se za njih koriste
i razlicite oznake kao §to je to uobicajeno u sluc¢aju dekurzivne i anticipativne kapita-
lizacije. Nadalje ¢emo kamatnu stopu u slucaju jednostavne kapitalizacije oznaciti s
i,au slucaju slozene s i.

Slijedi usporedba modela jednostavne i modela slozene kapitalizacije s prikazom
formula za izracun iznosa kapitala u diskretnim ekvidistantnim trenucima kd, te for-
mule za izrac¢un vremenski konstantne kamatne stope.

Model I - jednostavna kapitalizacija

Model II - slozena kapitalizacija

C, =C,+C,i
C,=C,_, +C,i

Co =Gy (1+ki)=C, +Cy ki
{Ck }Z - aritmeticki niz (razlika niza je C, i)

C, =C,+C,(k-1)i

i je stopa rasta jedini¢nog pocetnog
kapitala na razdoblju duljine d.

C, =C,+C,i
C,=C,+C,,i=C,_ (1+i)

C, =C, (1+i)"

{Ck }g - geometrijski niz (kvocijent
nizaje 1 + i)

C, =C (1+i)

k=1

C k-t

r=1+i je faktor rasta jedini¢nog kapi-
tala na razdoblju duljine d.

T(d)=1’=1+i—&=k z&
Ciaa G
i(d)zlzck_ck—l _ G 1
Ciat Cia
i(d) =1 = k-1
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Primijetimo da je prirodno rast kapitala u slucaju jednostavne kapitalizacije po-
vezivati sa stopom rasta jedini¢nog pocetnog kapitala, i,au slucaju slozene s fakto-
rom rasta jedini¢nog kapitala, r. Medutim, i u slucaju slozene kapitalizacije tradicio-
nalno se forsira koristenje stope rasta, i, pri ¢emu se u pravilu ne pravi razlika te stope
od one kod jednostavne kapitalizacije, iako se radi o razli¢itim veli¢inama.

Funkcija C(k) =C, =G, (1 + kl(d)) je funkcija diskretne jednostavne kapitaliza-

cije, a funkcija C (k) =C, =C, (1 +i (d ))k je funkcija diskretne slozene kapitalizacije.

2.3. Kamatna stopa za razdoblje duljine manje od d

Za razdoblje obracuna, tj. razdoblja na kraju kojeg se obrac¢unavaju kamate i
pridodaju iznosu kapitala s pocetka tog razdoblja, uzimamo da je jednako razdoblju
kamatne stope. Ukoliko se obracun zeli raditi cesce, npr. m puta tijekom razdoblja
kamatne stope u jednakim razmacima, potrebno je na¢i odgovaraju¢e kamatne stopu
i (—j , odnosno i [iJ , ¢ijom ¢e se primjenom dobiti ista konac¢na vrijednost kapi-

m m
tala kao primjenom kamatne stope i (d ) , odnosno i (d ) .

Podijelimo razdoblje kamatne stope duljine d na m € N jednakih dijelova, kako

. . o« ee v e . n . .
je to prikazano na slici ispod. Prosirimo niz {Ck}o dodavanjem izmedu svaka dva

. v . v . . =\ nm . .
susjedna ¢lana m — 1 novih ¢lanova. Novi niz {C }0 generiran je kamatnom stopom

koja se odnosi na razdoblje obracuna duljine 4 .

m
?0 6‘1 F2 CH-I ?m C!H‘l ?Zm é[km
| |
Co L ) Cl _____ Cz _____ Ck
0 & 22 o d o d+s 2d kd
i(d)
i5)

Cilj je na¢i iznos kamatne stope na razdoblju duljine 4 . i (ij, odnosno
m
i (ij, uz uvjet da se njenom primjenom dobiju, u trenucima kd, iste vrijednosti
m

kapitala kao pri primjeni poznatog iznosa kamatne stope i (d) , odnosno i(d) , uz
postivanje nacela jednostavne, odnosno slozene kapitalizacije.

A d d —ynm
Primjenom i (—j, odnosno i(—), generira se niz {C} , t. niz
m m 0

Cy,C» C,, ..sC,, > .sC, . Treba biti zadovoljen uviet C,, =C, ,za k=0, ...,n.Za

m?

iznose kamatnih stopa i (d ) ii (ij , odnosno i (d ) ii [ij , kazemo da su u relaciji
m m

ako za njih vrijedi spomenuti uvjet. Ta relacija je relacija ekvivalencije. U slu¢aju mo-
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dela jednostavne kapitalizacije govorimo o jednostavnoj ekvivalentnosti, a u sluc¢aju
sloZene o sloZenoj ekvivalentnosti kamatnih stopa.

Razmotrimo paralelno slucajeve jednostavne i slozene kapitalizacije.

Model I - jednostavna kapitalizacija Model IT - slozena kapitalizacija

C, = Cy +kCyi(d) C. =G, (1+i(d))

_ _ — d . d B B km km
C,, =G, +kmC01(—J=CO +kmCOz(—) C., =C, [Hi[in =C, [H{in
m m m m

m
(d) i(d) Ldj _
—|= i| — |=wl+i(d)-1
4)-1 ~|-iita)
Relativna kamatna stopa Konformna kamatna stopa
A d
Sve kamatne stope i| — [,meN, Sve kamatne stope i ij,m e N, kon-

m X m
relativne su danoj kamatnoj stopi i(d ) i | formne su danoj kamatnoj stopi i (d ) i

medusobno su jednostavno ekvivalentne. | medusobno su sloZeno ekvivalentne.

Model diskretne jednostavne kapitalizacije vezan je uz ono §to nazivamo rela-
tivna kamatna stopa. Za danu stopu i(d) sve njoj relativne kamatne stope medu-
sobno su jednostavno ekvivalentne, tj. one ¢ine klasu jednostavne ekvivalencije.

Model diskretne slozene kapitalizacije vezan je uz ono $to nazivamo konformna
kamatna stopa. Za danu stopu i (d ) sve njoj konformne kamatne stope medusobno
su slozeno ekvivalentne, tj. one ¢ine klasu sloZene ekvivalencije.

Jednostavna i slozena ekvivalentnost kamatnih stopa, i njihovo jasno razlikova-
nje, imaju vaznu ulogu u suvremenom pristupu financijskoj matematici.

Clanove promatranih nizova {C . }Z i {C }Zm mogu se izracunati prema formu-
lama u sljedecoj tablici:

ModelI - jednostavna kapitalizacija Model II - slozena kapitalizacija

o =c0(1+kf(d))=c0(1+km§[%ﬁ c |6 =G (1+i(d)) =c0[1+i(%]jmk,

_ (d d km+j
e sfomlf). | oot

k=0,..n; j=0,.,m-1 (zak:tn) k=0,.,n; j=0,.,m-1 (zak;tn)
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Model diskretne jednostavne kapitalizacije je aritmeticki niz, a model diskretne
slozene kapitalizacije geometrijski niz. Svaki od ta dva modela, odnosno dva niza,
ima svoja svojstva i formule, tako da oni nemaju veze jedan s drugim. Nitko tko ima-
lo poznaje te nizove neée ni pomisliti pri radu s jednim nizom koristiti formule i svoj-
stva drugog. Medutim, gotovo je uobicajeno da se pri radu s modelom slozene kapi-
talizacije koriste formule i svojstva svojstvena modelu jednostavne kapitalizacije. U
slozenoj kapitalizaciji ¢esto se koristi relativna kamatna stopa iako ona s njom nema
nikakve veze! Radi se o neuskladenosti u koristenju modela sloZene kapitalizacije.

Nazalost, u praksi financijskih institucija uskladenost modela se ne postuje. Uo-
bicajeno je za banke da pri izracunu mjese¢nog anuiteta zajma koriste mjesecnu re-
lativhu kamatnu stopu ugovorene godi$nje kamatne stope. Takva praksa i sadrzaji
u nastavnim materijalima koji je opisuju dovodi do problema i zabluda u primjeni
slozene kapitalizacije (slozenog kamatnog rac¢una) i njenog razumijevanja. Poslje-
di¢no tome, slozeni kamatni racun nepotrebno se komplicira. Upravo zbog takve
prakse potrebno je u nastavnim materijalima financijske matematike, nakon sto se
obradi korektan nacin, obraditi i nac¢in na koji se financijska matematika primjenjuje
u praksi, ali uz nuznost naglasavanja da se radi o neuskladenosti. Naravno, dok se
eventualno u nekoj buducnosti ne promijeni praksa financijskih ustanova i one ne
po¢nu postivati uskladenost modela.

2.4. Diskretni slozeni model rasta i problem u praksi

Kao $to je spomenuto, uobicajeno je da banke umjesto konformne koriste re-
lativhu mjese¢nu kamatnu stopu. Pogledajmo $to se dogada s geometrijskim nizom
{Ck}z kada se, kako se to obi¢no kaze, umjesto konformne kamatne stope koristi
relativna, tj. kada se za danu slozenu kamatnu stopu i (d ) umjesto formule za njoj

konformnu kamatnu stopu, i (i) =1/1+i(d) 1, koristi ona za njoj relativnu ka-
matnu stopu, 1[ij = l(—) .

m m
m 1k zamjena (4 m Ik
ck=c0[1+i(d)]k=c0 (m(%j} = (dj i(d)| = C, [1+%} =D,.(2)
i|—| s —=
m m

Dobije se jedan sasvim drugi niz, {Dk }Z , koji ne opisuje promatrani proces nego neki
drugi proces.

Npr.uz d =1, niz {Ck }Z mogao bi predstavljati iznos drvne mase krajem godine
ujednoj, a {Dk }Z u nekoj drugoj Sumi. Dakle, spomenutom zamjenom dolazi do za-

blude; umjesto promatranja procesa rasta prve, promatra se proces rasta druge Sume
misleci da se radi o onoj prvoj.
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Problem .krive Sume” rijesen je na vrlo neobican nacin. Umjesto da se za raz-

doblje duljine — koristi kamatna stopa koja je slozeno ekvivalentna onoj koja gene-

. . n . . v
rira niz {Ck }0 (konformna kamatna stopa), iz nejasnog razloga uporno se zadrzava

. d m
izraz desno od znaka nejednakosti u (2), C, [1 + M] , tako da se korigira broj-
m

nik, a zadrzava m u nazivniku. Uz d = 1, u tom izrazu, kamatna stopa i(d) u brojniku

zamijeni se nominalnom kamatnom stopom i, =i, (—j =i, = i) (definicija B
m

m

uz d= 1 ), tako da jednakost vrijedi, tj.
m

o =mi(i) = m[[lﬂ'(l)]:n —1} : (3)

Nakon te korekcije imamo
k

C, =C, EHIMJ . (4)

m

Kamatna stopa i( j ona je koja generira niz {E }Zm ; ona je konformna kamatnoj

1
stoiil tj. i| — |=
pi i(1), 1 [m} [
noj stopi i, , —
m

Kamatna stopa

+1 }m —1, a relativna je spomenutoj nominalnoj kamat-

m

. m
i

iefzi(1)=(1+ﬂj ~1. (5)

se, u odnosu na nominalnu, tada naziva efektivna (u¢inkovita, djelotvorna) kamatna

stopa. Ona se odnosi na jedini¢no razdoblje. Razdoblje obracuna duljine — poseb-
m

no se istice, i to je razdoblje za koje je nominalna kamatna stopa, i, =i, , odredena
i na koje se primjenjuje. "

U slucaju primjene nominalne kamatne stope nuzno je navesti i razdoblje obra-
¢una. Kada je jedini¢no razdoblje jedna godina za nominalnu kamatnu stopu i
kaze se da je ona primjenjiva m puta godisnje, tj. za kamate se kaze da se obracuna-
vaju (placaju) m puta godisnje.

U slucaju kada je d = 1, sve je matematicki korektno i jednakost (4) vrijedi. Po-
stavlja se pitanje: Koja je svrha takvog pristupa koji je ograni¢en samo na slucaj d = 1
i neophodno je spominjanje i koristenje nominalne i efektivne kamatne stope?”. Ima
li to kompliciranje smisla?
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Zar nije jednostavnije i smislenije re¢i .mjese¢na kamatna stopa 1 %” nego «go-
di$nja nominalna kamatna stopa 12 % koja se primjenjuje mjesecno” ili «1 % mjesec-
nih kamata” umjesto .12 % godisnjih kamata obracunatih mjese¢no”? Odgovarajuca
efektivna kamatna stopa u slu¢aju spomenutog primjera izrac¢unata na 4 decimalna
mjesta je 12,6825.

Gotovo u pravilu, u nastavnim i stru¢nim materijalima i praksi, svaka zadana
kamatna stopa, i, naziva se nominalnom i takvom se smatra. To je zbog utjecaja ban-
karske prakse u kojoj je dana kamatna stopa doista uglavnom nominalna i uglavhom
se primjenjuje na razdoblje od jednog mjeseca. Drugim rije¢ima, za takvu zadanu
godisnju kamatnu stopu u izracunu se koristi njoj relativna mjese¢na kamatna stopa
koja se u izracunu uzima kao mjese¢na slozena kamatna stopa. Tako se npr. to radi pri
izra¢unu mjesecnog anuiteta zajma. Stvarno koristena godi$nja kamatna stopa tada
je efektivna kamatna stopa i ona je veca od zadane nominalne. Nema potrebe da se
zadaje nominalna (dakle godi$nja) kamatna stopa ukoliko se u izrac¢unu koristi mje-
se¢na slozena. Moze se zadati slozena mjese¢na ili njoj slozeno ekvivalentna godi$nja.

Opc¢enito, zadati se moze i kamatna stopa koja se primjenjuje na isto razdoblje
na koji se odnosi. Npr. moze se zadati polugodisnja slozena kamatna stopa. To bi mo-
glo biti prihvatljivo u teoriji, ali ne i u praksi pri kontaktu s klijentima, jer se u praksi,
s dobrim razlogom, spominju iskljuc¢ivo zadane godi$nje kamatne stope. Tako se ra-
zlic¢ite vrijednosti kamatne stope mogu usporedivati. Ona veca ¢e prouzrociti i vece, a
manja manje kamate. Ali to nije slu¢aj s nominalnim kamatnim stopama ukoliko su
razdoblja na koja se one primjenjuju razlicite duljine.

Tako ¢e npr. nominalna kamatna stopa od 9,9 %, koja se primjenjuje polugodis-
nje, prouzrociti manju kamatu od nominalne od 9,8 % koja se primjenjuje kvartalno.

Nema potrebe zadavati nominalnu kamatnu stopu koja daje razli¢ite kamate ovi-
sno o duljini razdoblja na koje se primjenjuje. Zar nije jednostavnije zadati godisnju
kamatnu stopu koja bi bila jednaka efektivnoj?

Za potrebe izracuna na razdobljima razli¢itim od jedini¢nog razdoblja mogu se
koristiti njoj slozeno ekvivalentne kamatne stope koje se odnose na razdoblja razlicite
duljine kako je to prikazano ranije u ovom radu.

Tako da se uopce ne treba koristiti niti spominjati nominalna kamatna stopa i
njoj pridruzena efektivna kamatna stopa.

Napomenimo da i, ovisi o m, $to se olako zaboravlja, a $to dovodi do neko-
rektnosti i velike zablude u izvodu formule za neprekidnu kapitalizaciju. Uz nomi-

nalnu kamatnu stopu veZe se i razdoblje obra¢una duljine — koje je uvijek potrebno

spomenuti. Pri kori$tenju efektivne kamatne stope i(l) spominjanje razdoblja obra-
¢una nije potrebno jer je ono jednako razdoblju kamatne stope, 1 ili d.
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3. Neprekidna kapitalizacija i vrijednosti kapitala u
diskretnim trenutcima

U neprekidnom modelu kapitalizacija se dogada u svakom trenutku. Za sada nas
zanima vrijednost kapitala u diskretnim trenucima kd, za k =1,...,n u slucaju nepre-
kidne kapitalizacije. Poslije ¢e se obraditi neprekidna kapitalizacija kojom se dobiva
vrijednost kapitala u proizvoljnim trenutcima.

3.1. Nekorektna formula neprekidne slozene kapitalizacije

Nekorektna formula neprekidne slozene kapitalizacije izvodi se tako da se krene

i m
od ranije spomenute jednakosti C, =C, HIJrﬂj } u kojoj se ignorira ¢injenica
m

da zadana nominalna kamatna stopa, i, =i ovisio milise i, olako zamijeni

nom > m

nenominalnom zadanom kamatnom stopom, i, =1, (1) , koja se odnosi na jedini¢no
razdoblje (uglavnom se radi o jednoj godini) i koja kao takva ne ovisi o m. Zatim se
gleda $to se dogada s C, kada m — 0. Grani¢nu vrijednost za C, oznac¢imo s C, .

k
C,, = lim C, HH'—ZJ } =G, " . (6)
m-—>0 m

Matematicki korektno, ali ona ne opisuje promatrani proces, odnosno proma-
trani model rasta, jer se zasniva na nekorektnim pretpostavkama. Iako je uvodni pri-
mjer dovoljan da se pokaze nekorektnost te formule, pokazimo to i opéenitije. Nadi-
mo kamatnu stopu procesa slozene kapitalizacije koji generira niz {Ckm }Z .

i i (k— i (k_l) i, —
i:i(1)=c"_c"1=C°eZk_C°eZ( 2 G ( 1)=e’>—1. (7)
Ck—l Coezz (k—l) Coezz (k—l)

Dakle, kamatna stopa na jedini¢cnom razdoblju nije i, kako se smatralo. To spornu
formulu ¢ini kontradiktornom; sama je sebi kontradiktorna.

Uocimo da je i, =ln(1+i), a to je intenzitet kapitalizacije (brzina kapitaliza-
cije) koji oznacavamo s d. Uvrstimo li tu jednakost u izraz za C, ,, imamo da je
C.. =C, (1+i) =C, .

3.2. Korektna formula neprekidne jednostavne i slozene kapitalizacije

Promatrajmo situaciju u kojoj se razdoblje obracuna duljine 4 smanjuje, tj. m

m

se povecava i tezi u beskonacnost. Odnosno, promatrajmo vrijednost ¢lanova niza

{C . }Z u slucaju neprekidnog obracunavanja, tj. u slucaju neprekidne kapitalizacije.
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Koriste¢i ekvivalentnost kamatnih stopa i (d) ii (ij, odnosno i(d) ii (ij , dobi-
m m

vaju se korektne formule za neprekidnu jednostavnu i slozenu kapitalizaciju:

Cy ., = lim C, (1 + kmz(iD
m—»o0 m

mk
Gy, =lim C, (1+ I(ED

Vidi se da su formule za izracun iznosa kapitala C, u diskretnim trenucima kd,
za k=1,..,n isteiu slucaju diskretne i u slu¢aju neprekidne kapitalizacije.

jednostavna ekvivalentnost

kamatnih stopa 1(ij i z(d) :rlniillco (1+ki(d)):ck,
m

sloZena ekvivalentnost

. ) ko
kamatnih stopa 1(ij i i(d) =,1,1230C0(1+1(d)) _Ck.

m

Kao rezultat primjene ekvivalentnih kamatnih stopa, slijedi da je za izracun
iznosa kapitala u trenutku kd, C,, duljina razdoblja obra¢una, — , nebitna. (Duljina

razdoblja obracuna bitna je jedino ukoliko je zadana kamatna stgqpa nominalna i tada
je razdoblje na koje se ona primjenjuje razdoblje obra¢una.) Osim pocetnog iznosa
C, » bitan je iznos kamatne stope i (d )» odnosno i(d), i duljina razdoblja na koje se
ona odnosi d.

Ovime je pokazano da iznosi C, ostaju isti neovisno od toga je li kapitalizacija
diskretna ili neprekidna. Moze se smatrati da je sama kapitalizacija neprekidan pro-
ces. To $to nas zanima iznos kapitala u tom procesu u diskretnim trenutcima i $to ga
izra¢unavamo i tim diskretnim trenutcima ne znaci da je i kapitalizacija diskretna.

4. Neprekidna kapitalizacija i vrijednosti kapitala u proiz-
voljnim trenutcima

4.1. Funkcije neprekidne kapitalizacije

Promatrajmo funkciju jednostavne kapitalizacije definiranu na skupu nenegativnih
cijelih brojeva k=0, 1, ..., n .
C(k)=C, =C, (1+ki(d)). 8)
Skup svih njenih vrijednosti ¢ini aritmeticki niz {Ck }Z . Drugim rijecima, aritme-
ticki niz modelira diskretnu jednostavnu kapitalizaciju. Funkcija diskretne jedno-
stavne kapitalizacije prirodno se mozZe prosiriti na realne brojevet € [O,nd] tako da

se u prethodnoj jednakosti stavi da je k = L , odnosno da je t = kd . Tako dobivamo

funkciju neprekidne jednostavne kapitalizacije:

C(t)=C0[1+tr(d—d)D. 9)
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Radi se o linearnoj funkciji, tj. linearna funkcija modelira neprekidnu jednostavnu
kapitalizaciju.

Promatrajmo funkciju slozene kapitalizacije definiranu na skupu nenegativnih
cijelih brojeva k=0, 1, ..., n

C(k)=C, =G, (1+i(d))" . (10)

Skup svih njenih vrijednosti ¢ini geometrijski niz {Ck }Z . Drugim rijecima, ge-
ometrijski niz modelira diskretnu slozenu kapitalizaciju. Funkcija diskretne slozene
kapitalizacije prirodno se moze prosiriti na realne brojeve te[O, nd] tako da se u

prethodnoj jednakosti stavi da je k = é ,odnosno da je t = kd. Tako dobivamo funk-

ciju neprekidne slozene kapitalizacije:

C(t):COL[Hi(d)];]t : (11)

Radi se o eksponencijalnoj funkciji, tj. eksponencijalna funkcija modelira neprekid-
nu slozenu kapitalizaciju.

Napomena:

Dovoljno je znati izraze za neprekidnu kapitalizaciju jer se iz nje, uz supstituci-
ju t =kd, dobiju izrazi za diskretnu kapitalizaciju kada je k prirodan broj, tj. kada
je t visekratnik od d. Slijedi da je dovoljno razmatrati neprekidnu kapitalizaciju, a
diskretna je samo njena restrikcija na realne brojeve t koji su viSekratnici duljine
razdoblja kamatne stope d.

Sve u svemu, dovoljno je promatrati neprekidnu kapitalizaciju kako je ovdje izve-
dena, a ukoliko nas zanima diskretna, samo se nacini restrikcija funkcije ¢t = C (t)
na diskretan skup 0,d,2d, ....kd, ...,nd ,tj. za t =kd gdjeje k=0,1L,...n.

4.2. Ekvivalentne kamatne stope

Kamatne stope i (dl) ii (dz), odnosno i (d1) ii (dz), ekvivalentne su ako se
njenom primjenom, za svaki t, dobije ista vrijednost kapitala C (t) .

Jednostavne kamatne stope i (d1) ii (dz) jednostavno su ekvivalentne ako vri-

jedi A

Prema tome, za poznatu (zadanu) kamatnu stopu i (d,) njoj jednostavno ekvivalen-

tna kamatna stopa 1(d) , koja se odnosi na razdoblje duljine d, je 1(d) =1c(d1 )di .

1

1
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Radi se o kamatnoj stopi koja je relativha zadanoj. Posljedi¢no vrijedi da je
1

i(1)=i(d)-

Slozene kamatne stope i (d1) ii (dz) slozeno su ekvivalentne ako vrijedi

1 1
[1+i(d))]4 =[1+i(d,)]% . (13)
Prema tome, za poznatu (zadanu) kamatnu stopu i (d1 ) njoj sloZeno ekvivalentna

kamatna stopa i(d) , koja se odnosi na razdoblje duljine d, je i(d)= [1 +i(d, )]dT -1.

Radi se o kamatnoj stopi koja je konformna zadanoj. Posljedi¢no vrijedi
1
i(1)=[1+i(d)]e -1.

Na opisani nacin, u slucaju definicije C, definirane su sljede¢e funkcije:

i(d
d— l:l(d—l)}l - funkcija jednostavno ekvivalentnih kamatnih stopa (Slika 1., lijevo),
1
1

d
d— {(1 +i (d1 ))dl} —1 - funkcija slozeno ekvivalentnih kamatnih stopa (Slika 1., desno).

Slika 1. prikazuje grafove funkcija jednostavno ekvivalentnih kamatnih stopa
(lijevo) i slozeno ekvivalentnih kamatnih stopa (desno) pri definiciji kamatne stope
C. Svaka tocka (d,f (d )) na lijevoj i svaka tocka (d,i (d)) na desnoj krivulji pred-
stavlja kamatnu stopu. Sve tocke na nekoj krivulji predstavljaju medusobno ekviva-
lentne kamatne stope. Svaka krivulja predstavlja klasu ekvivalencije kamatnih stopa

definiranih definicijom C. Sada se kamatna stopa moze smatrati i funkcijom i (d ) ,
odnosno funkcijom i(d).

// g
Wd) i)

i(d2)

() i(dh)

0 d1 @ d o d & d

Slika 1. Grafovi funkcija jednostavno i sloZeno ekvivalentnih kamatnih stopa
definiranih definicijom C
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Derivacija funkcije ekvivalentnih kamatnih stopa za d = 0 naziva se brzina (in-
tenzitet) kapitalizacije i oznacava s 0. Ona se pojavljuje u opisu procesa kapitalizacije

diferencijalnom jednadzbom.

4.3. Diferencijalni modeli rasta

Model I - jednostavna kapitalizacija

Model II - slozena kapitalizacija

C'(t)=6C,, C,=C(0)
C(t)=C,(1+9)
f(d)zwzgd

= d_T:

C'(t)=6C,, C,=C(0)
C(H) = Ce*
C(t+d)-C(t) a4

i(d)sze -1

5=1n(1+i(d))§ =1In(1+i(1))

U slu¢aju modela II, tj. u slucaju slozene kapitalizacije, ¢esto se intenzitet kapi-
talizacije 0 poistovjecuje s efektivnom kamatnom stopom i(l) ili nominalnom ka-
matnom stopom i, =i, Budu¢idaje 6 =i, =i (1), u sluaju jednostavne kapita-
lizacije to je u redu. Medutim, u slucaju slozene kapitalizacije, to je pogresno (0 #1i,
io=i(1)).

Rjesenje diferencijalne jednadzbe modela Il je C(t)= Coeat ,ane C(t) = Coei(l)t
niti C (t) =C,e"". T ovdje se vidi da je prvo potrebno odrediti radi li se o jednostavnoj
ili o slozenoj kapitalizaciji, te onda primijeniti svojstva i jednakosti koje su svojstvene
odabranom modelu kapitalizacije.

4 4. Definicija kamatnih stopa i odgovarajuci izrazi konacne vrijednosti C(f)

Dovoljno je kamatnu stopu definirati za neprekidnu kapitalizaciju, kako je dano
ispod, a uz transformaciju t =kd , C(t) = C(kd) =C, , k=0,..,n dobiju se definici-
je za slucaj diskretne kapitalizacije. Isto vrijedi i za vrijednost kapitala.

Model I - jednostavna kapitalizacija

. Vrijednost
Kamatna stopa Opis kamatne stope kapitala C()
Porast kapitala po jedini¢cnom pocet-
, C(t+1)-C(t) nom kapitalu tijekom razdoblja jed- .
A l=—( ) ( ) iy p.. : ] C0(1+it)
C ini¢ne duljine (d = 1). Kamatna stopa

je broj i , odnosno uredeni par (l,f ) .
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Srednja brzina promjene (prosjecni

linearni porast) kapitala po jed-

ini¢nom pocetnom kapitalu u razdo- )
blju duljine d. Naziva se i nominalna  C, (1+ i t)
kamatna stopa i odnosi se na jed-

ini¢no razdoblje. Kamatna stopa je

uredeni par (d,f 2

Porast, stopa rasta kapitala po jed-
) C(t+d)—c(¢) iniénom pocetnom kapitalu u razdo- d
C i(d)zu blju duljine d. Kamatna stopa je C,| 1+ Z( ) t
0 uredeni par (d,f),odnosno funkcija

i(d).

Model II - sloZena kapitalizacija

Vrijednost

Kamatna stopa Opis kamatne stope kapitala C(f)

Porast jedinicnog kapitala tijekom
C(t+l)—C(t) razdoblja jedini¢ne duljine (d = 1). N
C(t) Kamatna stopa je broj i, odnosno Co (I‘H)
uredeni par (l,i).

Srednja brzina promjene (prosjecni
linearni porast) jedini¢nog kapitala u
1 razdoblju duljine d. Naziva se i nom- a7
TE inalna kamatna stopa i odnosi se na Co |:(1+dld )d}
jedini¢no razdoblje. Kamatna stopa je
uredeni par (d,i,).

Porast, stopa rasta jedini¢nog kapitala
B C(t +d )—C(t) u razdoblju duljine d. Kamatna stopa

. 1 t
c i(d)= C(t) uredeni je par (d,i), odnosno funkci- C, [(H‘i(d))d}
ja i(d).

5. Zakljucak

Budu¢i da su kamatna stopa i iznos kapitala u slucaju slozene kapitalizacije ra-
zlicite veli¢ine od onih za slucaj jednostavne kapitalizacije, prvo treba jasno odrediti
promatra li se proces slozene ili jednostavne kapitalizacije. Kamatna stopa definirana
definicijom B ocito je razli¢ita velicina od one definirane definicijom C. Tada se treba
jasno odrediti koristi li se definicija kamatne stope B ili C. Kada se koristi definicija A,
treba biti jasno radi li se u biti o definiciji B ili C u specijalnom slucaju kada je d = 1.
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Relativna kamatna stopa isklju¢ivo je vezana uz jednostavnu, a konformna uz
slozenu kapitalizaciju. U praksi i stru¢noj literaturu relativna se kamatna stopa ko-
risti u sloZzenom kamatnom racunu, ¢ime se ra¢un nepotrebno komplicira, izvode
se krive formule, izvlace krivi zakljucci i gubi njegova jasnoca i jednostavnost. Pri-
mjer je opéeprihvacena, ali pogre$na formula neprekidne kapitalizacije. Primjenom
ekvivalentnih kamatnih stopa pojednostavljuju se izracuni kamatnog rac¢una i nestaje
potreba za posebno isticanje i koristenje relativne, konformne, nominalne i efektivne
kamatne stope, te sva slozenost i upitnost njihovih primjena.

Nominalna kamatna stopa odnosi se na jedini¢no razdoblje. Ona nije konstanta
i ovisi o duljini razdoblja na koje se primjenjuje. Nazalost, ¢esto se uzima da je ona
konstanta, $to dovodi do pogre$nog izvoda formule za neprekidnu kapitalizaciju koja
se masovno Kkoristi.

Diskretna i neprekidna kapitalizacija predstavljaju isti proces kapitalizacije. U
prvoj je domena ekvidistantan diskretan, a u drugoj neprekidan skup realnih brojeva.
Formula za neprekidnu kapitalizaciju identi¢na je onoj za diskretnu, uz konverziju
nezavisne varijable # u t, gdje je t = nd. Dakle, dovoljno je razmatrati i proucavati ne-
prekidnu kapitalizaciju, pri ¢emu treba biti oprezan, i parametar 9, tj. brzinu nepre-
kidne kapitalizacije, odnosno intenzitet kapitalizacije, u sloZzenom diferencijalnom
modelu ne poistovijetiti s kamatnom stopom i.
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