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Neuronske mreze - aproksimatori funkcija
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Sazetak

Umjetna inteligencija integrirana je u svim aspektima modernog zivota. Na primjer, u svijetu pametnih telefona, umjetna inteligencija
omogucuje napredne funkcije kao Sto su prepoznavanje lica, personalizirane preporuke i optimizacija baterije. Brojne primjene
nalazimo takoder i u drugim digitalnim uredajima, vozilima, medicini, znanosti i industriji. Neuronske mreze su jedan od alata
strojnog ucenja, koje je grana umjetne inteligencije i pokazuju veliku sposobnost aproksimacije funkcija, predvidanja i prepoznavanja
objekata. S obzirom na veliki broj hiperparametara koji znatno utjecu na uspjesnost rada neuronskih mreza, njihovo treniranje moze
biti zahtjevan i dugotrajan proces. Znanost jo$ uvijek nema konkretne odgovore na mnoga vazna pitanja u ovom podrudju, ali se
ulazu znatni napori u njihovo istraZivanje i eksperimentalno usavrSavanje. U ovom radu prezentirat ¢e se osnovna teorija neuronskih
mreza i demonstrirati proces uenja neuronske mreze na primjerima funkcija u jednoj i dvije dimenzije.
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1 Uvod

Znanstvenici i izumitelji Zele kreirati strojeve sa sposobnos¢u razmisljanja barem od vremena stare Grcke, cemu svjedoce i mitoloske price.
Takoder, stotinu godina prije izlaska prvog racunala, ljudi su razmatrali mogucénost da stroj postane inteligentan. U poletnoj fazi nastajanja
umjetne inteligencije, podrucje se najprije dotaklo i rijesilo neke vrlo zahtjevne i teSke zadatake za ljude, ali jednostavne za racunala zbog
postojanja strogih formalnih pravila koja opisuju takve probleme, npr. igranje Saha. IBM-ov Deep Blue sustav za igranje Saha pobijedio je
Garryja Kasparova, tada svjetskog prvaka u Sahu, 1997. godine. Sah je vrlo kompleksna igra iz pogleda Covjeka, ali s obzirom da se moze
opisati vrlo formalnim algoritmom i pravilima, racunalo moze igrati Sah s lako¢om, predvidajuci veliki broj poteza unaprijed. Zanimljivo je da
unotac tome, mnoge stvari koje su ljudima jednostavne, racunalnim sustavima su izrazito teske, poput prepoznavanja objekata ili glasa [2].

Umjetna inteligencija (UI) postaje neizostavni dio nase svakodnevnice. Osim navedenih funkcija na pametnim telefonima, te igranja igara, tu
su pametni satovi koji koriste UI za pracenje zdravstvenih parametara, poput otkucaja srca i kvalitete sna, pruzajuéi korisnicima uvid u
njihovo zdravlje u stvarnom vremenu. UI igra klju¢nu ulogu u modernoj upotrebi Interneta i e-mail komunikacije, gdje se koristi za filtriranje
nezeljene poste, personalizaciju sadrzaja i poboljSanje sigurnosti. U automobilskoj industriji doprinosi razvoju autonomnih vozila, poboljSava
sustave pomoci vozacdima i optimizira upravljanje prometom. U podrudju medicine pomaze u dijagnostici, lijeCenju i upravljanju zdravstvenim
informacijama. Pronalazi Siroku primjenu u gotovo svakom industrijskom sektoru, gdje znacajno doprinosi efikasnosti, razvoju inovacija i
automatizaciji procesa rada.

Zamislimo neki objekt koji nam je svima poznat, npr. stolica, i poku$ajte si zamisliti u kojim se sve varijantama pojavljuje. Dakle, Covjek je
izlozen velikom broju informacija iz svijeta koji nas okruzuje, ¢ime konstantno dobiva iskustvo i nova znanja. Covjek ima sposobnost
razmisljati subjektivno i intuitivno, u situacijama kada je pojavu ili objekt gotovo nemoguce opisati na formalan nacin. Brojni dosadasnji



pokusSaji da se svijet oko nas opise strogo formalnim jezikom kako bi racunalni sustav mogao u njemu biti uspjesan nisu dali zadovoljavajuce
rezultate. Ra¢unalni sustavi iz podruc¢ja umjetne inteligencije najéesée su sposobni raditi jednu ili nekoliko stvari vrlo dobro, ali zaostaju u
implementaciji ucenja iz iskustva koje dobivaju iz svijeta oko sebe. Razvoj velikih jezicnih modela, tzv. LLM (engl. Large Language Model)
poput ChatGPT [7] i drugih, privukao je veliku pozornost javnosti na ubrzani razvoj umjetne inteligencije i stavlja naglasak na neka klju¢na
pitanja za buducnost, poput sigurnosti i regulacijskih prava umjetne inteligencije. Takvi modeli daju dojam superiornosti nad ¢ovjekom u
nekim situacijama, iako se temelje na jednostavnom principu predvidanja, a trenirani su na ogromnim koli¢inama podataka. Ovi sustavi
primjer su zacetka procesa dobivanja istinski inteligentnih sustava u buducnosti.

Dakle, umjetna inteligencija je racunalni sustav koji moze obavljati zadatke koji inaCe zahtijevaju ljudsku inteligenciju, kao Sto su vizualna
percepcija, prepoznavanje govora, donosenje odluka i prevodenje s jednog jezika na drugi. Strojno u¢enje je grana umjetne inteligencije.
Najvaznija znacajka lezi u sposobnosti ucenja kada je izlozena velikim koli¢inama podataka, bez ljudske intervencije i programiranja. Ucenje
najcesce podrazumijeva da algoritmi strojnog ucenja pokusavaju minimizirati zadanu pogresku ili maksimizirati vjerojatnost toc¢nog
predvidanja. Obi¢no su pocetna predvidanja pogresna, stoga izmjerimo koliko su predvidanja pogresna suprotstavljajuci ih pravim ili
ocekivanim vrijednostima, a zatim upotrijebimo tu pogresku da modificiramo sustav umjetne inteligencije. Neuronske mreze su alat strojnog
ucenja, a onda i umjetne inteligencije, sto je ilustrirano na slici 1. Treniranje neuronskih mreza izvrSava se na opisani nacin - nastavljamo
mjeriti pogresku i mijenjati parametre neuronske mreze sve dok ne postignemo dovoljno "malu" pogresku. Vise o tome moze se procitati u

[4].
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Slika 1: Hijerarhijski prikaz odnosa neuronskih mreza, strojnog uc¢enja i umjetne inteligencije. Neuronske mreze su dio strojnog ucenja, koji
je dio umjetne inteligencije.

2 Neuronske mreze

Neuronske mreze su racunalni sustavi koji su inspirirani bioloskim neuronskim mrezama koje Cine Zivotinjski mozak. Sastoje se od slojeva, a
slojevi od neurona. Slojevi neuronske mreze su povezani jedni s drugima, te pocinju ulaznim slojem koji prima podatke i Salje ih u skrivene
slojeve. U skrivenim slojevima se podaci obraduju i $alju u neurone izlaznog sloja koji daje izlaz neuronske mreze. Neka je N1 broj slojeva
neuronske mreze. Ako je N, > 3, pri ¢emu ulazni sloj ne ubrajamo, mrezu zovemo dubokom, a inade ju zovemo plitkom. Glavno obiljezje
neuronskih mreza je sposobnost ucenja na temelju ulaznih podataka. Uobicajeno se vecina skupa podataka koristi za ucenje, dok se ostatak
upotrebljava za testiranje sposobnosti generaliziranja - npr.,, 90% podataka koristi se za treniranje neuronske mreze, a preostalih 10% za
testiranje. Jedan prolazak algoritma kroz podatke za treniranje (ucenje) nazivamo epoha.

Neuronske mreze su iznimno prilagodljive, pomazu nam grupirati neobiljezene podatke prema sli¢nosti na temelju ulaznih podataka,
napraviti predvidanja i/ili klasificirati podatke na temelju skupa podataka za treniranje. Postoje brojne vrste neuronskih mreza, koje se
razlikuju prema arhitekturi, nacinu ucenja i sl. Naj¢esSce vrste neuronskih mreza su umjetne, povratne i konvolucijske. Princip u¢enja zasniva
im se na slicnim matematickim nacelima. Imaju ulaze na temelju kojih kroz slojeve trebaju stvoriti smisleni izlaz koji su "naucile"
minimizirajuéi funkciju gubitka. Svaki neuron posjeduje teZinu w koja se propagira na sljedeci sloj kroz aktivacijsku funkciju i na taj nacin se



dobivaju izlazi. Detaljnije o tome moZze se pronadi na web stranicama [5] i [6]. Na slici 2 prikazana je arhitektura neuronske mreze sa tri
ulazna podatka, jednim skrivenim slojem koji sadrzi Cetiri neurona i dva izlaza.

Ulazni sloj Skriveni sloj Izlazni sloj

Slika 2: Graficki prikaz umjetne neuronske mreze koja sadrzi ulazni, jedan skriveni i izlazni sloj.

Ulazi imaju oznake z,,p = 1,...,n, tezine Wl’; € R, gdje je ¢ redni broj neurona prethodnog sloja, j redni broj neurona trenutnog sloja, k
redni broj trenutnog sloja, b;? € R, a vrijednost izraza ax;j se dobiva po formuli:

agj =0 ZW¢§w1+b§ k=1

arj =0 ZWi];ai,kfl‘f‘b? ik=2,3,...,Ng
;

Funkcija o se naziva aktivacijska funkcija i koristi se kako bi neuronska mreza mogla uspjesno uciti nelinearna preslikavanja. Aktivacijska

funkcija djeluje po komponentama ulaznog vektora. Izbor te funkcije vrlo je vazan dio konstruiranja neuronske mreze, jer o njenom odabiru
ovisi brzina ucenja i performanse same neuronske mreze. Naj¢e$¢e upotrebljavane aktivacijske funkcije su: sigmoid o(z) = Hﬁ’ tangens
hiperbolni o(z) = tanh(x), ReLU o(z) = maz (0, z) i Leaky ReLU o(x) = maz(az, x), gdje je € R najéedce pozitivha konstanta manja

od jedan. Dublje mreze zapisujemo kao kompoziciju funkcija, te se tada za y € R? neuronska mreza zapisuje kao kompozicija
NM(y) =Cn, cc0Cn,—1000...00C 000 Ci(y), (1)

pri ¢emujezal < k < K, Ci(zr) = Wizr + br, Wi, € Rd’““d’f, zr € Rd’“, bi, € R%1. Grafi¢ki prikaz neuronske mreze koja sadrzi pet
skrivenih slojeva dan je na slici 3.
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Slika 3: Graficki prikaz umjetne neuronske mreze sa pet skrivenih slojeva.

Broj parametara za treniranje se racuna po pravilu

L
Npamm = ZNka—l + Nk, (2)
k=1

gdje je L broj slojeva neuronske mreze, Nj, broj neurona u k-tom sloju. Tada neuronska mreza sa slike 3. sadrzi:

e ulazni sloj — prvi skriveni sloj: 3 - 3 + 3 = 12 parametara

e prvi skriveni sloj — drugi skriveni sloj: b - 3 + 5 = 20 parametara
e drugi skriveni sloj — tredi skriveni sloj: 4 - 5 + 4 = 24 parametra

e treci skriveni sloj — Cetvrti skriveni sloj: 3 - 4 4+ 3 = 15 parametara
e Cetvrti skriveni sloj — peti skriveni sloj: 6 - 3 + 6 = 24 parametra
e peti skriveni sloj — izlazni sloj: 2 - 6 + 2 = 14 parametara.

Ukupno, navedena arhitektura neuronske mreze sadrzi 109 parametara za treniranje.
Univerzalni teorem aproksimacije implicira da su neuronske mreze univerzalni aproksimatori, odnosno da je bilo koju neprekidnu funkciju

moguce aproksimirati neuronskom mrezom proizvoljno to¢no, uz odredene uvjete. Teorem daje garanciju da takva neuronska mreza postoji,
ali ne puno vise od toga, odnosno ne daje informacije o odabiru hiperparametara neuronske mreze.



Teorem 1. [Univerzalni aproksimacijski teorem] Neka je o ograni¢ena, monotono rastuéa neprekidna funkcija, razli¢ita od konstante. Neka
je lm m-dimenzionalna kocka [0, 1|™ i neka neprekidne funkcije na I, imaju oznaku C(I,). Tada za bilo koju funkciju f € C(Ip)ie >0

postoji prirodni broj N, realne konstante v;, b; € R i realni vektor w; € R™,1 =1,2,... N, tako da je dobro definirana funkcija
N
F(z) = Z vig(wlz + b;), (3)
i=1

koja predstavlja aproksimaciju funkcije f, a funkcija f je neovisna o ¢, tj.,

|F(z) - f(z)] <e (4)

za sve x € I,,. Drugim rijeéima funkcije oblika F(ac) su guste u I,.

Dvije najrasirenije vrste strojnog ucenja su nadzirano ucenje i nenadzirano ucenje. U nadziranom ucenju poznati su ulazni i ocekivani izlazni
podaci, dok kod nenadziranog ucenja poznati su samo ulazni podaci. Za u¢enje neuronske mreze potrebno je odabrati jedan od
optimizacijskih algoritama za ucenje poput stohastickog gradijentnog spusta, Adagrada, Adadelta, Adam, Nadam, RMSprop, AdaMax i sli¢no.
Funkcija koja racuna pogresku izmedu zeljenih i dobivenih izlaznih vrijednosti naziva se funkcija gubitka. Funkcija gubitka definira se
1Zrazom:

1 N
J(W =;le (Y1, vi),s (5)

gdje y predstavlja izlaz neuronske mreZe, y je prava vrijednost, a L je funkcija koji mjeri pogre$ku na jednom primjeru trening skupa.
Dakle, funkcija gubitka mjeri pogresku neuronske mreze na skupu podataka za treniranje. Najcesci primjeri funkcija za mjerenje pogreske su

prosje¢na kvadratna pogreska MSE = % S (Y — vi)?, prosje¢na apsolutna pogreska MAE = % >o% 1 |9i — yi| i prosje¢na apsolutna

postotna pogreska M APE = 102% S ly“;fl"l .

Gradijent je vektorsko polje ¢ije su komponente parcijalne derivacije funkcije. Gradijent odreduje nagib tangente grafa funkcije, odnosno
gradijent pokazuje smjer gdje je najveée povecanje funkcije. Gradijent mjeri koliko se izlaz funkcije promijeni ako se malo promjene ulazi.
Nakon izracunate funkcije gubitka, radunamo gradijent funkcije gubitka s obzirom na svaki parametar neuronske mreze. U neuronskim
mrezama gradijent nam pomaze odrediti smjer i veli¢inu u kojemu trebamo mijenjati svaki parametar neuronske mreze kako bismo dostigli
minimum funkcije gubitka. Kada neuronskoj mrezi predajemo podatke u ulazni sloj koji se tada unaprijed Salju u skrivene slojeve sve do
izlaznog sloja nazivamo forward propagation. Tijekom treniranja pomocu forward propagation racunamo vrijednost funkcije gubitka. Back
propagation (BP) algoritam informaciju o vrijednosti funkcije gubitka Salje od izlaznog sloja unazad sve do ulaznog sloja kako bi izrac¢unao
gradijent funkcije gubitka u odnosu na svaki parametar neuronske mreze, koristeéi pravilo derivacije slozene funkcije. Prema tom pravilu
racuna gradijent funkcije gubitka u odnosu na svaki parametar, racunajuéi gradijent jedan po jedan sloj, ponavljajuéi unatrag od izlaznog
sloja kako bi se izbjeglo suvisno izracunavanje meduclanova. ViSe se moze pronadi u [2]. BP ukljucuje optimizaciju pogreske koristedi
deterministicki algoritam gradijentnog spusta. Glavni nedostatak BP algoritma je problem Cestog pronalazenja lokalnog umjesto globalnog
minimuma funkcije gubitka, stoga je moguce unaprijedivanje nekim drugim deterministickim (npr. metoda drugoga reda) ili stohastickim
metodama.

Metoda stohastickog gradijentnog spusta pomocu funkcije gubitka i gradijenta uci neuronsku mrezu trazeno preslikavanje. Ona je iterativni
algoritam za traZenje tocke lokalnog minimuma neprekidno diferencijabilne funkcije f : R™ — R i oblika je:

20D — 2®) ™ g —0.1,.. (6)

gdje je z(© pocetna aproksimacija, a; > 0 duljina koraka u smjeru vektora smjera kretanja p —Vf( k)), a Vf(:c(k)) gradijent
funkcije f u tocki ). Detaljnije o algoritmima se moze procitati u [2].



Stopa ucenja je skalar koji ¢e odrediti duljinu koraka prema minimumu funkcije. Taj parametar ne smije biti ni prevelik ni premalen za ucenje
neuronske mreze i ovisi o problemu koji se rjeSava. Ako je stopa ucenja prevelika, algoritam ¢e premasiti cilj i moZda nec¢e dosegnuti do
minimuma, a ako je premala, proces ucenja ce trajati predugo.

Prilikom ucenja neuronskih mreza Cesto dolazi do problema overfita, odnosno prevelikog prilagodavanja trening skupu. Moguce je na trening
skupu dobiti gotovo 100% tocnost predvidanja, a na test skupu samo 60%, tj. kazemo da neuronska mreza nema dovoljno dobro svojstvo
generalizacije. Problem overfita se nastoji ukloniti metodama regularizacije. Najée$ée koristene su Ly i Lo regularizacija, dodavanje dropout
slojeva i dodavanje regularizacijskog izraza na funkciju gubitka. U slu¢aju prevelikog broj parametara za ucenje s obzirom na broj ulaznih
podataka moze doc¢i do problema underfita, gdje neuronska mreza ne moze uciti efikasno iz trening skupa niti na njemu samom. Tada je
najcesce potrebno mijenjati arhitekturu neuronske mreze i/ili promijeniti skup ulaznih podataka.

3 Numericki eksperimenti

Za numeriCke eksperimente koristili smo Python 3 i prikladne pakete. Najvazniji koristeni paketi su Tensorflow 2 [1] , numpy, scipy,
matplotlib i FEniCS [3], koji omogucavaju rad s neuronskim mrezama, vizualizaciju rezultata i njihovu analizu. Treniranje je vrSeno na radnoj
stanici AIME AI Workstation T502 koja sadrzi graficku karticu RTX 3080. Nekoliko skripti s numeri¢kim eksperimentima se nalaze na GitHub
poveznicil i mogu sluZiti za uéenje rada s neuronskim mreZama u paketu Tensorflow 2, te tehnikama analize pogreske rje$enja u podru&ju
numericke analize.

3.1 Periodiéka funkcija f(z) = sin(z), z € R

Prvi numericki eksperiment je periodi¢ka funkcija jedne varijable f(x) = sin(x). Neuronsku mreZu ¢emo trenirat na uniformnoj mreZi
¢vorova osnovnog perioda, a analizirati rjeSenja na drugom skupu ¢vorova u osnovnom periodu, kao i problem ekstrapolacije. Takoder,
izraCunati ¢emo relativnu pogresku u Ly normi. Na slici 4. prikazan je primjer Tensorflow grafa arhitekture neuronske mreze.
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Slika 4: Primjer arhitekture neuronske mreze koja osim ulaznog i izlaznog sloja sadrzi pet skrivenih slojeva od kojih svaki sadrzi 5 neurona.
Ova arhitektura sadrzi 136 parametara za treniranje.



U tablici 1. predstavljeni su rezultati testova prilikom treniranja neuronske mreze za funkciju f(z) = sin(z). Za pocetak treniranja
neuronske mreze definirat ¢emo ulazne i izlazne podatke, domena ulaznih podataka ¢e biti segment [0, 271'}. Stopa ucenja za prvih 5000
epoha bit ¢e 0.001, od 5000 epoha do 15000 epoha 0.0001, a od 15000 epoha do zavrsetka treniranja 0.00005. Za optimizacijsku metodu
koristimo Adam, a za funkciju gubitka MSE. Slovo u nazivu testa u prvom stupcu nam govori koju aktivacijsku funkciju smo koristili za
treniranje neuronske mreZe. Za slovo t je koristena aktivacijska funkcija tanh, a za r je kori$tena aktivacijska funkcija RELU.

Tablica 1: Tablica rezultata testova prilikom treniranja neuronske mreze jedne varijable. Kazalo: n = naziv testa; ss = broj skrivenih
slojeva; ne = broj neurona u sloju; p = broj parametara za treniranje; epoha = broj prolazaka kroz podatke; loss = vrijednost funkcije
gubitka nakon zadnje epohe; Ly rel. od = relativna pogreska aproksimacije u Ly normi na osnovnoj domeni; L, rel. e = relativna pogreska
aproksimacije u Ly normi za ektrapolaciju na segmentu [—1000, 1000].

n [ssne p epoha up loss [,rel.od Ly rel e
t1 |2 20 481 2e4 100 1.5e-7 5.19e-4 5.22e-4
t2 |2 10 141 2e4 100 7.8e-7 1.19e-3 1.17e-3
t3 (2 10 141 2e4 100 2.2e-6 1.90e-3 1.93e-3
t4 |2 10 141 2e4 500 7.4e-7 1.21e-3 1.22e-3
t5 |2 20 481 2e4 100 2.7e-7 7.09e-4 7.18e-4
t6 [ 2 20 481 2e4 500 1.3e-7 4.83e-4 4.96e-4
t7 [ 2 20 481 5e4 500 6.6e-8 3.56e-4 3.40e-4
t8 [ 2 50 2701 2e4 100 5.8e-8 3.09e-4 2.99e-4
t9 (5 5 136 le4 200 4.2e-7 8.50e-4 8.47e-4
t10(6 5 166 2e4 100 5.1e-7 9.37e-4 9.38e-4
rli |2 50 2701 2e4 100 5.0e-6 3.30e-3 3.34e-3

Naredna analiza, slike i grafovi odnositi ¢e se na neuronsku mrezu testa t10 iz tablice Cija je arhitektura prikazana na slici 4. Na grafu 6.
prikazana je vrijednost funkcije gubitka po epohama. Vidljiv je efekt promjene stope ucenja, koji omogucava daljnje smanjenje vrijednosti
funkcije gubitka. Graf 7. prikazuje rezultat testa 1 - izvrednjavamo neuronsku mrezu u tockama koje nisu koristene prilikom treniranja i
usporedujemo rjesenje s funkcijom sinus dobivenom u paketu numpy. Kako bismo pratili napredak neuronske mreze, na slici 5. prikazati
¢emo za epohe 1, 10, 1000, 5000, 10000 i 20000 funkciju f(z) = sin(x) i aproksimaciju neuronske mreze.

Aproksimacija nakon 1 epoha Aproksimacija nakon 10 epoha Aproksimacija nakon 1000 epoha Aproksimacija nakon 5000 epoha Aproksimacija nakon 10000 epoha Aproksimacija nakon 20000 epoha
0 = | 1.00 1.00 00

0.75 / \\ — Aproksimacija NM éj75 / N\ — Aproksimacia NM 0.75 / \ — AproksimaciiaNM | 5’75 — Aproksimacija NM (1,:75 — Aproksimacija NM
4 ) — fx=sin(x) 050/ — fix)=sinx)
0.25
0.00 o

—— Aproksimacija NM 0:75
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Slika 5: Aproksimacija funkcije f(z) tijekom treniranja i funkcija f(xz) = sin(z). Aproksimacija funkcije je sve bliza stvarnim vrijednostima
funkcije f(z) = sin(z) kako se povecava broj epoha.
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Slika 6: Vrijednost funkcije gubitka tijekom treniranja funkcije jedne varijable. Plava krivulja prikazuje vrijednost funkcije gubitka po svim
epohama, dok crvena u odabranim - epohama u kojima crtamo trenutne aproksimacije. Vece oscilacije vrijednosti funkcije gubitka ukazuju
da je stopa ucenja prevelika. Zato koristimo Keras callback metodu koja omogucava da se stopa ucenja mijenja tijekom treniranja prema
zadanim uvjetima.

Test 1

Provesti ¢emo testiranje neuronske mreze na drugacijem skupu tocaka od onih sa kojima je trenirala, ali su ulazni podaci iz iste domene.,
Ra&unamo funkciju gubitka i uotavamo da je reda 10~7, odnosno da je prosje¢na razlika izmedu Zeljenih i dobivenih izlaznih vrijednosti na
razini jednostruke preciznosti realnih brojeva na racunalu. Grafi¢ki prikaz na slici 7. dodatno potvrduje da se funkcija f(x) = sin(z) i
funkcija koja predstavlja predvidanje neuronske mreze vizualno poklapaju. Kona¢nu provjeru radimo pomoc¢u mjerenja relativne Ly pogreske
fn |”_{“2

Ja ful®
Gaussovu integraciju mozemo dobiti koriStenjem scipy paketa na intervalu (—1, 1), a zatim linearnom transformacijom dobivamo ¢vorove na
Zeljenom intervalu (a, b):

koriste¢i Gaussovu integraciju. Racunanjem po formuli E,.,; = \/ dobivamo da je pogreska jednaka 9.37 - 10 4. Cvorove i teZine za

Z(ab) = 0.5(:17(,1’1) + 1) . (b — a) + a.

Formula Gausove integracije u jednoj dimenziji je dana izrazom:

b n



Aproksimacija na osnovnoj domeni
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Slika 7: Aproksimacija na osnovnoj domeni koristeéi drugi skup tocaka - test 1.

Test 2

U drugom testiranju neuronskoj mrezi su dane razli¢ite tocke od onih sa kojima je trenirala, ali i prosirena domena ulaznih podataka na
segment [—10, 10]. Vrijednost funkcije gubitka sada iznosi 0.37, &to je nekoliko redova veli¢ine vece od rezultata na osnovnoj domeni.
Analizom grafickog prikaza 8, koji prikazuje rezultate drugog testa, moze se uociti da se funkcija f(m) = Sin(:c) i funkcija koja predstavlja
predvidanje neuronske mreze poklapaju na segmentu [O, 271'} na kojem je neuronska mreza trenirala. Izvan intervala treninga navedene dvije
funkcije su vrlo razlicite. Optimizacijska metoda se zasniva na gradijentu koji je lokalno svojstvo i zato izvan granica domene na kojoj je
neuronska mreza trenirana, nema garancije da ¢e aproksimacija biti to¢na.

Ekstrapolacija bez svojstva periodicnosti
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Slika 8: Ekstrapolacija aproksimacije funkcije f(z) = sin(z) bez svojstva periodi¢nosti na domenu [—10, 10].

Test 3



Pokusat ¢emo popraviti rezultate prethodnog testa tako da ulazne podatke premjestimo u osnovni period, a zatim provodimo trece testiranje
s novim ulaznim podacima. Za funkciju gubitka dobivamo vrijednost od 4.45 - 10_7, Sto je veliko poboljsanje u odnosu na vrijednost funkcije
gubitka iz drugog testiranja. Analizom grafickog prikaza 9. moguce je uociti da se sada funkcija f(m) = sin(m) i funkcija koja predstavlja
predvidanje neuronske mreze poklapaju na cijelom segmentu [—10, 10], odnosno i na trening skupu i na test skupu. Iz toga se moze
zakljuciti da se problem ekstrapolacije moze uspjesno rijesiti koristeci svojstvo periodi¢nosti.

Ekstrapolacija koristedi svojstvo periodi¢nosti

— f(x)=sin(x)
— Aproksimacija NM
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Slika 9: Ekstrapolacija aproksimacije funkcije f(z) = sin(z) koristeéi svojstvo periodi¢nost.

Dodatnu provjeru radimo izratunom relativne Ly pogreske na segmentu [—1000, 1000]. Za pogre$ku dobivamo vrijednost 9.38 - 1074, &to je
vrlo zadovoljavajuéi rezultat buduéi da smo znacajno prosirili segment na kojem racunamo pogresku u odnosu na segment na kojem je
neuronska mreza trenirana.

3.2 2D primjer: f(z,y) = sin(y/2? + y?), z,y € [—6, 6]
Testirat cemo ucenje neuronske mreze na primjeru funkcije s dvije varijable:
fz,y) = Sin(\/fﬂ2 + yQ),w,y € [-6,6].

Za analizu i graficki prikaz dobivenih rjeSenja koristit ¢emo paket FEniCS [3]. FEniCS paket sadrzi funkcije koje nam omogucavaju
jednostavno racunanje relativne pogreske u Lo normi, Sto inace ne bi bilo jednostavno racunati u dvije dimenzije.
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Slika 10: Graf funkcije f(z,y) u 3D (lijevo) i pomocu paketa FEnICS (desno).

Ponovno ¢emo testirati razli¢ite arhitekture i hiperparametre neuronske mreze i gledati funkciju gubitka, kao i relativnu pogresku u Ly normi.
Funkcija f(a:, y) ima bogatu strukturu i promatrat ¢emo aproksimaciju neuronskom mrezom kroz epohe treniranja. Cvorove i vrijednosti
funkcije za treniranje generirat éemo na uniformnoj mrezi, a zatim ¢e se za izracun relativne Ly norme koristiti ¢vorovi mesha FEniCS paketa
- to je ujedno i test neuronske mreze koja ovdje treba aproksimirati funkciju f(a:, y) u razli¢itim tockama od onih u kojima je trenirala.
Primjer Tensorflow grafa arhitekture neuronske mreze dan je na slici 11. Paket FEniCS koristi metodu konacnih elemenata, pa je potrebno
generirati mesh - uzimamo 100 toCaka po svakoj osi i koristimo P3 elemente za dobivanje rjeSenja visoke toCnost. Ovakav mesh sadrzi
90601 stupanj slobode.



input: | [(?, 2)]
output: | [(?, 2)]

input_1: InputLayer
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Slika 11: Primjer arhitekture neuronske mreze koja sadrzi tri skrivena sloja sa 30 neurona i izlaznim slojem koji ima jedan neuron. Ovakva
arhitektura ima 1981 parametar za treniranje. Skra¢eno, moZemo ovu arhitekturu zapisati u obliku (2, 30, 30, 30, 1).

U tablici 2. prezentirani su rezultati treniranja neuronske mreze za danu funkciju f(z,y) = sin(y/z? + y?), z,y € [—6, 6]. Za svaki
eksperiment navedeni su vazni hiperparametri kako je opisano u kazalu.



Tablica 2: Tablica rezultata nekih testiranja za funkciju dvije varijable. Funkcija gubitka je MSE, optimizacijska metoda Adam za sve test
primjere. Oznaka test primjera vezana je i uz aktivacijsku funkciju: t = tanh. Kazalo: ss = broj skrivenih slojeva; ne = broj neurona u sloju;
p = broj parametara za treniranje; epoha = broj epoha treniranja; Ir = stopa ucenja; h = udaljenost izmedu ekvidistantnih ¢vorova; loss =
vrijednost funkcije gubitka nakon zadnje epohe; L5 rel. = relativha pogreska aproksimacije u Ly normi s obzirom na FEniCS. Keras callback
za stopu ucenja: le-3 za epohe do 5000, 1e-4 za epohe [5000, 14999], 5e-5 inace.

# |ss ne p epoha Ir h loss Ly rel.
t1 | 2 100 10501 1e5 2e-4 0.03 1.24e-5 5e-3
t2 |4 50 7851 1e5 2e-4 0.05 7.7e-6 3.9e-3
t3 |12 30 1051 2e5 2e-4 0.05 5.77e-6 3.3e-3
t4 [ 3 30 1981 2e5 callback 0.05 6.17e-6 3.4e-3

t5 |2 30 1051 2e5 callback 0.2 3.85e-5 7.8e-3|
t6 |2 10 151 2e5 callback 0.2 9.9e-4 4.3e-2|
t7 |2 10 151 2e5 callback 0.05 8.2e-4 4.0e-2|
t8 |6 10 591 2e5 callback 0.05 1.7e-4 1.8e-2|
t9 (10 10 1031 2e5 callback 0.05 3.07e-5 7.3e-3|

t10|15 10 1581 2e5 callback 0.05 1.53e-5 4.9e-3|

Na slici 12. vidljiv je efekt treniranja s i bez funkcije koja omogucava promjenu stope ucenja tijekom treniranja. Smanjenje stope ucenja
tijekom treniranja Cesto omogucava lakse priblizavanje minimumu funkcije gubitka. Na slici 13. vidljivo je poboljSanje aproksimacije zeljene
funkcije neuronskom mrezom kroz epohe. Neuronska mreza i ovdje krece od slu¢ajnih vrijednosti i na pocetku nije nalik trazenoj funkciji.
Treniranjem neuronska mreza se priblizava Zeljenoj funkciji. Dobiveno rjeSenje usporedujemo s rjeSenjem dobivenim u paketu FEniCS-u. Na
slici 14, prikazana su rjeSenja FEniCS paketa i aproksimacija rjeSenja neuronskom mrezom te apsolutna pogreska dobivena izrazom

]uFEmCS — uNN|. Nadalje, izracunata je relativha pogreska aproksimacije neuronske mreze s obzirom na FEniCS rjesenje koristeci funkciju
errornorm paketa FEnICS. Iz tablice 2. vidljivo je da za brojne arhitekture mozemo postiéi relativnu razliku reda 1073, &to je zadovoljavajuce.
Napomenimo da je rjeSenje u paketu FEniCS dobiveno koriste¢i 90601 stupanj slobode, dok neuronske mreze u eksperimentima sadrze
znacajno manji broj parametara.
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Slika 12: Vrijednost funkcije gubitka tijekom treniranja bez callback funkcije za stopu ucenja (lijevo) i s callback funkcijom za stopu ucenja
(desno).
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Slika 13: Aproksimacija funkcije f(x,y) tijekom treniranja arhitekturom (2, 30, 30, 30, 1) i fiksnom stopom u&enja 0.0005. Vidljivo je
poboljsanje aproksimacije kroz epohe.
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Slika 14: Usporedba aproksimacije funkcije f(m, y) neuronskom mrezom nakon 200000 epoha i arhitekture (2, 30, 30, 30, 1) sa FEniCS
prikazom funkcije f(z,y). Relativna Ly pogreska iznosi 0.34%.
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4 Zakljucak

U ovom radu prezentirana je osnovna teorija neuronskih mreza kao aproksimatora te numericki eksperimenti u¢enja funkcija jedne i dviju
varijabli. Proces aproksimacije pomoc¢u neuronske mreze graficki je prikazan tijekom razliCitih epoha treniranja. Ova vizualna reprezentacija
kljuéna je za demonstriranje postupka u¢enja neuronske mreze, koja u svojim pocetnim fazama ne odrazava ciljanu funkciju. Numericki
eksperimenti za primjer funkcije f(z) = sin(z) ukazuju da razne arhitekture neuronske mreZe vode do pogreske istog reda koriste¢i MSE
funkciju gubitka i relativhu L2 pogresku koristeé¢i Gaussovu integraciju. Demonstriran je problem ekstrapolacije periodi¢ke funkcije, koji je
ovdje mogude uspjesno rijesiti koristenjem periodi¢nosti funkcije. U dvije dimenzije, na primjeru funkcije f(z,y) = sin(\/ac2 + yz),

T,y E [—6, 6}, prezentirani su numericki eksperimenti. Problem dvije varijable je kompliciraniji i potrebno je znacajno vise ¢vorova, a onda i
vremena za treniranje neuronske mreze. Osim standardne funkcije gubitka MSE, kao mjeru to¢nosti gledamo relativhu pogresku u Ly normi
s obzirom na rjeSenje dobiveno pomocu paketa FEniCS, koji u sebi sadrzi funkcije za takve operacije. Nekoliko numerickih eksperimenta je
objavljeno na GitHub platformi i mogu sluziti za ucenje i rad s Tensorflow 2 paketom, kao i elementima analize to¢nosti aproksimacije
neuronske mreze.{}
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