Trinomni Kkoeficijenti

Julije Jakseti¢', Josip Lopati¢®, Marjan Praljak®, Robert Soldo*,

Binomni koeficijenti Ct = (Z) daju broj nacina da iz skupa od n elemenata izabe-

remo njih k, i prirodno se pojavljuju u razvoju
(1+x)" =) Ct (1)
k=0

Mnoga zanimljiva svojstva i identiteti binomnih koeficijenata mogu se dokazati kombina-
torno i/ili algebarski, kori§tenjem izraza (1).

U ovom ¢lanku éemo pokazati neka svojstva trinomnih koeficijenta BX, koji se javljaju
u razvoju
2n

(1+x+4x2)" :ZB’;)J‘. (2)
k=0
Trinomni koeficijenti su u literaturi manje zastupljeni od binomnih, ali ih je proucavao jo§
i Euler [3].

Uz algebarski pristup, koriStenjem (2), koristit ¢emo i kombinatorni pristup povezav-
§i trinomne koeficijente s minimalnim Setnjama Sahovskog kralja opisanim u sljede¢em
problemu:

Problem. Na koliko nacina moZe putovati Sahovski kralj, na beskonacnoj Sahovskoj
ploci, izmedu dva zadana polja uz najmanji moguci broj koraka?

Polja na beskona¢noj $ahovskoj plo¢i oznacavat éemo s koordinatama (i,j), pri ¢emu
je i € Z horizontalna, a j € Z je vertikalna pozicija. Bez smanjenja opcenitosti, pocetno
kraljevo polje oznacit ¢emo s (0,0). Podsjetimo da se u jednom koraku kralj moZe po-
maknuti s unutarnjeg polja na jedno od osam susjednih koja ga okruzuju. Kraljeve korake
oznacavat ¢emo sa strelicama —, ,...,"\, . Na primjer korak “\, znaci da se horizon-
talna pozicija kralja uvecala za 1, a vertikalna smanjila za 1.

Na primjer, do polja (—2, —2) kralj moZe doéi u minimalno 2 koraka i to na samo je-
dan nacin (koraci ,, ,/, a do polja (2,0) moZe doéi u minimalno dva koraka i to na
tri nacina, vidi sliku 1A.

Uocimo da je minimalan broj koraka do polja (i,j) jednak n = max{|i|, |j|}. Na pri-
mjer, ako je i > |j|, to znadi da se kralj u svakom koraku u horizontalnom smjeru mo-
ra pomaknuti za jedno mjesto udesno (i treba mu n =i takvih koraka), a u vertikalnom
smjeru moZe pri svakom koraku i¢i jedno mjesto gore, dolje ili ostati na istoj verikalnoj
poziciji.
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Slika 1A. Slika 1B.

Drugim rije¢ima, ako se zavr$no polje kralja nalazi u desnom trokutu (¢j. i > |j|, vidi
sliku 1B) tada kralj u svakom najkra¢em putu koristi jedan od tri tipa koraka: \,, —,
/" . Naravno, posve analogno zakljucivanje se moZe primijeniti na preostala tri trokuta
sa slike 1B.
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Slika 2.

Brojevi najkracdih putova, odnosno, brojevi na slici 2, usko su povezani s koeficijentima
uz x* u izrazu

G0 = A ) T )

n puta

Za svako zavr$no polje (i,j) kretanje u jednom od smjerova je jednozna¢no odredeno (npr.
ako se nalazimo u desnom trokutu, tj. i > |j| tada se u horizontalnom smjeru kreéemo
udesno, a ako se nalazimo u donjem trokutu, tj. —j > |i|, onda se u vertikalnom smjeru
kre¢emo prema dolje). U onom drugom smjeru u svakom koraku kretanja pozicija se moze
promijeniti za —1, 0 ili 1. Dakle, koeficijent uz potenciju x* u gornjem izrazu nam daje
broj najkracih putova od n koraka, pri ¢emu je k, —n < k < n, zavrSna pozicija polja u
ovom drugom smjeru. Oznac¢imo te koeficijente 7%, tj.

Tl 14x)" = Z Th - X~ 3)

—n<k<n
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Uo¢imo da su koeficijenti T¥ i B isti, uz pomak u indeksu, jer je
' L) =" (1 Fx+22)
pa je TX = B, Mozemo staviti TX = BX*" = 0 za |k| > n i, uz ovu napomenu, sva
svojstva koja ¢emo pokazati vrijede za sve k € Z i n € Ny.

Za trinomne koeficijente vrijedi slicna rekurzivna formula kao i za binomne koefici-
jente, samo Sto ne zbrajamo dva, ve¢ tri susjedna trinomna koeficijenta jednog reda nize.
Da bi kralj u najkraéem putu od n koraka zavrsio u polju oznacenom T¥, u predzadnjem
koraku mora biti u poljima A, B ili C. Do polja A u n — 1 korak moZe do¢i na T,’fj

nacina, do polja B na T,’l‘_l , ado polja C na T,’ffll nacina (vidi sliku 3).

1 1

1 AB|C]|1

1 ¥ 1
Slika 3.
Dakle, k k—1 k k+1
L=T,,+T,,+T,.}. 4
Time dolazimo do brojevnog trokuta
1
1 1 1
12 3 21
136 7 6 31
1 41016 19 16 10 4 1

koji je za trinomne koeficijente ono $to je Pascalov trokut za binomne koeficijente.
Tvrdnja 1. Dokazimo da vrijedi
a) Bl = Bk,
b) By + B, +B; + -+ B} =3",

¢)BY—B'+B—...+ B =1,
3"+ 1
&) B+ B+ BB =
31
©) By+By+ -+ BT 4B = —

f) (BY)? + (B,)* + (By)* + ... + (B}")* = B3
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Dokaz. a) Algebarski dokaz.

2n

1 1\"
E B’;x":(1+x+x2)”:x2"(1+—+—2)
— X x

ZnZBk ZBk 2n—k ZBZn kxk

Kombinatorni dokaz. Tvrdnja je ekvivalentnas T = T, k. Uzmimo, bez smanjenja
opcenitosti, da je zavrSno polje kretanja kralja u desnom trokutu. U tom slucaju najkraca
kraljeva Setnja koristi samo tri tipa koraka: \,, —, . Ako u svakoj najkracoj Setnji
koja zavrsi u polju (n, k) svaki korak \, zamijenimo s ", i obratno, dobijemo najkracu
Setnju koja zavrsi u polju (n, —k).

b) Algebarski dokaz. Uvrstimo li x = 1 u relaciju (2), imamo

B+ B + B+ .. +B " =(1+1+1)=3"

Kombinatorni dokaz. Pretpostavimo da smo u desnom trokutu. Suma na lijevoj strani
je ukupan broj najkraéih putova do polja (n,k), —n < k < n, tj. do “desnog” ruba ploce.
Kralj ¢e do¢i najkra¢im putem do desnog ruba ako i samo ako u svakom koraku koristi
jedan od tri koraka \,, —, ', pa je takvih putova 3".

¢) UvrStavanjem x = —1 u relaciju (1), dobivamo
B B +B . +B"=(1-1+1)"=1.
d) Zbrajanjem identiteta b) i c).
e) Oduzimanjem identiteta c) od b).
f) Algebarski dokaz. TraZena suma jednaka je koeficijentu uz x** u polinomu:
(B + Blx+Box* + ...+ B)'x™) - (B + By 'x + B" x* + ...+ Bx™).
Koristeéi svojstvo a) ovaj polinom moZemo zapisati kao

2
(BY+Bx+Box* + ...+ B)'x") = (1 +x + 1)
odakle slijedi trazena jednakost.

Kombinatorni dokaz. Tvrdnja je ekvivalentnas > (T¥)? = T9,. Desna strana identi-
k=—n
teta je broj najkraéih putova do polja (2r,0). Svaki od tih putova je nakon n-tog koraka
u jednom od polja (n,k), —n < k < n. Do polja (n,k) kralj moZe doci na T¥ nacina, a
u preostalih n koraka se mora vratiti, tj. pomaknuti za —k polja, a to moZe napraviti na
T 7% nacina. Zbog simetrije iz a) dijela 7, % = T*, pa je ukupan broj najkracih putova od
(O 0) do (2n,0) koji prolaze kroz polje (n, k) jednak (T%)?, —n<k<n. O

Dokazimo da vrijedi

a) Bl —2B2+3B} — ... —2nBY = —n,
b) (BL)? — (2B2)* + (3B3)* — ... — (2nB2")? = —3n?B!"|.
a) Deriviranjem relacije (2) dobivamo
2n
n(l+x+x2)""(1+2x) = ZkBkk ! (5)
Uvrstavanjem x = —1 u relaciju (5) slijedi tvrdnja a).
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1
b) Supstituiramo li u jednakosti (5) x s ——, slijedi
X

2n
1 1\ 2 et 1
(1-3+5) (1-3) =X s

a odavde, mnoZenjem s x*"~!, proizlazi
2n
n(l—x+x7)"" (=24 x) = (=1 kBl ", (6)
k=1

PomnoZimo li jednakosti (5) i (6), dobivamo

2n 2n
nz((l +x2)2 —xz)n_l(l F2x)(—24x) = ZiBilxi—l .Z(_l)i—ljBsznfi’
i=1 j=1
odnosno, nakon sredivanja ove jednakosti, imamo
2n
P14 22 2N (=2 = 3x+2%) = > (—1) 7 "iBLBx* @)
ij=1
U obje strane jednakosti (7) odredit éemo koeficijent uz potenciju x**~!. Prema relaciji
2 je (1 + 22 + x4 = S 2B 3%, stoga slijedi da su koeficijenti u razvoju
polinoma (1 + x>+ x*)"~! uz potencije x*"~3, x*"~2, x*"~! redom jednaki 0, B""|, 0.

2n—1

Sada je koeficijent uz x u polinomu na lijevoj strani jednakosti (7) jednak —3n2BZ:} .

U polinomu na desnoj strani jednakosti (7) koeficijent uz potenciju x*"~! dobivamo

ako i samo akoje i —j = O0,t.i = j. Stoga je ocito pripadni koeficijent jednak
2 (=1 1%2(B4)?. Konagno, zbog (7), sada slijedi
2n
D (DB = =30,
k=1

¢ime je i tvrdnja b) dokazana. [

Tvrdnja 3. DokaZimo da za svaki prosti broj p i nenegativne cijele brojeve r, s takve
daje r<pis<p, vrijedi
Bl = BB, + BB (mod p),
Dokaz. U dokazu ove tvrdnje koristit ¢emo formulu
M=y ==y (T Ty Ty, (8)
Takoder, trebat ¢e nam sljedeca ¢injenica koja vrijedi za binomne koeficijente: za pros-
ti broj p i za svaki prirodan broj k < p, broj Ck = (i) ie dieljiv s p. Posljediéno, uz pri-
mjenu binomne formule, slijedi da p dijeli sve koeficijente u izrazu (X+Y)P — (XP+Y7).
Stavimo li X = 1 +x i ¥ = x?, dobivamo da p dijeli sve koeficijente polinoma ((1 +

x)+x2)" — ((1+x)? +x*) . Bududi da p dijeli sve koeficijente polinoma 30~ | (i)x",

svi koeficijenti polinoma

O(x) = (1 +x+ 2 — (1 + 2 +x7)
su takoder djeljivi s p.
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Definiramo polinom P(x), kojeg ¢emo dalje transformirati pomocu formule (8):
P(x) = (14+x+ )" — (L4 x+27)" - (1+ 2 +27)"
= (1 2) - [(Lhx b2 = (1420 +57)"]
— (1 +x+2)-0x) - [(1 Fxpad)mbr

F (1 +x+22) " (TP ) 4+ (LA +x21’)’”—1]

Zbog gornje faktorizacije vidimo da je i svaki koeficijent polinoma P(x) djeljiv s p. Na-
dalje, gledamo koeficijent uz x5 u razvoju polinoma P(x). Koeficijent uz x** u izrazu
(1 4+ x 4+ x2)"™* je Bﬁﬁ;i,.. Promatramo razvoj polinoma umanjenitelja u definiciji poli-
noma P(x):

(14+x4x2)" - (1 4+ +x7)"
=(1+BXx+BX +.. . +BxX 4+ ...+ B 4+ 4x7)
(14 B + B3 4 ...+ B0 L B ),

Uocavamo da se samo mnoZenjem naznacenih ¢lanova javlja potencija x7** i koeficijent
koji se uz tu potenciju javlja je B. BS+ B.'B)*?. Dakle, koeficijent uz x*** je Bﬁﬁ;ﬁ, -
B. B> — BL-'BP | pa je taj izraz djeljiv s p. O

Tvrdnja 4. DokaZzimo da u srednjem stupcu brojevnog trokuta ne postoji broj koji pri
dijeljenju s 3 daje ostatak 2.

Dokaz. Ustvari, tvrdnja kaze B = 0ili 1 (mod 3), §to éemo dokazati koriste¢i in-

dukciju i tvrdnju 3. Tvrdnja vrijedi, o€ito, za n = 1,2,3. U koraku indukcije neka je
n=3m+r, re{0,1,2}. Iz tvrdnje 3, za p = 3 slijedi,
B, = By = BB, + Bj~'B"(mod 3). 9)

Prema pretpostavci indukcije je B = 0ili 1 (mod 3) i B, = 0ili 1 (mod 3), pa je
ondai BB, = 0ili 1 (mod3). U(9)jer = 0,1ili2,aB} =B =B =0, pa
je B" B3 =0, iz ¢ega slijedi tvrdnja. [J

Na koncu ostavljamo nekoliko zadataka za samostalno rjeSavanje.

Zadatci za vjezbu

1. Koeficijent BX moZe se interpretirati i kao broj razlic¢itih izvlatenja k karata iz dva
identi¢na $pila od po n igracih karata. Koriste¢i ovu interpretaciju pokazite da vri-
jedi

k k k—1 k—2
B,=B,_+B,~,+B,].

2. Koriste¢i interpretaciju iz problema 1 dokazite identitete d) i e) iz tvrdnje 1.
(Uputa: Prebrojavajte broj najkraéih putova kralja do polja (n,k), —-n <k <mn,u
kojima kralj zavrSi u polju iste, odnosno suprotne boje od boje pocetnog polja.)
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3. Dokazite da vrijedi
BY+B +B+...=B,+Bi+B.+...=B:+B,+B +...=3"".
(Uputa: Kombinatorno, slicno kao i u zadatku 2, s time da polja Sahovske ploce
obojimo u tri boje u ovisnosti o ostatku pri dijeljenju broja i+ s brojem 3. Alge-
barski, koristite relaciju (2) i dva kompleksna rjeSenja jednadzbe z* = 1.)
4. Neka je p prosti broj, te m i n prirodni brojevi. Neka je nadalje m = kp + s,
n = Ip +t, gdje su k,I,s,t cijeli brojevi takvidaje 0 < s < p, 0 <t < p.
Dokazite da tada vrijedi
C" = Cf - C§ (mod p).
(Uputa: Promatrati polinom P(x) = (1 + x)?* — (1 +x)" - (1 + x*)!, te potom
usporediti koeficijente analogno kao u dokazu tvrdnje 4.)
(Moskovska matematicka olimpijada 1947.) Dokazite da se u svakom retku brojev-
nog trokuta, pocevsi s treim, nalazi paran broj.
(Uputa: U svakom retku brojevnog trokuta parne brojevi zamijeniti s 0, a neparne s
1. Uociti da se tada u svakom petom retku brojevnog trokuta prva cetiri broja 1010
periodi¢no ponavljaju.)
6. Dokazite da za n = 143 4 3% 4 - - + 3/ niti jedan koeficijent BX nije djeljiv s 3.
(Uputa: Koristite indukciju i tvrdnju 3.)

n
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