Paradoks rotacije kruga

Aleksandar Hatzivelkos', Iva Golubic¢?

Uvod

Godine 1982. jedno zanimljivo pitanje iz matematike na maturi® u SAD-u je podiglo
dosta praSine, toliko da su pitanje i ponudeni odgovori zavr$ili u medijima. Poznate novine
New York Times od 25. svibnja te godine svojim Citateljima prenose pitanje, [7]:

Polumjer kruga A jednak je jed- B /
noj trec¢ini polumjera kruga B, kao r
Sto je prikazano na slici 1. Ukoliko
se krug A kotrlja po krugu B (bez 7
klizanja) koliko ¢e rotacija napravi-
ti krug A do trenutka povratka na
pocetnu tocku?

Kao moguéi odgovori ponudeni
su: (a) 3/2, (b) 3, (¢) 6, (d) 9/2,
(e) 9. Kako biste vi odgovorili na to
pitanje? Slika 1. Prikaz rotacije kruga A po obodu kruga B.

PraSina na navedeno pitanje podigla se zbog prijave ucenika da medu ponudenim od-
govorima nema to¢nog odgovora. I bili su u pravu. U opisanoj situaciji, krug A napravi
detiri rotacije.

Zbog rjesenja koje se (naizgled) protivi intuiciji navedeni problem se ¢esto naziva pa-
radoksom rotacije kruga ili paradoksom kovanice, iako to nije. Za rjeSenje postoje formal-
na i neformalna objas$njenja koja su upravo tema ovog priloga, u kojemu ¢emo analizirati i
op¢enitije iskazani problem u kojemu za polumjere r i R krugova A i B, vrijedi R = k-r,
ke N.

Prebrojavanje rotacija

Prirodan pristup rjeSavanju navedenog problema krece od usporedbe opsega krugova
A i B. Krug A ima opseg 2rm, a krug B, 2Rm = k - 2rt. Dakle, opseg kruga A stane
tocno k puta u opseg kruga B, Sto znaci da krug A kotrljanjem (bez proklizavanja) obavi
k rotacija.

To bi bila istina kada bi se krug A kotrljao po duZini duljine 2R kao na slici 2. No
put po kojemu se krug A kotrlja i sam formira kruZnicu (obod kruga B), pa stoga krug A
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na studij.
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pratedi taj put napravi jo§ jednu dodatnu rotaciju (oko srediSta kruga B). Stoga je ukupan
broj rotacija kruga A jednak k4 1.

A /r

2Rm
Slika 2. Prikaz rotacije kruga A po duZini duljine 2RT.

U [2] ta dodatna rotacija objaSnjena je na sljedec¢i nacin.

Zamislimo da se krug A ne kotrlja, ve¢ klizi po obodu kruga B. I u tom ¢e slucaju krug
A napraviti jednu rotaciju, jednostavno zbog pracenja krivulje po kojoj klizi, odnosno obo-
da kruga B. Potom na tu rotaciju treba dodati sve rotacije koje krug A obavi kotrljanjem
po duZini duljine 2R7.

Navedeni problem doZivio je veci broj vizualizacija u razli¢itim medijima. Na Youtu-
beu moZemo naci animaciju koja prati gore izneseno objasnjenje u [8], dok u [9] pronala-
zimo objaSnjenje koje se temelji na tzv. planetarnim zupcanicima [10]. Na platformi Ge-
ogebra takoder nalazimo vizualizacije opisanog problema, medu kojima bismo istakli [4,
6].

Analiticko rjesenje

Usprkos tome Sto objasnjenje o kompoziciji dviju rotacija vjerno opisuje promatrani
proces, vjerujemo kako bi formalniji matematicki dokaz ojacao uvjerenje kako navedeno
nije samo naknadno objasnjenje koje odgovara empirijskim uvidima. Stoga ovdje pruzamo
formalniji matematicki izvod.

Za pocetak, promatrajmo pomak izmedu dva pravilna konveksna poligona s n stranica,
gdje je n paran cijeli broj veci od dva. Pri tome veéi poligon oznac¢imo s B,,, i manji, koji
se krec¢e po njegovom obodu, s A, . Polovinu duljine najduZe dijagonale (dakle, dijagonale
koja prolazi kroz srediSte poligona) ozna¢imo s R kod poligona B,, odnosno s r kod A,.
Za vrijednosti R i r vrijedi R = k - r, gdje je k € N. Na slici 3 prikazani su opisani
poligoni sa Sest stranica.

Slika 3. Prikaz pravilnih konveksnih poligona A¢ i Bg za k = 4.

Kako su najduZe dijagonale poligona A, i B, proporcionalne, zbog sli¢nosti isto vrijedi
i za njihove stranice. Na pocetku je poligon A, postavljen tako da se jedan njegov vrh
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poklapa s vrhom poligona B,, te da jedna njegova stranica leZi na stranici poligona B,,,
kao $§to je prikazano na slici 4.

/

\/
N/ \/
AN A

Slika 4. Prikaz kretanja poligona A, po obodu poligona B,,.

Kretanje poligona A, po obodu poligona B, moZemo opisati (bez smanjenja opceni-
tosti) u smjeru kretanja kazaljke na satu. Pomak poligona A, vr§imo rotacijom oko vrha
T (koji lezi i na stranici poligona B,,) dok sljedeca susjedna stranica poligona A, ne legne
na stranicu poligona B, .*

U slucaju kada tocka T nije ujedno i vrh poligona B,,, takvim pomakom A, rotiramo

. . . 2n TR o

za vrijednost njegovog vanjskog kuta, odnosno za — . Kako su poligoni A, i B, sli¢ni
n

s faktorom k, nakon k£ — 1 takvih pomaka vrh T poklopit ¢e se s vthom poligona B, .
Pomakom koji vr§imo u tom koraku (rotacijom poligona A, oko vrha od B, ), poligon

i)
A, Ce rotirati za zbroj vanjskih kutova poligona A, i B,, odnosno za kut — . Dakle, po-

n
makom duZ jedne stranice poligona B,,, poligon A, izvr$i ukupnu rotaciju:
2 4rm 27
k=1 =+ = (k1) = (1)
n n n

Kako poligon B, ima n stranica, pomaci od A, duZz svih stranica od B, rezultiraju
ukupnom rotacijom poligona A, za kut

(k+1).27”.n:(k+1).zn. )

1z jednadZbe (2) zakljuujemo da ukupna rotacija poligona A,, ne ovisi o broju stranica
n poligona, te kako ukupna rotacija poligona A, nakon pomaka po obodu poligona B,
iznosi k + 1 punih krugova.
Konaéno, za opisani postupak promotrimo granicni sluc¢aj kada n — oo. Neogranice-
nim povecanjem broja stranica pravilnih poligona A, i B, dobivamo:
Pravilni konveksni poligoni A, i B, prelaze u krugove A i B.
Polumjeri krugova A i B jednaki su polovini najduZih dijagonala poligona A, i B,
dakle redom r i R.

Opisano kretanje poligona A, po obodu od B, prelazi u kotrljanje bez klizanja kru-
ga A po obodu kruga B.

Ukupna rotacija kruga A pri tome ostaje ista, jer prema jednadzbi (2) ne ovisi o
broju n stranica poligona.

Time vidimo da se krug A zarotira za k+ 1 punih krugova kada se kre¢e po obodu kruga
B.

4 Vrhom T uvijek ¢emo nazivati vrh poligona A, koji je nakon pomaka dosao u kontakt sa stranicom poligona
B.
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Isti dokaz lako moZemo modificirati ka- 4
ko bi dokazali tvrdnju ako se krug A rotira /r
k — 1 puta ako krecudi se po obodu kruga R
B s unutarnje strane (slika 5). Dokaz do-
biva na vaznosti zbog toga Sto zakljucak o S
k — 1 rotacija nije intuitivno jednostavno
objasniti. I ovog puta krug A rotira po kri-
vulji duljine 2R7 na kojoj napravi k punih
rotacija. I ovog puta krug A zbog zakriv-
ljenosti kruZnice po kojoj se krece napra-
vi dodatnu rotaciju, no ukupan broj rotaci- Slika 5. Prikaz rotacije kruga A po
ja se ovaj puta smanjuje! obodu kruga B s unutarnje strane.

Analiticka konstrukcija pomocu pravilnih konveksnih poligona s n stranica jasno po-
kazuje na kojem se mjestu “gubi” ta rotacija. Kao §to vidimo na slici 6, pomaci poligona
A, po stranici poligona B, (dok se tocka T ne poklopi s vrhom poligona B,,) i dalje znaci

2
rotaciju poligona A, za kut —n.

AN /N

Slika 6. Prikaz pomaka poligona A, po stranici poligona B, s unutarnje strane.

No prilikom navedenog kretanja s unutarnje strane, kada se tocka 7 poklopi s vrthom
poligona B, , nikakav dodatni pomak (rotacija) nije potreban jer sljedeca stranica poligona
A, ved lezi na sljedecoj stranici poligona B,,. Stoga je ukupan iznos rotacije poligona A,
jednak

(kfl)'zf'n:(kfl)'mr. (3)

Izraz (3), kao ni izraz (2), ne ovisi o broju stranica poligona. Stoga, prelaskom na gra-
ni¢nu vrijednost n — oo izvodimo analogne zakljucke kao i kod rotacije kruga A s vanjs-
ke strane oboda kruga B, s razlikom da je ukupna rotacija sada dana izrazom (3) i iznosi
k — 1 punih rotacija kruznice A.

Fizicko rjesenje

RjeSavanju navedenog problema moZemo priéi i iz perspektive fizike, odnosno opisi-
vanja kretanja kruga A. Za ovaj pristup rjeSavanju problema klju¢an je podatak da krug
A, rotirajuéi po obodu kruga B ne klizi.

Za pocetak oznac¢imo bitne elemente problema kao na slici 7: sredista krugova A i B
oznacimo s S4 1 Sp, njihove polumjere s r i R, kutne brzine s w4 1 wp, te tocku kontakta
dva krugas T.
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Slika 7. Prikaz elemenata kotrljanja kruga A po obodu kruga B.

Cinjenicu da se krug A kotrlja po obodu kruga B bez klizanja iskazujemo kroz brzinu
tocke T koja je jednaka nuli. Za pocetak, srediSte kruga A se u odnosu na srediSte kruga
B krece brzinom v4 za koju vrijedi

vAza)B-(R+r). (4)
Ukoliko pak kao referentni sustav promatramo krug A, tj. ukoliko je srediSte kruga A

referentna tocka koordinatnog sustava, tada se tocka T giba brzinom v4 u smjeru suprot-
nom od gibanja tocke S, u prethodnom referentnom sustavu. Za iznos te brzine vrijedi

VA = A * F. (5)
Brzine iskazane u jednadzbama (4) i (5) jednake su po iznosu i smjeru, no suprotnih su

orijentacija, Sto je posljedica uvjeta da krug A ne klizi prilikom kretanja po obodu kruga
B. Odavde slijedi:

R
wB-(R—i—r):a)A-rzwA: +r.

wp.

2
Krug A obide cijeli obod kruga B u vremenu 7y = w—n U tom istom vremenu rotacija
B
¢ koju obavi krug A jednaka je:

R 21 R
QO =Wy -1y = +r(1)3'—:(1+—>-27'[.
r Wp r

Kako je R = k- r, zaklju€ujemo da je krug A obavio rotaciju od punih 1+ & krugova.

Kretanje tocke na obodu manjeg kruga

Analiza kretanja tocke smjestene na obodu kruga A takoder nas vodi k istom rezultatu.
Promotrimo sliku 8 koja prikazuje elemente bitne za analizu kretanja tocke na obodu kruga
A pri kotrljanju tog kruga po obodu kruga B.

Radi jednostavnosti (a bez smanjenja opcenitosti) postavili smo srediSte kruga B u is-
hodiste koordinatnog sustava. Tada srediSte kruga A ima koordinate Sa((R+7r) cos 0, (R+
r)sin ) pri ¢emu je kut 6 koji spojnica sredista krugova zatvara s pozitivnim smjerom
osi x. Takoder, neka rotacija kruga A zapocne u trenutku kada je njegovo srediste u tocki
(R+10).
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Slika 8. Prikaz puta kojeg prede tocka na obodu kruga A pri kotrljanju po obodu kruga B.

Kada krug A obavi kotrljanje za kut 8, kao Sto je prikazano na slici 8, to¢ka P na obo-
du kruga A, koja je u pocetku bila tocka dodira izmedu dva kruga, dolazi na poziciju pri-
kazanu na slici 8, te njezina spojnica sa srediStem S, zatvara kut o sa spojnicom sredista
dvaju krugova.

Kako se radi o kotrljanju bez klizanja, lukovi Ig i I (koji su prikazani crvenom i pla-
vom bojom na slici 8) su jednake duljine. Odredimo sada vezu izmedu kutova o i 0:

R
k=, = R-0=r-00 = a=-0.
r
Pomocdu slike 8 zapisujemo koordinate tocke P:

xp=2xs —rcos(0+ o) =(R+r)cos O — rcos <9+59>, (6)
r

R
yp=ys—rsin(0 + a) = (R+r)sin 0 — rsin (9—1——9). (7
r

Broj rotacija koje krug A napravi sada moZemo odrediti analizom neke od koordinata toc¢-
ke P. Na primjer, ako se u pocetnom trenutku tocka P nalazi na istoj visini (ima istu y-
koordinatu) kao i srediSte kruga A, no lijevo od srediS$ta, tada broj rotacija kruga A mo-
Zemo odrediti kao broj rjeSenja jednadzbe

cos(0 + k0) =1

R
u intervalu [0,27) , pri ¢emu je k = —. RjeSavanjem te jednadzbe dobivamo:
r

21
(1+k) =2l — 6= —— leZ.
0-(1+k) T 0 k+17r, €

Kako trazimo rjeSenja koja se nalaze u intervalu [0, 27), slijedi:

21 l
< — 21 — 0< —— <1, [€Z. 8
O_k+1n< T O_k+1< , le (8)
Cijeli brojevi [/ koji zadovoljavaju nejednadzbu (8) su [ =0, 1,...,k, odnosno tocka P

se k+ 1 puta nade u istom poloZaju u odnosu na srediste kruga A. Dakle, krug A ukupno
napravi k + 1 rotacija.

Istaknimo jo§ da tocka P(x,,y,) odredena koordinatama danim u jednadzbama (6) i
(7), za 6 € [0,27) opisuje krivulju koju nazivamo epicikloidom, [11]. Krivulju je tim
imenom prvi nazvao danski astronom Ole Rgmer koji je dokazao kako upravo epicikloidni
zupcanik proizvodi najmanje trenje pri rotaciji, [3].
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fan AN

Na slici 9 prikazana je epicikloi- 7/ ‘\) =
R
o e . /
daza k = — = 4. Na slici je is- N
r

taknut krug A u svim pozicijama u Y7\

. v [
kojima se promatrana to¢ka na obo- N

du kruga nalazi to¢no lijevo od sre-

diSta kruga A. Sli¢na animacija koja TN
prikazuje kretanje tocke po epiciklo- X / _
idi prikazana je i u radu Dave Van A 2

Leeuwena na Geogebri, [4]. N7

R
Slika 9. Prikaz epicikloide za k = — = 4.
-

Zakljucak

Motivirani pojavljivanjem “paradoksa” rotacije kruga na druStvenim mreZama, kao i in-
teresom za “problemom bez to¢nog ponudenog rjeSenja” na maturi u SAD-u, ovim smo
prilogom pokazali koja se matematicka i fizicka obja$njenja mogu upotrijebiti za njego-
vo rjeSavanje i obja$njavanje. Vjerujemo da su pruZene argumentacije jasne te da mogu
potaknuti zainteresirane Citatelje na daljnje proucavanje povezanih pojmova i problema.
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