Kosi hitac uvis i uvjeti gibanja, alternativno (2) I

Ljiljana Sudar'

Pod povecalom

U [1]je pokazano da je putanja kosog hitca uvis parabola ako su ispunjeni sljedeci uvje-
ti:

1. da je gravitacijsko ubrzanje konstantno po intenzitetu, g = const.,

2. da se hitac giba kroz homogeno gravitacijsko polje i

3. da se hitac giba u jednoj ravnini.

Pritom nisu koriStene formule za jednoliko i jednoliko usporeno/ubrzano gibanje vec¢
samo graf brzine kosog hitca. Ovi uvjeti su, zapravo, ogranicenja pod kojima je putanja
kosog hitca parabola. Pitanja koja se onda sama namecu (ali se ne razmatraju) su:

e Do koje se udaljenosti od povrSine Zemlje moZe smatrati da je g = const.?

e Ako je g = const. unutar nekog podrucja, znaci li to da je gravitacijsko polje Zemlje
unutar njega homogeno? A obrnuto?

e Kako odrediti ravninu u kojoj se giba kosi hitac?

e Kako izgleda podrucje (naravno, iznad povrSine Zemlje) unutar kojeg se moZe sma-
trati da je gravitacijsko polje Zemlje homogeno i koje su njegove granice?

Cinjenica je da je gravitacijsko polje Zemlje, zapravo, nehomogeno. U [2] je pokazano
da se na gibanje kosog hitca mogu primijeniti Keplerovi zakoni koji su prilagodeni giba-
nju tijela oko Zemlje pa je stoga putanja kosog hitca uvis, dio elipse u ¢ijem se jednom
ZariStu nalazi srediSte Zemlje. Zatim je na primjeru pokazano da se, ako se uzme da je
putanja hitca najprije dio parabole, a potom i dio elipse, mogu izracunati vrijednosti za
domet, vrijeme leta i maksimalnu visinu hitca za male pocCetne brzine (znatno manje od
brzina orbitiranja) koje se vrlo malo razlikuju, dok je za velike pocetne brzine (usporedive
s brzinama orbitiranja) razlika velika. Otuda i pitanje:

e Kada se moZe putanja kosog hitca u gravitacijskom polju Zemlje promatrati i kao
dio elipse i kao dio parabole, a kada se mora promatrati kao dio elipse?

I na kraju, ali ne manje vaZno:

e Ako se putanja hitca mora promatrati kao dio elipse, kada se smije koristiti g =
const., a kada se mora uzeti u obzir promjena intenziteta gravitacijskog ubrzanja s
visinom tj. g = g(H)?

Da bi se naSli odgovori na navedena pitanja, uvjeti gibanja kosog hitca su ovdje stav-

ljeni pod povecalo.

Podimo redom!

Znamo da je gravitacijska sila kojom Zemlja i tijelo uzajamno djeluju dana Newtono-

M- -m
vim zakonom gravitacije: F = y————, gdjesu M, m, R, H i ¥ masa Zemlje, ma-
g i 4 (R+H)y gd) m X J
sa tijela, radijus Zemlje, udaljenost tijela od povrSine Zemlje i univerzalna gravitacijska

konstanta, redom. Poznato je da je masa Zemlje M = 5.9722-10%* kg i da je njen srednji
radijus R = 6371 km.
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Ta gravitacijska sila po II. Newtonovom zakonu daje tijelu mase m ubrzanje, tzv. gra-
vitacijsko ubrzanje g:

_ M -m
“XRTH?

Da bi gravitacijsko ubrzanje bilo konstantno po intenzitetu, H mora biti zanemarivo u
odnosu na R. Ali kada je to moguce?

=mg$g=x( (1)

R+ H)*

Uobicajeno je da se jedna veli¢ina moZe zanemariti u odnosu na drugu ako je ona bar
dva reda veli¢ine manja od nje. U ovom slucaju to je moguce ako je
R 6371 km

H —=——=63.71km = 1 .
100 100 63.71 km = 63710 m

Dakle, do visine Hyax = 63.71 km mozZe se uzeti da je intenzitet gravitacijskog ubr-
zanja g konstantan tj. g = const.

Nadimo broj¢anu vrijednost za g do visine Hp,x:
1 Nm?  5.9722.10** kg
kg? (6371103 m)?

Pogledajmo sada §to znaci da je gravitacijsko polje homogeno i Sto to dalje povlaci?

M
8= 173 =6.67-10" =9.81 m/s”.

Znamo da je polje homogeno kada je vektor jaCine polja u svim tockama prostora istog
intenziteta, pravca i smjera pa su silnice polja medusobno paralelne. Vektor j ]acme gravita-

cijskog polja Gu danoj tocki prostora definira se preko grav1tacuske sile F, koja djeluje

F
na tijelo mase m u danoj toc¢ki prostora, na sljedeci nacin: G=—. Omjer sile i mase

tijela je po II. Newtonovom zakonu ubrzanje. U ovom slucaju nazivamo ga gravitacijsko
, L= F g
ubrzanje i oznaCavamo s g. OCito je G = — = g, pa e do visine Hp,y biti
m
g = G = const. (2)

Da bi gravitacijsko polje Zemlje do visine Hy,x bilo homogeno, vektor jadine polja G
u svim tockama prostora do visine Hp,x pored intenziteta mora imati isti pravac i smjer.
Zato su silnice gravitacijskog polja Zemlje u onom dijelu prostora do visine Hp,y, gdje je
ono homogeno, ne samo okomite na povrSinu Zemlje (ona je ekvipotencijalna povrsina!)
ve¢ su i medusobno paralelne §to povlaci da je odgovarajuci dio povrsine Zemlje ravan.
Obrnuto ne vrijedi. Gravitacijsko polje iznad ravnog dijela povrsine Zemlje moze, ali i
ne mora biti homogeno. Uzevsi u obzir (2) bit ¢e homogeno do visine H < Hpax, a
nehomogeno za visine H > Hpyax jer je tada g # const. = G # const.

Pretpostavimo sada da se tijelo, izbaceno s povrSine v
Zemlje podetnom brzinom V, koso uvis u odnosu na po- max .
viSinu Zemlje, krede u gravitacijskom polju Zemlje koje ~ Vor
smatramo homogenim. To da je g = const. do visine H
Hmax = 63.71 km postavlja ogranienje na vertikalnu ~— — ™=
komponentu pocetne brzine hitca, vy, jer tu komponen- O _Ath At 1
tu brzine tijelo mora “potrositi” do visine Hp,x da ne bi 2A?
napustilo podrucje u kojem je polje homogeno. Da bismo
odredili intenzitet te grani¢ne tj. maksimalne vertikalne Slika 1.

komponente pocetne brzine hitca, vi?*, crtamo graf brzine hitca u V-pravcu (slika 1).

Nulti trenutak vremena na z-osi je trenutak izbacaja hitca, ¢, t,, Af i 2At¢ su, redom,
trenutak kada je tijelo “potrosilo” vertikalnu komponentu maksimalne pocetne brzine i
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naslo se na visini Hp,y, trenutak pada hitca na povr§inu Zemlje, vrijeme penjanja/padanja
1 vrijeme leta hitca.

Iz nagiba pravca dobiva se intenzitet gravitacijskog ubrzanja
max

Vov
8= "7 3)
Prijedeni put Hmax je osjencana povrSina trokuta ispod grafa brzine
vmax . At
Hpax = OVT (4)

Eliminacijom vremena penjanja, Az, iz (3) i (4) dobiva se maksimalna vrijednost kom-
ponente pocetne brzine tijela u V-pravcu, vji?*, koju tijelo moZe imati, a da pri gibanju
ne izade iz podrucja gdje je g = const.:

. (Vg‘\?x)z max _ _ 2
Hiay = =0 = Vo = V/28Hmax = /2 -9.81 m/s? - 63710 m
g
= 1118.029606 m/s = 1.118029606 km/s.
V
14 V Vo
VoA Vor ko
,,,,,, /
‘ Vop ke
70[/ i,,//, ,,,,,, Vo or A // 7;
| At YAt
’O‘j\ T
H H Gro,a H
Slika 2. Slika 3. Slika 4.

Na slikama 2—4 su vy, Voy i Vop™, redom, pocetna brzina hitca, koji je izbacen pod

kutom ¢ s povrSine Zemlje, komponenta te pocetne brzine u V-pravcu i maksimalna kom-
ponenta pocetne brzine u V -pravcu koju hitac moZe imati, a da ne napusti homogeno gra-
vitacijsko polje Zemlje. Sa slika se vidi da se s promjenom kuta izbacivanja mijenja in-
tenzitet komponente pocetne brzine hitca u V-pravcu, vy .

Na slici 2 je vo < v = 1.118029606 km/s i voy < vie* za sve vrijednosti kuta
ac (O, g) pa hitac ima konstantno ubrzanje (g = const.) sve vrijeme leta jer ée “po-
tro§iti” svoju brzinu u V-pravcu prije nego Sto dode do granice podrucja, Hpyx -

Na slici 3 je vo = vj* = 1.118029606 km/s i voy < vjy* za sve vrijednosti kuta
o€ (O, %) , pa hitac ima konstantno ubrzanje (g = const.) sve vrijeme leta bez obzira
na kut pod kojim je izbacen s povrsine Zemlje jer ¢e hitac 1 u ovom slucaju “potrositi” svoju
brzinu u V-pravcu prije nego $to dode do granice podrucja, Hpax -

Na slici 4 su Vi, V, i Vi poCetne brzine hitca izbacenog s povrsine Zemlje pod kutom
o, a, i 0y, redom, pri Cemu je

Vo=V, =VI 1 wvp>wvy =1.118029606 km/s. (5
Kut ¢, je najveci kut pod kojim se moZe izbaciti hitac s povrSine Zemlje pocetnom br-

zinom (na slici 4 je ona oznacena s Vy ), pri ¢emu ima konstantmo ubrzanje Citavo vrije-
me leta, jer je intenzitet njegove komponente pocetne brzine u V-praveu vpy = vt =

1.118029606 km/s pa zato postaje nula na visini Hyax -
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Odredimo sada najveci kut izbacivanja, o .
Uzevsi u obzir relaciju (5) sa slike 4 se dobiva:
V, v 1.118029606 k
sinag:ivzo—v => 0, = arcsin m/s. (6)
Vg Vo Vo

Ocito najveci kut izbacivanja ovisi od intenziteta pocetne brzine hitca tj. njene brojcane
vrijednosti vy.

Za kutove manje od c, i za po¢etnu brzinu npr. v (slika 4) hitac ée do visine manje od
Hp,x “potrositi” svoju brzinu u V-praveu, viy, jer je viy < vgi* = 1.118029606 km/s i
ditavo vrijeme leta ¢e imati konstantno gravitacijsko ubrzanje po intenzitetu (g = const.).
A za kutove vece od @, i za danu pocetnu brzinu Vo (slika 4) hitac e, kada se nade na
visini Hp,x , imati komponentu brzine u V -pravcu razlic¢itu od nule pa ¢e se nastaviti uda-
ljavati od Zemlje i uéi u podrucje u kojem se intenzitet gravitacijskog ubrzanja mijenja s
visinom hitca tj. u kojem je g = g(H).

Sto odreduje ravninu kosog hitca? Kada moZemo dio povr$ine Zemlje smatrati ravnim?

Uzevsi u obzir da je Zemlja spljoStena na polovi-
ma aproksimiramo je sferom srednjeg radijusa R =
6371 km. Neka je tijelo izbaceno s povrsine Zemlje
iz tocke A brzinom 1V, i neka je poslije leta palo na
nju u tocki B (slika 5). Ravnina u kojoj se odvija gi-
banje tijela odredena je pravcem vektora pocetne br-
zine tijela Vy iradijusom Zemlje koji odgovara tocki
A (dva pravca koji se sijeku definiraju ravninu!). Pre-
sjek te ravnine koju moZemo oznaciti npr. s 7 i po-
vr§ine Zemlje, koja ima oblik sfere, je kruZnica ko-
joj pripadaju tocke A i B. Sve tocke presjeka sfer-
ne povrsine Zemlje i ravnine 7 izmedu tocaka A i

B nalaze se na luku AB. Ako je dio povrSine Zem-
lje ravan njen presjek s ravninom 7 je pravac (nje-
ga smo, pretpostavljajudi to implicitno, ranije nazva-
li H-pravac) na kojoj su A (tocka izbacivanja tije-
la) i B (tocka pada tijela na povrSinu Zemlje) pa bi
domet tijela, d, bila duZina AB tj. d = |AB|. Tako da pitanje kada se gravitacijsko polje
Zemlje iznad dijela njene povrSine do visine Hpy,x moZe smatrati homogenim (§ =G =
const.) svodi na pitanje kada se dio te povrSine Zemlje moZe smatrati ravnim $to ima za
posljedicu da se luk moZe aproksimirati tetivom? Da bismo nasli odgovor na to pitanje
koristit ¢emo sliku 5.

Sredisnji kut 6 definira se relacijom

Slika 5.

!
0=. (7

0
Ako je on mali tj. ako je 6 < 5°, tim prije je mali i kut 5 Kako je za male kutove sinus

0
blizak vrijednosti samog kuta, za 0 i B vrijedi:

. 1 6 9
sin@ ~ 0, dsm5~§. €)
Sa slike 5 je o¢ito i 06 2 d 9)
2 R 2R’
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Uzevsi u obzir (8) i (9) dobivamo:
d
~N — = 6 ~

1
R (10)
d
R

| D
Ik

[
Sada se iz (7) i (10) dobiva: R R

luk i tetiva vrlo malo razlikuju kada je srediS$nji kut 6 mali, pa se luk moZe aproksimirati
tetivom.

Dakle, kod malih kutova gubi se razlika izmedu luka i tetive, pa se povrSina Zemlje
moZe smatrati ravnom. Silnice gravitacijskog polja Zemlje su tada medusobno paralelne
1, naravno, okomite na povrSinu Zemlje. Do visine Hp,x gravitacijsko polje Zemlje je tada
homogeno, a putanja hitca u homogenom gravitacinom polju je dio parabole.
~ Uzevsi u obzir (9), maksimalni domet kosog hitca u homogenom gravitacijskom polju
je:

— |l ~d — [—d = 0, $to znaci da se

)

dmax = 2R sing =2-6371 km - sin 5? = 555.7982338 km. (11)

Ako je broj¢ana vrijednost komponente brzine u V-pravcu najveéa moguca (hitac se krece
kroz podrucje u kojem je g konstantno) tj. vi* = 1.118029606 km/s, vrijeme “penja-

nja” dobiva se iz (3)
max

Af = V"TV — 113.968359 s. (12)
Odredimo maksimalni iznos pocetne brzine hitca u H - v
pravcu kojom stizemo do granica podrucja u kojem silnice o H
gravitacijskog polja moZemo smatrati paralelnim. Njeniz- v,
nos je konstantan jer gravitacijska sila nema komponentu
u H-pravcu. Nacrtajmo graf brzine u H -pravcu (slika 6). i
Nulti trenutak vremena na 7-osi je trenutak izbacaja hit- |
ca, ty, ty, At, 2At su, redom, trenutak kada je hitac dosti- ol Aarti At t, t
gao visinu Hpay , trenutak pada, vrijeme penjanja/padanja oA
i vrijeme leta hitca. Prijedeni put u H-pravcu do granice

podrucja u kojoj se silnice gravitacijskog polja jo§ mogu Slika 6

smatrati medusobno paralelnim, dmax , j& dmax=2A1-v}7". tka o

Uzevsi u obzir relacije (11) i (12) intenzitet maksimalne komponente brzine u H -pravcu,
dmax 555.7982338 k

i max _ T m_ 2.438388324 km/s.

0r -+ J€ VO = HAr T 27 113.9683594 5

Zakljucak. Gravitacijsko polje Zemlje moZe se smatrati homogenim do visine Hy,x =
63.71 km i udaljenosti dm,x = 555.7982338 km od tocke izbacivanja hitca. Ako su in-
tenziteti komponenti pocemne brzine u H- i V-pravcu, voy < 2.438388324 km/s i voy <
Vi = 1.118029606 km/s, redom, tada se hitac kreée kroz podrucje u kojem se gravita-
cijsko polje moZe smatrati homogenim pa se za putanju hitca moZe uzeti i dio parabole,
ali i dio elipse (sjetimo se da je gravitacijsko polje Zemlje, zapravo, radijalno i vrijede
modificirani Keplerovi zakoni za gibanje hitca, [2]), pri cemu je g = 9.81 m/s?.

Domet, vrijeme leta, vrijeme penjanja i spustanja hitca i maksimalna dostignuta visina
tokom leta izracunati u oba slucaja ne¢e se medusobno mnogo razlikovati.

Nadimo sada broj¢anu vrijednost brzine, v, s maksimalnim komponentama u H- i
V-pravcu, redom tj.

pmax — ymax _ 9 438388324 km/s i v = vl = 1118029606 km/s

VIR = J(max)2 4 (yma)2 — /2 4383883247 + 1.118029606% = 2.682485381 km/s.
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Kako se krece hitac ako mu je pocetna brzina bas v = v
VM = 2.682485381 km/s? Odgovor na to pitanje dobit
¢emo sa slike 7, uzevsi zakljucak u obzir. v,

Na slici 7 su v,, V™ i V| pocetne brzine tijela izba- Var 4 /
¢enog pod razli¢itim kutovima s povrSine Zemlje pri Ce- —max U
muje v = v, = V™ = 2682485381 km/s = vy, Yy 2 / .
ViR = 2.438388324 km/s i vii** = 1.118029606 km/s. ETA | WV
Hitac se krece kroz homogeno gravitacijsko polje samo v :KT\
ako je izbacen pod kutom: vooomax o ]

max 2 Vy  ViH
o = arcsin VKW = 24.63201032°. Slika 7.

U tom slucaju se za putanju hitca moZe uzeti i dio parabole i dio elipse.

Za kutove manje od @ g = 9.81 m/s? (npr. kao u slu¢aju brzine V). Sa slike 7 se
vidi da je viz > vg** 1 hitac zalazi u podrucje gdje se silnice polja ne mogu viSe smatrati
paralelnim, pa je gravitacijsko polje nehomogeno, ali je sve vrijeme leta hitac u podrucju
u kojem je g = const. jer je viy < viy**. Zato se mora uzeti da je putanja hitca dio elipse
idaje g=9.81 m/s?

Za vece kutove o (npr. kao u sludaju brzine ) sa slike 7 se vidi da je vy < v
pa ¢e hitac sve vrijeme leta biti u podrucju u kojem su silnice polja medusobno paralelne.
Medutim, kako je voy > vi** hitac tokom leta zalazi u podrucje u kojem je g # const.
pa je polje nehomogeno i za putanju hitca se mora uzeti da je dio elipse i da je g = g(H).

A ako je intenzitet poCetne brzine v > v™* = 2.682485381 km/s?

Odgovor na to pitanje dobit ¢emo sa slike 8 uzevsi u obzir zakljucak.

4 Na toj slici su v, V, i V; poCetne brzine tijela
N izbagenog s povrsine Zemlje pod kutom £, fB, i
B1 redom, pri emu je v, = Ve =V =V, V>
vmax =2 682485381 km/s §to je sa slike 8 ocito.
Komponente brzina v, V, i V{ u H-1 V-pravcu

Hl;ax :VgV \ —r Vg su, redom, Vz[-{, ng, V]H, Vzv, ng i fle pl‘i Ce-
> / 7 mu je Vey = VI = ymX — 1118029606 km/s.
v ‘%%{f B Sa slike 8 se vidi:
- mavij; 7 . vimax . 1118029606 km/s
Varl Wy ggH iy B, = arcsin —, = aresin " ,
Bl Bg max X2 &

Slika g Ver > VX = 2 438388324 km/s (13)
Vev = VI = 1.118029606 km/s. (14)

Ako je hitac izbacen pod kutom f3,, uzevsi u obzir (13), (14) i zakljucak, on se krece kroz
podrucje u kojem gravitacijsko polje Zemlje nije homogeno i zbog toga putanja hitca ne
moZe biti dio parabole veé¢ mora biti dio elipse pri cemu je g =9.81 m/s*.
Ako je kut B pod kojim je tijelo izbaceno s povrSine Zemlje, B < f, (npr. kao u
slucaju brzine Vi) sa slike 8 je, ocito,
vig > Vi = 2.438388324 km/s, (15)
viy < v = 1.118029606 km/s. (16)

Uzevsi u obzir zakljucak, iz (15) slijedi da su silnice gravitacijskog polja Zemlje radi-
jalne pa gravitacijsko polje nije homogeno u podrucju gibanja tijela, a iz (16), da je g =
G = const. Zato putanja hitca mora biti dio elipse pri emu je g = 9.81 m/s>.
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A ako je kut B pod kojim je tijelo izbageno s povrSine Zemlje, § > f, (npr. kao u
slucaju brzine V,) sa slike 8 je, ocito,

Vo < vy = 2.415336507 km/s, (17)

vay > v = 1.118029606 km/s. (18)

Uzevsi u obzir zakljucak, iz (17) slijedi da su silnice gravitacijskog polja Zemlje, u po-
drucja kroz koja se hitac krece, priblizno paralelne. Da bi gravitacijsko polje bilo homo-
geno mora biti 1 intenzitet jacine gravitacijskog polja konstantan tj. G = const. 1z (18)
imamo da ono to nije jer tijelo zalazi u podrucje gdje je g # const. pa kako je g = G
bit ée G # const. pa je u podrucju gibanja tijela gravitacijsko polje Zemlje nehomogeno.
Zato putanja hitca mora biti dio elipse pri Cemu je g = g(H).

Kakva je putanja hitca ako je intenzitet
pocetne brzine v u intervalu v

(2.438388324 km/s, 2.682485381 km/s)? - V2

Odgovor ¢emo dobiti sa slike 9.
Na njoj su ¥, V,, V™, Vi V| pofet- —e _ —max s
ne brzine tijela izbacenog s povrsine Zemlje )
pod kutom o, a8, ™, o i oy redom. S v, k /

Vi i V33 oznadene su komponente brzina

Vi V™ u H-pravcu, redom, dok su kom- / /
ponente ostalih brzina samo naznacene to¢- 7.k o /,_
kicama, a s Vhy, Vi, V™, Viy i Viy ozna- v m |
&ene su komponente brzina v,, V8, V14 L
i Vi u V-pravcu, redom. Sa slike 9 je, oci- A oo
to, V& = VI (= 2438388324 km/s) o™
i vy = v (=1.118029606 km/s). Slika 9.
Intenzitet brzine je V™ je v™* = 2682485381 km/s.

Ako je tijelo izbadeno s povriine Zemlje podetnom brzinom V intenziteta v pod kutom
manjim od o’ i vedim od o', gibat ée se kroz podrudje u kojem je gravitacijsko polje
homogeno, jer je H-komponenta brzine tada manja ili jednaka vj*™* (pa ¢e domet hitca
biti manji od maksimalnog dometa za koji se silnice gravitacijskog polja jo§ mogu sma-
trati paralelnima) i V-komponenta brzine manja ili jednaka vj* = 1.118029606 km/s
(pa se hitac citavo vrijeme leta krece kroz podrucje u kojoj je G = g = const.) i zato se
za putanju hitca moZe uzeti da je i dio parabole i dio elipse pa izracunati domet, maksi-
malnu visinu hitca i vrijeme leta u oba slucaja i usporediti dobivene vrijednosti. Razlike
¢e postojati, ali nece biti velike.

Kutovi o i o ovise o pogetnoj brzini hitca v. Sa slike 9 oéito je da se mogu naci
iz relacija:

, VX 2438388324 km/s ) 2.438388324 km/s
coso = v = v —> (O = arc cos v ,
., VX 1118029606 km/s Y . 1.118029606 km/s
SIno = v = v —> (O = arcsin v .

Ako je kut izbacivanja manji od o (npr. kao kod brzine V; na slici 9) tada je viy >
Vi = 2.438388324 km/s pa se gubi sli¢nost izmedu luka i tetive i silnice gravitacijskog
polja nisu medusobno paralelne. Samim tim otpada mogucnost da je gravitacijsko polje
homogeno u podrucju gibanja hitca. Zato se ne smije za putanju hitca koristi dio parabole,
vec se mora koristiti dio elipse. Dobra vijest je da se sve vrijeme hitac krece kroz podrucje
u kojem je intenzitet gravitacijskog ubrzanja g = 9.81 m/s? (jer je viy < VI =
1.118029606 km/s).
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Ako je kut izbacivanja veéi od o/ H-komponenta brzine (npr. brzine V, na slici 9)
manja je od v* = 2.438388324 km/s, tetiva se nece razlikovati mnogo od luka, po-
vr§ina Zemlje se moZe smatrati ravnom i silnice gravitacijskog polja medusobno paralel-
nim. Kako je komponenta brzine u V-pravcu veca od vi** = 1.118029606 km/s hitac
¢e tokom leta napustiti podruc¢je u kojem je g = const. i uéi u podrucje u kojem se in-
tenzitet gravitacijskog ubrzanja mijenja s visinom (kao i intenzitet ja¢ine gravitacijskog
polja, G, jer je G = g), pa gravitacijsko polje Zemlje ipak nije homogeno u podrucju gi-
banja hitca pa se za njegovu putanju ne smije koristiti dio parabole ve¢ iskljucivo dio elipse
pri ¢emu je g = g(H). To dodatno komplicira ra¢unanje dometa, vremena leta i maksi-
malne visine hitca. Ako je hitac izbacen s povrSine Zemlje pocetnom brzinom intenziteta

1.118029606
8 =24 24 k k <o = in ———— = 27.29111265°
% 383883 m/s, pod kutom o < o arc sin 5 438388324 7.29 65

(vidi sliku 9) gibat ée se kroz homogeno gravitacijsko polje s ubrzanjem g = 9.81 m/s?,
pa se za putanju hitca moZe uzeti i dio parabole i dio elipse.

Ali, ako je hitac izbaden poéetnom brzinom intenziteta v¢& = 2.438388324 km/s, s

" . . 1.118029606 S

povrsine Zemlje pod kutom o > af = arcsin - 27.29111265° (vidi sliku
9) gibat e se kroz gravitacijsko polje Zemlje ¢ije su silnice, doduSe, medusobno paralelne,
ali je intenzitet gravitacijskog ubrzanja ovisan o visini tj. g = g(H) =— G = G(H) pa
je polje nehomogeno i za putanju hitca se mora uzeti dio elipse.

Jos preostaje vidjeti kakva je putanja hitca ako je intenzitet v njegove pocetne brzine,
Vv, u intervalu (1.118029606 km/s,2.438388324 km/s).

Za to ¢emo Kkoristiti sliku 10. Na njoj su
Vh, Vi 1 Vi poCetne brzine hitca izbacenog s v
povrsine Zemlje pod razli¢itim kutovima pri T,
emuje Vv = v, = V, = V|,V < I I
VX — 2682485381 km/s. S Vey i V™ / .
oznacene su komponente brzina v i V*®* u / Vg S
H -pravcu, redom, a s Vey i V™ komponen- vy =V & y
te brzina V, i V™ u V-pravcu, redom, pri /
Cemu je V™ = 2.438388324km/s i vii** =
1.118029606 km/s. Sa slike 10 se vidi da za / ="
pocetnu brzinu intenziteta v postoji grani¢ni = | e

o

max \ —: —max
W are sin 1.118029606 km/ s o Ve Vi H
Vg v

Uzevsi u obzir zakljucak, sa slike 10 je ocito da
se za granicni kut &, 1 kutove manje od njega hitac krece kroz podrucje u kojem je gravi-
tacijsko polje homogeno (npr. kao u sluaju brzine V; na slici 10) pa se za putanju hitca
moZe uzeti i dio parabole i dio elipse pri ¢emu je g = 9.81 m/s?.

kut §, = arcsin
Slika 10.

Za kutove veée od grani¢nog (npr. kao u slucaju brzine v, na slici 10) hitac se krece
kroz podrucje u kojoj je gravitacijsko polje nehomogeno pa se za putanju hitca mora uzeti
dio elipse pri ¢emu je g = g(H).

Ostaje joS definirati koje su pocetne brzine hitca male, a koje velike.

U [1] je pokazano da je putanja hitca parabola kada se hitac krece kroz homogeno gra-
vitacijsko polje Zemlje, a u [2] da se za male pocetne brzine izracunate vrijednosti za do-
met, vrijeme leta i maksimalnu dostignutu visinu hitca malo razlikuju kada se uzme da je
putanja hitca najprije dio parabole, a potom dio elipse. To povlaci da se za male pocetne
brzine hitac krece samo kroz podrucje u kojem je gravitacijsko polje Zemlje homogeno pa
se njegova putanja moZe promatrati i kao dio parabole i kao dio elipse.

246 P Matematicko-fizicki list, LXXIV 4 (2023. — 2024.)



Za velike pocetne brzine hitac tokom gibanja napusta homogeno gravitacijsko polje.
Zato se njegova putanja mora promatrati kao dio elipse.

Da bi sve bilo jednostavnije za primjenu, dana je tablica koja sadrZi intenzitet pocetne
brzine, kut izbacivanja hitca, o, grani¢ni kut, putanju hitca (parabola, elipsa) i intenzitet
gravitacijskog ubrzanja, g.

Tablica.
X T
pocetna brzina {—m} kut lzz?f ]l vanja grani¢ni kut [°] putanja g [92]
S S
Vo < 1.118029606 [o, g] - parabola i elipsa| 9.81
o € (0,8] bola i eli 9.81
E) 1.118029606 parbola 1 elipsa o
1.118029606 < v < 2.438388324 T 0, = arcsin 79 .
o€ (Sg, 2) elipsa g(H)
a € (0,08] | e — arcsin 1118029606 parbola i elipsa | 9.81
v8 = 2.438388324 ¢ 7 vé i
ace(a ’5) — 27.29111265° elipsa 8(H)
@€ (0.0) | o — arceos 2438388324 elipsa 9.81
v .
2438388324 < v < 2682485381 | © € [/, @] | 118029606 |Parabola i elipsa| 9.81
- (oc” E) o' = arc sin ————— clipsa (H)
5 v p g
a € (0, i
€ (0, &) 1118029606 elipsa 9.81
Vv = 2.682485381 o= O‘gn &g = arcsin Iy parabola i elipsa| 9.81
ac (% 5) = 24.63201032° elipsa o(H)
5 632485381 a € (0, ﬁ;’[] b ~1.118029606 elipsa 9.81
V> 2 ac <ﬁg75) g = arc sin 7‘/ elipsa g(H)

Uzevsi u obzir tablicu, podetna brzina intenziteta vp<1.118029606 km/s je mala i to bez
obzira na kut izbacivanja hitca s povrsSine Zemlje, dakle bezuvjetno. Pocetna brzina in-
tenziteta vp€(1.118029606 km/s,2.438388324 km/s| je mala samo ako se hitac izbaci
s povrsine Zemlje pod kutom koji je manji ili jednak grani¢nom, J,, i definiran je po-
&etnom brzinom. Pogetna brzina intenziteta vo€(2.438388324 km/s, 2.682485381 km/s)
je mala ako se tijelo izbaci s povrSine Zemlje pod kutom iz intervala ¢ije granice defini-
ra ona sama (vidi tablicu), dok je poCetna brzina intenziteta vp=2.682485381 km/s ma-
la, samo ako se hitac izbaci s povrsine Zemlje pod kutom 24.63201032°. Pocetna brzi-
na vp>2.682485381 km/s je uvijek velika bez obzira na kut izbacivanja hitca s povrsi-
ne Zemlje, dakle bezuvjetno. Putanja hitca s velikom po¢etnom brzinom je iskljucivo dio
elipse.

I na kraju, podrucje u kojem se gravitacijsko polje Zemlje (iznad njene povrsine) moze
smatrati homogenim, ima oblik cilindra (visine Hp,x = 63.71 km, polumjera baze r =
dmax = 555.7982338 km) u Cijem se sredistu donje baze nalazi tocka izbacivanja hitca.
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