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Postoji više načina za odre -divanje Fibonaccijevih brojeva. Jedan od njih je pomoću tri-
gonometrije i hiperboličkih funkcija.

Podsjetimo se: brojeve odre -dene diferencijskom jednadžbom
F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn, za n ≥ 1 (1)

nazivamo Fibonaccijevi brojevi. (Možemo i ovako: F0 = F1 = 1, Fn+1 = Fn + Fn−1 ;
za n ≥ 1.)

I. Koristit ćemo dobro nam znanu formulu za zbroj sinusa dva kuta:

sin + sin  = 2 sin
 + 

2
cos

 − 
2

,

koja vrijedi za sve kutove  i  . Stavimo li  =
(n + 1)x

2
,  =

(n − 1)x
2

, n ∈ N ,

dobivamo

sin
(n + 1)x

2
+ sin

(n − 1)x
2

= 2 sin
nx
2

cos
x
2
,

odnosno

2 sin
(n + 1)x

2
= 4 sin

nx
2

cos
x
2
− 2 sin

(n − 1)x
2

. (2)

Neka je pn = 2 sin
nx
2

, n ≥ 0 i q = 2 cos
x
2

. Uvrštavanjem u (2) dobivamo

pn+1 = pnq − pn−1, za n ≥ 1. (3)
Koristeći ovu formulu možemo izračunati koeficijente pn , ako su poznati p1 i q . Imamo:

p2 = p1q − p0 = p1q,

p3 = p2q − p1 = (p1q)q − p1 = p1(q2 − 1),

p4 = p3q − p2 = p1(q2 − 1)q − p1q = p1(q3 − 2q),

p5 = p4q − p3 = p1(q3 − 2q)q − p1(q2 − 1) = p1(q4 − 3q2 + 1),

p6 = p5q − p4 = p1(q4 − 3q2 + 1)q − p1(q3 − 2q) = p1(q5 − 4q3 + 3q),

p7 = p6q − p5 = p1(q5 − 4q3 + 3q)q − p1(q4 − 3q2 + 1) = p1(q6 − 5q4 + 6q2 − 1),
. . .

Promatrajmo izraze
pn

p1
kao polinome po q , zanemarujući članove jednake nuli i napra-

vimo tablicu s apsolutnim vrijednostima koeficijenata ovih polinoma.
Primijetimo da su zbrojevi koeficijenata u svakom redu tablice 1 Fibonaccijevi brojevi.

Ako s B(n, j) označimo koeficijent u n -tom retku i j-tom stupcu, vrijedi

Fn =
� n−1

2 �∑
j=0

B(n, j). (4)

1 Autori su iz Danske.
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Na primjer, F7 = B(7, 0)+B(7, 1)+B(7, 2)+B(7, 3) = 1+5+6+1 = 13. Ova formula
se može dokazati matematičkom indukcijom (vidi [2]).

n
j 0 1 2 3 4

∑
1 1 1
2 1 1
3 1 1 2
4 1 2 3
5 1 3 1 5
6 1 4 3 8
7 1 5 6 1 13
8 1 6 10 4 21

Tablica 1.

Napomena. Primjenom formule za zbroj kosinusa može se dobiti rekurzivna formula

kod koje je un = 2 cos
nx
2

, un−1 , un−2 i q = 2 cos
x
2

, za Lukasove brojeve koji su

definirani s
L1 = 1, L2 = 3, Ln+2 = Ln+1 + Ln, n ≥ 1

(vidi [2]). Postoji zanimljiva veza izme -du Fibonaccijevih i Lukasovih brojeva:

L2
n − 5F2

n = 4 · (−1)n, n ≥ 1.

II. Švicarski matematičar Daniel Bernoulli je početkom 18. stoljeća našao ovu formulu
za Fibonaccijeve brojeve

Fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1 −√
5

2

)n]
, n ≥ 1.

Ako stavimo  =
1 +

√
5

2
,  =

1 −√
5

2
, gornja formula poprima oblik

Fn =
1√
5
(n − n), n ≥ 1.

Kako je  = −1, tj.  = −−1 , dobivamo formulu

Fn =
1√
5
(n − (−1)n−n), n ≥ 1. (5)

Neka je f proizvoljna funkcija definirana na simetričnom intrevalu [−a, a] . Definirajmo
funkcije

f N(x) =
1
2
[f (x) − f (−x)] i f P(x) =

1
2
[f (x) + f (−x)].

Za svaki x ∈ [−a, a] je −x ∈ [−a, a] i

f N(−x) =
1
2
[f (−x) − f (−(−x))] =

1
2
[f (−x) − f (x)]

= −1
2
[f (x) − f (−x)] = −f N(x)
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i

f P(−x) =
1
2
[f (−x) + f (−(−x))] =

1
2
[f (−x) + f (x)] = f P(x),

što znači da je f N neparna, a f P parna funkcija. Pritom za svaki x ∈ [−a, a] vrijedi:

f N(x) + f P(x) =
1
2
[f (x) − f (−x)] +

1
2
[f (x) + f (−x)] = f (x),

što znači da se svaka funkcija defirirana na simetričnom intervalu [−a, a] može prikazati
kao zbroj parne i neparne funkcije definirane na tom intervalu. Može se pokazati da je ovaj
prikaz jedinstven.

Funkcije sinh(x) =
ex − e−x

2
i cosh(x) =

ex + e−x

2
nazivamo sinus hipreboličkom

i cosinus hiperboličkom funkcijom. Lako se vidi da je sinh(x) neparna, a cosh(x) parna
funkcija. Stavimo li t = ln tj. et =  , iz (5) za svaki prirodan broj k imamo:

F2k =
1√
5
(2k − (−1)2k−2k) =

1√
5
(2k − −2k)

=
1√
5
((et)2k − (et)−2k) =

1√
5
(e2kt − e−2kt)

=
2√
5

sinh(2kt)

(6)

i

F2k+1 =
1√
5
(2k+1 − (−1)2k+1−(2k+1)) =

1√
5
(2k+1 + −(2k+1))

=
1√
5
((et)2k+1 + (et)−(2k+1)) =

1√
5
(e(2k+1)t + e−(2k+1)t)

=
2√
5

cosh((2k + 1)t).

(7)

Desne strane u (6) i (7) zapišimo u obliku linearne kombinacije An sinh(nt)+Bn cosh(nt) ,

gdje su An i Bn funkcije od n takve da je An =
2√
5

kada je n paran i An = 0 kada je n

neparan, a Bn =
2√
5

kada je n neparan i Bn = 0 kada je n paran. Da bismo to pokazali

koristit ćemo Eulerovu formulu

eix = cos x + i sin x,

odakle je e−ix = cos x − i sin x . Sada imamo:

cosh(ix) + sinh(ix) =
eix + e−ix

2
+

eix − e−ix

2
= eix = cos x + i sin x (8)

cosh(ix) − sinh(ix) =
eix + e−ix

2
− eix − e−ix)

2
= ei(−x) = cos x − i sin x. (9)

Zbrajanjem (8) i (9) dobivamo

cosh(ix) = cos x (10)

a oduzimanjem
sinh(ix) = i sin x. (11)
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Za hiperboličke funkcije imamo odgovarajuće identitete:

cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

=
ex + e−x

2
· ey + e−y

2
+

ex − e−x

2
· ey − e−y

2

=
ex+y + e−(x+y) + e−x+y + ex−y

4
+

ex+y + e−(x+y) − e−x+y − ex−y

4

=
ex+y + e−(x+y)

2
= cosh(x + y)

tj.

cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y), (12)

i

cosh(x) sinh(y) + sinh(x) cosh(y)

=
ex + e−x

2
· ey − e−y

2
+

ex − e−x

2
· ey + e−y

2

=
ex+y − ex−y + e−x+y − e−(x+y)

4
+

ex+y + ex−y − e−x+y − e−(x+y)

4

=
ex+y − e−(x+y)

2
= sinh(x + y)

tj.

sinh(x + y) = cosh(x) sinh(y) + sinh(x) cosh(y). (13)

S druge strane za trigonometrijske funkcije cos i sin imamo:

cos
n
2

=
{

0, n = 2k + 1
(−1)k, n = 2k,

(14)

i

sin
n
2

=
{

0, n = 2k
(−1)k, n = 2k + 1.

(15)

Na kraju, iz formule (13), zatim iz parnosti hperboličke funkcije, te iz (10) i (11) i zatim iz

(14) i (15) i na kraju iz (6) i (7), uz supstituciju t = ln = ln
1 +

√
5

2
, redom dobivamo:

2√
5
in sinh n

(
t − i


2

)

=
2√
5
in
(
sinh(nt) · cosh

(
−i

n
2

)
+ sinh

(
−i

n
2

)
· cosh(nt)

)

=
2√
5
in
(
sinh(nt) · cosh

(
i
n
2

)
− cosh(nt) · sinh

(
i
n
2

))

=
2√
5
in
(
sinh(nt) · cos

n
2

− i cosh(nt) · sin n
2

)
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=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2√
5
i2k

(
sinh(2kt) · cos

2k
2

− i cosh(2kt) · sin 2k
2

)
, n = 2k

2√
5
i2k+1

(
sinh(2k + 1)t · cos

(2k + 1)
2

− i cosh(2k + 1)t · sin (2k + 1)
2

)
,

n = 2k + 1

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

2√
5
(−1)k sinh(2kt) · cos k, n = 2k

2√
5
(−1)k cosh(2k + 1)t · sin (2k + 1)

2
, n = 2k + 1

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

2√
5

sinh(2kt), n = 2k

2√
5

cosh(2k + 1)t, n = 2k + 1

= Fn.

Dakle, veza izme -du Fibonaccijevih brojeva i hiperboličke funkcije je dana s

Fn =
2√
5
in sinh

(
t − i


2

)
, gdje je t = ln = ln

1 +
√

5
2

.
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