Trigonometrija, hiperboli¢ke funkcije i Fibonaccijevi brojevi
Jens Carstensen, Alija Muminagic¢'

Postoji viSe nacina za odredivanje Fibonaccijevih brojeva. Jedan od njih je pomocu tri-
gonometrije i hiperbolickih funkcija.

Podsjetimo se: brojeve odredene diferencijskom jednadzbom
Fi=F=1, Fio=F,+F, zan>1 (1)
nazivamo Fibonaccijevi brojevi. (MoZemo i ovako: Fo = F; =1, Fpy1 = F, 4+ Fu_1;
zan>1.)

I. Koristit ¢emo dobro nam znanu formulu za zbroj sinusa dva kuta:

oa+p oa—p
> cos ,

sin o + sin 8 = 2sin

2
1 -1
koja vrijedi za sve kutove o i B. Stavimo li o = (”+2 oo . X e,
dobivamo
. (n+1)x+, (n—1)x 2 sin™ cos
sin sin = 2sin —cos =
2 2 2 2’
odnosno . .
ZSin(n—’—T)x:4sinnz—xcos§fZSin<n_T)x. (2)
Neka je p, = 2sin % ,n>01¢qg=2cos % UvrStavanjem u (2) dobivamo
Pntt =Pnq — Pn-1, zan =1 (3)

Koristeéi ovu formulu moZemo izracunati koeficijente p,, ako su poznati p; i g. Imamo:
P2 =Pp1g—po = P14,
ps=p2q—p1 = (Prq)g—p1 =pi(g° — 1),
ps=p3qg—p2=pi(q° — 1)g—pig = pi(q’ —2q),
ps=psq—ps =pi(@ —29)q—pi1(q° — 1) = pi(q* = 34" + 1),
Pe =psq —pa=pilq* — 34"+ 1)g—pi(¢° —2q9) = pi(q° — 4q° + 3q),
p71=ped — s =pi1(d’ — 4 +3q)g —pi1(q" — 34> + 1) = pi(¢®° — 5¢* + 647 — 1),

. . pn . TR . P
Promatrajmo izraze — kao polinome po ¢, zanemarujuci ¢lanove jednake nuli i napra-

vimo tablicu s apsolutnim vrijednostima koeficijenata ovih polinoma.

Primijetimo da su zbrojevi koeficijenata u svakom redu tablice 1 Fibonaccijevi brojevi.
Ako s B(n,j) oznacimo koeficijent u n-tom retku i j-tom stupcu, vrijedi

L5
F,= Y B(nj). (4)

Jj=0

' Autori su iz Danske.
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Na primjer, F7 = B(7,0)+B(7,1)+B(7,2)+B(7,3) = 1+5+6+1 = 13. Ova formula
se moZe dokazati matematickom indukcijom (vidi [2]).

Njoj1l2 (34D
1 1 1
2 1 1
3 11 2
4 12 3
5 113 5
6 114] 3 8
7 1({5]6 |1 13
8 116|104 21

Tablica 1.

Napomena. Primjenom formule za zbroj kosinusa moZe se dobiti rekurzivna formula
L nx ) X . .
kod koje je u, = 2cos ER Up—1, Up—2 1 q = 2c0s 3 za Lukasove brojeve koji su

definirani s
Ll = 17 L2 = 37 Ll‘l+2 :Ll‘l+l +Li’l7 n Z 1

(vidi [2]). Postoji zanimljiva veza izmedu Fibonaccijevih i Lukasovih brojeva:
L2—5F>=4-(-1)", n>1.

I1. Svicarski matemati¢ar Daniel Bernoulli je pocetkom 18. stoljec¢a nasao ovu formulu
za Fibonaccijeve brojeve

1 1 n _ n
F,= — L\/g _ 1-V5 . n> 1.
V3 2 2
1 5 1 -5
Ako stavimo o = +2\/_ , B = 2\/_, gornja formula poprima oblik
1
Fn = — an — A" , n Z 1.
e =)
Kako je o = —1,tj. B = —a~!, dobivamo formulu
1
F,=—(a"—(-1)'aa™), n>1. (5)

V5

Neka je f proizvoljna funkcija definirana na simetri¢nom intrevalu [—a, a]. Definirajmo
funkcije

fu) = 31 £ (0] i fx) = 31 () + ()]

Za svaki x € [—a,a] je —x € [—a,a] i
ful) = 3 () — F ()] = 31 (=2) —F ()]
= 10 —f (0] = v
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Fo(2) = 31 (=) + (~(=)] = 31 (=) + ()] = o),

§to znaci da je fi neparna, a fp parna funkcija. Pritom za svaki x € [—a,a] vrijedi:

1)+ F2(0) = 51 () —F (=] + 31 () +F ()] = £ (2),

§to znadi da se svaka funkcija defirirana na simetri¢nom intervalu [—a, a] moZe prikazati
kao zbroj parne i neparne funkcije definirane na tom intervalu. MoZe se pokazati da je ovaj
prikaz jedinstven.
L e —e | e +e . . . .
Funkcije sinh(x) = — i cosh(x) = ———— nazivamo sinus hipreboli¢kom
i cosinus hiperboli¢kom funkcijom. Lako se vidi da je sinh(x) neparna, a cosh(x) parna
funkcija. Stavimo li ¢ =Ina tj. ¢ = «, iz (5) za svaki prirodan broj k¥ imamo:

(aZk _ (_I)Zka—zk) _ L(aZk _ a—Zk)

1
Fpy = —
2k \/g \/5
1 _ 1 _
— %((61)% _ (et) 2k) _ %@21(1 —e 2kt) (6)
2
= — sinh(2k?)
V5
i
1 1
F - a2k+1 —(—1 2k+1067(2k+1) - a2k+1 +O¢7(2k+1)
2k+1 \/g( ( ) ) \/5( )
1 _ 1 _
— ﬁ((et)zkjtl + (et) (2k+l)) — ﬁ(e(zlﬁtl)t +e (2k+l)z) (7)
2

= — cosh((2k + 1)1).

V5

Desne strane u (6) i (7) zapiS§imo u obliku linearne kombinacije A, sinh(nt)+B, cosh(nt),
2
V5

2
neparan, a B, = —5 kada je n neparani B, = 0 kada je n paran. Da bismo to pokazali

gdje su A, i B, funkcije od n takve da je A, = kada je n parani A, = 0 kada je n

koristit ¢emo Eulerovu formulu
e = cosx + isinx,
odakle je e = cosx — isinx. Sada imamo:

e 4 emix e — eTix

cosh(ix) + sinh(ix) = 5 + 3 = ¢ = cosx+isinx ()
ix —ix ix _ ,—ix) )
cosh(ix) — sinh(ix) = ¢ +2e - e 26 = &™) = cosx — isinx. 9
Zbrajanjem (8) i (9) dobivamo
cosh(ix) = cosx (10)
a oduzimanjem
sinh(ix) = isinx. (11)
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Za hiperbolicke funkcije imamo odgovarajuce identitete:
cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)
e+e™ +e? ef—eF &—e?

T2 R
ey 4 e—(xty) 4o MY 4 XY ey e~ (X ty) _ pmxty _ px—y
= +
4 4
e e ()
2
= cosh(x + y)
tj.
cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y), (12)
i
cosh(x) sinh(y) + sinh(x) cosh(y)
o ete & —e? N e —e " e4e™?
N 2 2 2 2
e Y ey e—(xty) e L eF Y ety e— (1Y)
= +
4 4
&Y — o= ()
B 2
= sinh(x + y)
tj.
sinh(x + y) = cosh(x) sinh(y) + sinh(x) cosh(y). (13)
S druge strane za trigonometrijske funkcije cos i sin imamo:
nt | 0, n=2k+1
COST{ (1% n=2k (14
i
. nm 0, n=72k
Sm?_{ (—1)%  n=2k+1. (15)

Na kraju, iz formule (13), zatim iz parnosti hperbolicke funkcije, te iz (10) i (11) i zatim iz
1+/5

(14) i (15) inakraju iz (6) i (7), uz supstituciju t = Ino = In , redom dobivamo:

T
7 ginh (t_._)
U smhn 12

2
NG
2,
vl
_ %in (sinh(nt) . cosh (;%) — cosh(nt) - sinh (l%))

2
= —{" (sinh(nt) - cos % — icosh(nt) - sin %)

sinh(nt) - cosh (—i%) + sinh (—i%) -cosh(nt))

S
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2 2k 2k
—i* ( sinh(2k?) - cos I i cosh(2kz) - sin midd , n=2k
NG 2 2
=9 2 ( . 2k+1)m . . (2k+ 1)n)
—i sinh(2k + 1)t - cos ————— —icosh(2k + 1)t - sin ———— | ,
7 ( ) ( ) 5
n=2k+1
2
—(=1)*sinh(2kt) - coskm, n =2k
B \fs( )" sinh(2kz)
N 2 . (2k+ Dz
——(—1)*cosh(2k + 1)t - sin —2=, n=2k+1
2
——sinh(2kt), n =2k
| it
N 2
—cosh(2k+ 1)t, n=2k+1
5 o@D
=F,.
Dakle, veza izmedu Fibonaccijevih brojeva i hiperbolicke funkcije je dana s
2 1 5
Fa = i'sinh (r— l%) , edieje t=Ina=In +2f.
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