ZANIMLJIVOSTI

65. Drzavno natjecanje iz matematike
Hrvatska, 22. — 24. travnja 2024. g.

Skolsko natjecanje iz matematike ove §kolske godine odrzano je 26. sije¢nja, a Zupa-
nijsko natjecanje 26. veljace. Samo Drzavno natjecanje iz matematike ove je godine odr-
Zano od 22. do 24. travnja u Vodicama, za ucenike srednjih $kola, A varijante i B varijante.
Zadatke je priredilo posebno potpovjerenstvo za A varijantu i B varijantu DrZavnog po-
vjerenstva za matematicka natjecanja.

Sudionici ovogodis$njeg DrZzavnog natjecanja bili su smjeSteni u hotelu Imperial. Sudje-
lovalo je 268 ucenika osnovnih i srednjih Skola, te oko 170 mentora. Domacdin natjecanja
je bila Osnovna Skola Vodice. Za vrijeme natjecanja, mentori su imali seminar na kojem su
predavall Rebeka Kalazi¢, Snjezana Lukac, Vlatko Crnkovi¢ i Goran Stajc¢i¢. U slobodno
su vrijeme ucenici i mentori mogli posjetiti tvrdavu sv. Ivana u Sibeniku. Na zatvaranju
smo se s tugom oprostili od Antuna GoldaSi¢a, mentora iz Gimnazije Karlovac, koji je iz-
nenada preminuo za vrijeme natjecanja.

Za srednje je Skole podijeljeno 8 prvih, 6 drugih, 10 trec¢ih nagrada i 7 pohvala za A
varijantu, te 4 prve, 6 drugih, 14 trecih nagrada i 25 pohvala za B varijantu.

Nagrade i pohvale uéenika srednjih Skola

A varijanta
I. razred

Dino HadZi¢, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Lovro Ili¢, XV. gimnazija, Zagreb,
Fran Pilipovié¢, XV. gimnazija Zagreb (II. nagrada); Emanuel Vidovi¢, XV. gimnazija Za-
greb Martin Vidoyic¢, XV. gimnazija, Zagreb (II1. nagrada); Gabriel Kati¢, XV. gimnazi-
]a Zagreb Fran Cacinovié, Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb, Matej Svilokos, XV.
gimnazija, Zagreb (pohvala).

II. razred

Kristijan Simovié¢, XV. gimnazija, Zagreb, Fabijan Cika¢, XV. gimnazija, Zagreb (1. na-
grada); Emil Missoni, XV. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Masa Dobri¢, XV. gimnazija,
Zagreb, Ita Blaskovié¢, XV. gimnazija, Zagreb, Fran Janci, Gimnazija Josipa Slavenskog
Cakovec, Cakovec (III. nagrada); Hrvoje Valent, Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb
(pohvala).

III. razred

Karlo Ahel, Gimnazija Andrije Mohorovicica Rijeka, Rijeka, Val Karan, XV. gimnazi-
ja, Zagreb Jurica Spoljar, XV. gimnazija, Zagreb (L. nagrada) Marko Hrenié, Prva gim-
nazija Varazdin, VaraZdin, Nikola Vujica, XV. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Lana Mi-
lani, Gimnazija Andrije Mohorovici¢a Rijeka, Rijeka, Emanuel Bajamic, I1I. gimnazija,
Split, Patrik Cvetek, Elektrotehnicka Skola — Split, Split (III. nagrada).
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IV. razred

David Lang, XV. gimnazija, Zagreb, Lara Seme$, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada);
Viktor Katié¢, 111. gimnazija Osijek, Osijek (II. nagrada); Barbara Kelava, Prva gimnazija
Varazdin, Varazdin, Petar Jukié, XV, gimnazijva, Zagreb (III. nagrada); Marija Dora Ma-
rodi, Gimnazija Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec, Adrian Grbac Lackovi¢, XV. gim-
nazija, Zagreb, Lucija Pongrac, XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

B varijanta

I. razred

Petar Brajkovi¢, Srednja $kola Mate Balote, Pore¢ (I. nagrada); Marta Gojevié, Priro-
doslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb (II. nagrada); Borna Planinic, Prirodoslovna
Skola Vladimira Preloga, Zagreb, Wanhang Jiang, XV. gimnazija, Zagreb, Nikola Lovric,
Gimnazija Nova Gradi$ka, Nova GradiSka, Grgur Petrovi¢, Gimnazija i ekonomska Skola
Benedikta Kotruljevi¢a, s pravom javnosti, Zagreb (III. nagrada); Marin Tonkovié, Sred-
nja Skola Mate Balote, Pore¢, Lovro Hatvali¢, Srednja Skola Petrina, Petrina, Fran Kosec,
Elektrostrojarska Skola, VaraZdin (pohvala).

I1. razred

Niko Josipovié Tehnicka Skola Rudera Boskovica, Zagreb (1. nagrada); Nela Damié,
II. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Ivano Horvatin, Srednja Skola Zadar, Zadar, Lovro
Klancir, Srednja $kola Zlatar, Zlatar, Luka Ozvacié, Srednja $kola Ivan Svear Ivani¢-Grad,
Ivani¢-Grad, Lasta Trupcevié, Prirodoslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb (II1. nagra-
da); BlaZ Hrasti¢, Elektrostrojarska Skola, Varazdin, David Jambrosié, Tehnicka Skola Ca-
kovec, Cakovec, Vjekoslav Kljak, Sportska gimnazija, Zagreb, Jelena Kljunak, Biskupijs-
ka klasi¢na gimnazija Rudera BoSkovica s pravom javnosti, Duubrovnik, Viktorija Priba-
ni¢, IX. gimnazija, Zagreb, Ana Karla Vodanovi¢, XV. gimnazija, Zagreb, Ivan Vuk, Prva
gimazija VaraZzdin, Varazdin, Anja Tuskan, Gimnazija Karlovac, Karlovac (pohvala).

III. razred

Zvonko Andrijevié, 11. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Dora Drenski, X. gimnazija Iva-
na Supeka, Zagreb, Petar Jadro, 1. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Petar Marié, Sred-
nja Skola Dugo Selo, Dugo Selo, Matija Ljutié, Prirodoslovna i grafi¢ka $kola Rijeka, Ri-
jeka (III. nagrada); Tian Viasi¢, IX. gimnazija, Zagreb, Borna Basié, Prirodoslovna $ko-
la Vladimira Preloga, Zagreb, Ika Jancikovi¢, XV. gimnazija, Zagreb, Nedjeljko Buljuba-
§i¢, Srednja Skola fra Andrije Kaci¢a Miosi¢a, Makarska, Jan Dolacki, Prirodoslovna Sko-
la Vladimira Preloga, Zagreb, Mihael Orak, Tehnicka $kola Rudera BoSkovica, Zagreb,
Noa Crnié, Prirodoslovna i graficka $kola Rijeka, Rijeka, Ante Bili¢ié¢, Srednja Skola fra
Andrije Kacic¢a MioSi¢a, Makarska, Dominik Dragovié, Tehnic¢ka Skola Rudera Boskovi-
¢a, Zagreb (pohvala).

IV. razred

Antun Kasalo, Gimnazija Sesvete, Sesvete (1. nagrada); Borna MandZuka, Srednja Sko-
la “Vladimir Gortan” — Scuola media superiore “Vladimir Gortan”, Buje, Karlo Levani¢,
Graditeljska, prirodoslovna i rudarska Skola, Varazdin (II. nagrada); Matej Ban, Srednja
Skola Hrvatski kralj Zvonimir, Krk, Danijel Pilaj, Gimnazija Josipa Slavenskog Cakovec,
Cakovec, Luka Klancir, Srednja $kola Zlatar, Zlatar, Bernard Pribanié, 1. tehnicka §kola
Tesla, Zagreb (III. nagrada); Matija Krivec, Gimnazija Sesvete, Sesvete, Ema Pisanski,
Prirodoslovna $kola Vladimira Preloga, Zagreb, Tibor Andreani, Tehnicka Skola Sisak, Si-
sak, Jakov Biskup, Tehnicka $kola Cakovec, Cakovec, Ante Sola, Tehni¢ka §kola Rudera
Boskovica, Zagreb (pohvala).
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Zadatci s Drzavnog natjecanja — A varijanta

I. razred
1. Odredi najmanju vrijednost koju moZe poprimiti izraz

x+’2|x| 71'

za neki realni broj x.

2. Za viseznamenkasti prirodni broj definirana je operacija tumbanje pri kojem se vo-
deca znamenka izbriSe, a zatim ista znamenka dopiSe na kraj broja, iza znamenke
jedinica. Tako npr. od broja 123 nastaje broj 231, a od broja 107 broj 71. Pri-
rodni broj je mudar ako mu je vode¢a znamenka u dekadskom zapisu jednaka 1, a
tumbanjem od njega nastaje triput veci broj. Odredi sve mudre brojeve.

3. Unutar trokuta ABC stranica duljina |AB| = 11, |BC| = 13 i |CA| = 14 nalazi se
tocka K takva da je YKBA = 4KCB = 30°. Tocke M i N su redom osnosimet-
ri¢ne slike tocke K s obzirom na pravce AB 1 BC. Odredi udaljenost to¢aka M i
N.

4. Realni brojevi x, y i z zadovoljavaju sustav jednadZzbi
P=2+y-2
V=22 4z-2
=2 4+x—-2.
Dokazidaje x=y=z=1.

5. Antonija je zamislila 6 razlicitih realnih brojeva, a zatim je na plocu napisala sve
moguce zbrojeve dvaju, ne nuzno razli¢itih, zamisljenih brojeva. Kada je Branku
rekla da su najmanja dva od zamiSljenih brojeva 2024 i 4048, Branko je zakljucio
da koji god preostali brojevi bili, broj razlicitih brojeva na plo¢i nije mogao biti ma-
nji.

a) Koliko je razlic¢itih brojeva na ploci?
b) Koliki sve moZe biti najveci broj koji je Antonija zamislila?

I1. razred

1. Baka Jagoda prodaje tre$nje te je uocila da postoji linearna ovisnost izmedu cijene
jednog kilograma treSanja i koli¢ine prodanih treSanja u danu: svakim povecanjem
cijene za 1 EUR po kilogramu bi u danu prodala 3 kilograma treSanja manje. Naj-
veci iznos od prodaje treSanja bi ostvarila kada bi ih prodavala po cijeni od 3.6 EUR
po kilogramu. Jednog dana unuka Vis$nja zamijenila je baku na trZnici, sama odredi-
la cijenu kilograma treSanja i prodala tresnje za 18.6 EUR. Po kojoj je cijeni ViSnja
mogla prodavati tre$nje?

2. Odredi sve prirodne brojeve n za koje broj

2n* + 1912% + 9
ima to¢no 6 pozitivnih djelitelja.

3. Neka su stepenice dio kvadratne ploce dimenzija 111 x 111 koji se sastoji od prvih
k poljau k-tom retku za k = 1,2,...,111. Mogu li se stepenice podijeliti na 111
kvadrata? (Kvadrati se trebaju sastojati od jedini¢nih polja i ne moraju biti suklad-
ni.)

4. Zadan je trapez ABCD kojemu su kutovi uz osnovicu AB Siljasti. Simetrala duZine

AD sijece pravac BC u tocki P, a simetrala duZine BC sijeGe pravac AD u tocki
Q. Dokazi da je YDPA = 4BQC.
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5. Mihael je na plo¢i zapisao kvadratnu funkciju f (x) s cjelobrojnim koeficijentima.
Nakon toga, u svakom je koraku promijenio (povecao ili smanjio) za 1 ili koefici-
jentuz x ili konstantni ¢lan. U zadnjem koraku je na ploci zapisana kvadratna funk-
cija g(x). Je li sigurno da je u nekom trenutku na ploci bila zapisana kvadratna
funkcija s cjelobrojnim nultockama ako je
a) f(x) =x% +x+2024 i g(x) = x> +2024x + 1?

b) f(x) = x +2024x + 2024 i g(x) = x> — 2024x + 20247

III. razred
1. Odredi sve realne brojeve x za koje vrijedi
log,(4° +2%) +log(g 1) 2 = 2.

2. Postoje li realni brojevi x,y € <O, %> takvi da su
1 1 . 1

- . 1
sinx’  siny sin(x + y)
prirodni brojevi?

3. Dan je jednakostrani¢ni trokut ABC. DuZina AD sijeée stranicu BC u tocki E, a
pritom je <BAD = 20° i |DE| = |AB|. Odredi JADB.

4. Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je 1 < a < b i da vrijedi
a+blab+1 i b—alab—1.
Dokazi da je b < av/3.

5. U igri za dva igraca koristi se 101 praznih kutija i dovoljna koli¢ina Zetona. Igraci,
Ema i Lovro, naizmjence odigravaju poteze. U svakom potezu, igra¢ stavlja po jedan
Zeton u sto razlicitih kutija. Pobjeduje igra¢ nakon ¢ijeg poteza u jednoj od kutija
bude 201 Zeton. Ako Ema igra prva, koji od igra¢a moZe osigurati pobjedu?

IV. razred

1. Koriste¢i niz (a,),en definirana su dva nova niza, (b,)nen i (¢n)nen tako da za
svaki prirodan broj n vrijedi

n
bn = dpy1 — § aj, Cp = 0ap42 — Aptl-
i=1

Ako je niz (b,)nen aritmetiCki, dokazi da je (c,)nen geometrijski niz.

2. Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi
FUG) =y =y ().

3. Za prirodan broj n neka je T(n) broj uredenih trojki prirodnih brojeva (a, b, c) za
koje postoji trokut sa stranicama duljina a, b i ¢ ¢iji je opseg jednak 7.
a) Dokazi da je T(2024) = T(2021).
b) Dokazi da je 7(2023) > T(2020).

4. Neka je ABC Siljastokutan trokut u kojemu je |AB| > |AC|, to¢ka I srediste njemu

upisane kruZnice, a P poloviste duzine BC. Neka je K poloviite luka BC kruZnice
opisane trokutu ABC koji sadrzi to¢ku A. DokaZi da vrijedi <BIP+<CIK = 180°.
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5. Neka d(k) oznaCava broj prirodnih djelitelja broja k. Odredi sve prirodne brojeve

n takve da je

> d(k) = d(n!).

Zadatci s Drzavnog natjecanja — B varijanta

I. razred

1.

. Odredi najvedi cijeli broj a za koji su rjeSenja jednadzbe

Neka su @ i b realni brojevi takvi da je (a+b)*+ (a—b)* = 4112 i a®> —b* = 16.
Izradunaj a’ + b*.
1 1

_ =0
2x—1 ax+2x+1

a) realni brojevi
b) racionalni brojevi.

Ako se pozitivnom cijelom broju prva znamenka pomakne s prvog mjesta na zadnje,
dobiveni e broj biti tri puta veci od polaznog. Odredi najmanji takav broj.

Ante voli geometrijske mozgalice. Od devet kvadrata kojima su duljine stranica 1 cm,
4cm, 7cm, 8cm, 9cm, 10cm, 14 cm, 15 cm i 18 cm, Ante treba sloZiti pravo-
kutnik bez preklapanja i praznina. Ante je pronasao samo jedan takav pravokutnik.
Na koji je nacin Ante sloZio dobiveni pravokutnik? ObrazloZi zaSto je njegovo rje-
Senje jedinstveno. (Sva rjeSenja dobivena osnom simetrijom pravokutnika oko nje-
govih osi simetrije ili rotacijom oko srediSta smatramo jednakim).

5. Odredi sve realne brojeve a za koje ¢e jednadzba ||2x — 6| —a| = 7 — x imati

maksimalan broj rjeSenja.
II. razred

1. Odredi sve realne brojeve p za koje je razlika rjesenja jednadzbe x(x+4)+p*(1 —
x) = 13 jednaka 6.

2. Dokazidaje /11...11 —22...22 = 33...33, pri ¢emu je znamenka 1 zapisana
2024 puta, a znamenke 2 i 3 zapisane su 1012 puta.

3. Koliko ima uredenih parova realnih brojeva (x,y) za koje vrijedi

{ ¥ +3y=9
(Il + Iyl —4)* =12
4. Cetverokutu ABCD opisana je kruznica. Neka je to¢ka M na stranici DC takva da

trokut ADM i Cetverokut ABCM imaju jednake opsege i jednake povrSine. PokaZi
da cetverokut ABCD ima najmanje dvije stranice jednake duljine.

. Neka je s(n) zbroj znamenaka prirodnog broja n zapisanog u dekadskom sustavu.

Odredi sva rjeSenja jednadzbe
n — 3s(n) = 2024.

III. razred

1.

Biolozi su prvi dan svake godine pocevsi od 2004. biljezili populaciju zeCeva i vje-
verica na nekom podrucju. Primijetili su da se njihov broj mijenja eksponencijalno
i to tako da se broj zeCeva svake Cetiri godine uveéa za 50 %, a broj vjeverica sva-
kih pet godina umanji za 25 %. Ukupan broj vjeverica i zeCeva 2024. godine na tom
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podrucju iznosio je 1458. Ako je 2004. godine bilo 608 vjeverica viSe nego zeceva,
dokazi da je 2014. godine zabiljeZen veci broj zeCeva nego vjeverica.

1
2. Rijesi jednadZzbu log, g, (2sinx) - 10g, g0, (2cOsX) = 1
3. Mjera jednog kuta trokuta iznosi 60°. Odredi opseg tog trokuta ako mu je polumjer

2v3
opisane kruznice duljine 2v/3 cm, a polumjer upisane kruZnice duljine = cm.

4. Zadan je trokut ABC. Na stranici AB oznaCena je tocka P tako da vrijedi AP =
3 I
ZA-B>, a na duzini CP oznacena je tocka S tako da vrijedi 2CS = 3SP. Ako je

tocka T presjek pravaca AC i BS, odredi omjer u kojemu ta to¢ka dijeli duZinu AC.

5. Cetiri crvene, dvije plave i tri Zute kuglice treba rasporediti u staklenu, drvenu, me-
talnu i plasticnu posudu. Na koliko je to nac¢ina moguce uciniti ako ni u jednoj po-
sudi plave i Zute kuglice ne smiju biti zajedno?

IV. razred
1. Ako za realne brojeve a, b, c,d i za svaki prirodan broj n > 4 vrijedi jednakost

a/in n n n\ _ 4 253 3
3(1) +o(5) +el5) +a(y) =+ Som
b+d—
odredi za koji prirodni broj m vrijedi prdce 1?
Va

2. Zadane su funkcije f (x) = x1°%04% | g(x) = logyy, (2\/ 506 - x) ih(x)=2x—1,
pri Cemu je x > 0, x # 1. Odredi umnozZak svih rjeSenja jednadzbe (g o f)(x) =
(hog)x).

3. Stranica AB B pravokutnika ABCD dvaput je dulja od stranice BC.Toc¢ka F poloviste
je stranice BC, a tocka E dijeli stranicu AB tako da je |AE|: [EB| =2 : 1. Strani-
ca AD podijeljena je na 7 jednakih dijelova, a stranica CD na n jednakih dijelova.
Tocka G jedna je od djeliSnih tocaka stranice AD, a tocka H jedna od djeliSnih to-
¢aka stranice CD. Odredi najmanji prirodan broj n za koji ¢e pravci EG i FH biti
paralelni.

4. U nekoj se igri na srecu iz bubnja sa zelenim i plavim kuglicama istovremeno iz-
vlace dvije kuglice. Igrac ¢e ostvariti dobitak ako izvuce kuglice razli¢itih boja, a
vjerojatnost dobitka iznosi 0.25.

a) Ako u bubnju ima 7 plavih kuglica, koliko ima zelenih?
b) Luka igru ponavlja sve dok ne ostvari dobitak, pri ¢emu nakon svakog ponavlja-
nja izvucene kuglice vraca u bubanj. Vjerojatnost da Luka igru zavrsi u najvise 2k

ponavljanja 024 je puta veca od vjerojatnosti da igru zavr$i u najviSe k ponavlja-
nja. Odredi broj k.

5. U siljastokutnom trokutu ABC simetrala kuta pri vrhu A sijeée stranicu BC u tocki
D, a trokutu opisanu kruZnicu u tocki E razlicitoj od to¢ke A. Ortogonalne projek-

cije tocke D na stranice AB i AC redom su tocke F' i G. DokaZi da je povrSina
cetverokuta AFEG jednaka povrSini trokuta ABC.

Matko Ljulj
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