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Provokativan ¢lanak o inteligenciji

Petar Zugec*

Sazetak

U ¢lanku iznosimo spekulativan (i provokativan) model raspodjele
inteligencije te istrazujemo njegove posljedice. Uspjeh u izazivanju emo-
cionalno obojene reakcije u Citatelja bit ¢e dokaz da je svaka matema-
ticka tema zanimljiva kad je se ,,zamota” u dovoljno osjetljivu pric¢u.
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Abstract

We propose a speculative (and provocative) model for the distribu-
tion of intelligence and explore its consequences. With the aim of inci-
ting an emotional response, we set out to prove that any mathematical
subject is captivating when applied to a sufficiently sensitive topic.
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PETAR ZUGEC

1 Nenametljiv uvod

Inteligencija je osobina na koju smo osobito ponosni i osjetljivi. No $to ona
uopce jest? Njezinih definicija je, ¢ini se, toliko koliko je ljudi koji se njome
bave. No u pravilu se svode na suptilne varijacije dvaju krajnjih stavova: ili
da inteligencija odraZava opéu sposobnost rjeSavanja problema ili da postoji
viSe specifi¢nih i za prakti¢ne potrebe nezavisnih oblika inteligencija [9]].
Osim toga, uvijerljivo se moze argumentirati i da inteligencija nije samo
osobno svojstvo pojedinca, ve¢ i okolnosna pojavnost odredena specificnom
situacijom [10]]. Mi se ne¢emo posebno opredijeliti ni za koju od defini-
cija ,,u opticaju” (ne Zelimo biti toliko provokativni), no i dalje je mozemo
ugrubo smatrati sposobnos¢u rjeSavanja problema, ostvarivanja ciljeva i
prilagodbe situacijama koje god vrste.

Looked at in one way, everyone knows what intelligence is;
looked at in another way, no one does.

(Gledano na jedan nacin, svatko zna sto inteligencija jest;
gledano na drugi nacin, nitko to ne zna.)

Robert J. Sternberg [[11]]

Potreba ili Zelja za procjenom vlastite ili tude inteligencije sasvim je pri-
rodna. Danas je kvocijent inteligencije opée poznat pojam, nasiroko prihva-
¢en kao reprezentativna ($to ne znadi nuzno i sasvim primjerena) mjera
inteligencije. Povijest mjerenja kvocijenta inteligencije bogata je i raznolika,
obiljeZena razli¢itim sporovima, pocevsi od toga $to on uopce mjeri, koliko
pouzdano i primjereno. Bilo kakvo zadiranje u pojam, povijest i postupke
mjerenja kvocijenta inteligencije daleko nadilazi opseg i svrhu ovog ¢lanka,
stoga Citatelja mozemo samo uputiti na nekolicinu izvora [[I}2} 4] koji mogu
posluziti kao uvodna literatura u ovo bogato ijos uvijek otvoreno podrucje.
Ono je toliko siroko da postoje Citavi znanstveni ¢asopisi posveceni inteli-
genciji (poput Intelligence [[12]] i Journal of Intelligence [[13]]), stoga je svaki
izbor literature koji mi nudimo nuZno proizvoljan. Citatelj posebno zanim-
ljivom mozZe naci knjigu The Bell Curve: Intelligence and Class Structure in
American Life [5]], praéenu brojnim kontroverzama [J3]].

Unutar drustva kvocijent inteligencije moZemo smatrati sluc¢ajnom sta-
tistickom varijablom. Sasvim nam je nebitno u kolikoj se mjeri njegova fina
statisticka svojstva mijenjaju s vremenom te kako prostorno variraju ovisno
o drustvenim okolnostima i uredenjima. Ve¢ ée nam i njegova gruba sta-
tisticka svojstva biti dovoljna da i mi doprinesemo njegovoj kontroverznoj
prirodi i izazovemo dodatne provokacije.
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2 Spekulativan model

Krenut ¢emo od nasiroko poznate ¢injenice da je kvocijent inteligencije —
kao slucajna varijabla koju ¢éemo oznacavati s X — raspodijeljen prema tzv.
normalnoj (Gaussovoj) raspodjeli. Njegove vrijednosti bazdare se tako da
mu je ocekivana vrijednost na globalnoj razini jednaka p = 100, a stan-
dardna devijacija o = 15 (neovisno o tome kada je u povijesti to bazda-
renje provedeno, uzet ¢emo da su to ba$ danasnje vrijednosti). Ovim para-
metrima odredena, normirana Gaussova raspodjela px(x) kvocijenta inte-
ligencije X poprima oblik:

(1)

i) = o [ E28]

T {_ 202
Faktor pred eksponencijalnom funkcijom odgovoran je za pravilno normi-

ranje ukupne vjerojatnosti na jedinicu: [, px(x)dx = 1. Takva raspodjela
prikazana je na slici
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Slika 1. Gaussova raspodjela kvocijenta inteligencije.

Promotrimo sad kolikoj razini intelektualne sposobnosti odgovaraju neke
vrijednosti kvocijenta inteligencije. Vrijednost x = 100 odgovara ocekivanoj
vrijednosti kvocijenta inteligencije te istovremeno i poloZaju maksimuma
njegove raspodjele, Sto znaci da opisuje , uobicajenu” razinu inteligencije.
Lako je pronadi podatak da kvocijent inteligencije x = 80 odgovara blazem
obliku intelektualnih poteskoca, dok se x = 120 ve¢ smatra intelektualnom
nadareno$¢u. Odnos ovih dviju vrijednosti, s obzirom na njihovo znacenje,
vrlo je sugestivan. S obzirom na niZu vrijednost, njihova relativna razlika
(120 — 80) /80 jest svega 50%. Medutim, zvudi li uvjerljivo da se razlika iz-
medu intelektualnih poteskoca i intelektualne naprednosti — pa makar i
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blaZeg oblika — svodi tek na 50% viSu razinu inteligencije? Negativan od-
govor dao bi nam naslutiti da kvocijent inteligencije moZda nije linearna
mjera razine inteligencije, ve¢ neka nelinearna transformacija necega sto
bismo smatrali , stvarnom” razinom inteligencije.

Pretpostavimo stoga da je razlika u razini inteligencije koja odgovara
kvocijentima inteligencije 80 i 120 doista vec¢a od 50%. To nam sugerira da
bi ,stvarna” razina inteligencije Y mogla biti ,,sve brze rastu¢a” (konvek-
sna) funkcija kvocijenta inteligencije X, odnosno bi kvocijent inteligencije X
mogao biti neka ,sve sporije rastu¢a” (konkavna) funkcija ,stvarne” ra-
zine inteligencije Y. Ovu pretpostavljenu mjeru Y jednostavno ¢emo zvati
inteligencijom. Sada iznosimo spekulativnu (i provokativnu) hipotezu
prema kojoj bi kvocijent inteligencije mogao biti logaritamska mjera inteli-
gencije, pri ¢emu su njihove vrijednosti x i y vezane relacijom:

x = c+log, y. (2)

Baza b za sada nam je nepoznata, ali svakako vrijedi b > 1 kako bi ovisnost
bila rastu¢a. Radi opcéenitosti dopustamo i slobodni ¢lan ¢, na ije postoja-
nje upucuje , lijepo namjestena” vrijednost 100 ocekivane vrijednosti kvoci-
jenta inteligencije. Unutar takvog modela, naravno, inteligencija eksponen-
cijalno raste s kvocijentom inteligencije:

]/ — bx_c. (3)

Model je provokativan ve¢ utoliko Sto podrazumijeva nesrazmjerne razlike
u inteligenciji ¢ak i uz ,jedva primjetne” razlike u kvocijentu inteligencije.
No istinski provokativan aspekt ovoga modela tek nas ceka.

Promotrimo stoga na koji na¢in transformacija iz utjece na raspodjelu
inteligencije. Opcéenito, neka je dP,(z) vjerojatnost da se neka veli¢ina Z
nade unutar beskonac¢no uskog intervala Sirine dz oko dane vrijednosti z
(slikovito receno, vjerojatnost za veli¢ina Z poprimi ,bas” vrijednost z).
Raspodjela vjerojatnosti p,(z) definirana je prirastom vjerojatnosti s obzi-
rom na prirast relevantne velicine kao: p,(z) = dP,(z)/dz. Stoga se definicije
raspodjela nasih dviju mjera inteligencije svode na:

pe(r) = 25 ) = B, ®)

Pri tome smo, analogno raspodjeli px(x) kvocijenta inteligencije, raspo-
djelu inteligencije oznadili s py(y). Transformacija raspodjela slijedi iz na-
¢ela ,,o¢uvanja vjerojatnosti”, tj. neovisnosti objektivne vjerojatnosti danoga
ishoda o tome kojom je varijablom parametriziramo: |dPy(y)| = |dPx(x)|.
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Odavde imamd

dx(y) ‘ T

py(y)ldy| = px(x)|dx| = Py(y)sz[x(y)]’ dy

U ovom izvodu koristili smo pojednostavnjenu argumentaciju kako bismo
dobili na njegovoj izravnosti, razumljivosti i ekonomicnosti. Formalno raz-
radeniji izvod Ccitatelj moZe naéi u obliku Teorema 1.7.1 iz [l6] ili unutar
Poglavlja 7.3 iz [[8]]. Oba izvora mogu posluZiti i kao referenca za sve statis-
ticke pojmove koje koristimo u ovome ¢lanku.

Primijenimo rezultat (5]) na svoj problem. Derivacija pretpostavljene ovis-
nosti iz jednostavna je:

dx(y) 1
dy  ylnb

te istu ovisnost jo§ samo treba uvrstiti u ((1f) kako bismo dobili:

!op [_ (logby+c—#)2]. )

1
= —— X
P = gy © 202

Ova raspodjela poznata je kao lognormalna raspodjela [} [7]]. Kako tran-
sformacija iz ¢uva normu, odmah je zadovoljeno fooo py(y)dy = 1. Pri
normiranju valja primijetiti da je formalno dozvoljen raspon kvocijenata
inteligencije x € (—o0, 00), dok je raspon dozvoljenih vrijednosti inteligen-
cije y € (0,00). Zbog simetrije normalne raspodjele kvocijenta inteligencije
ocekivana vrijednost u = 100 odgovara i poloZaju maksimuma i medijanu
raspodjele. Medijan je ona vrijednost varijable prije koje i nakon koje ras-
podjela pokriva polovicu ukupne vjerojatnosti; u slucaju kvocijenta inteli-
gencije bas y jer je: [*_ px(x)dx = f:o px(x)dx = 1/2. Kako transforma-
cija iz (5)) ¢uva normu raspodjele, vrijednost inteligencije dobivena izrav-
nim uvrstavanjem x = u:

y(u) =0b""° (7)

odmah odgovara medijanu raspodjele py (y). Raspon inteligencije y € (0, o)
znadi da: foy(”) py(y)dy = fyoat) py(y)dy =1/2.

Radi ¢itljivosti koristit éemo istu oznaku i za samu vrijednost dane veli¢ine (x) i za njezinu
funkcijsku ovisnost o drugim veli¢inama, poput x(y). Razlika ée svagdje biti jasna iz kon-
teksta, na mali ustrb formalne preciznosti.
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3 Provokativne posljedice

Sto je s odekivanom vrijedno$¢u 7 inteligencije? Ne bi li i ona trebala od-
govarati vrijednosti ¥ = y(y) dobivenoj jednostavnim uvrtavanjem oce-
kivane vrijednosti kvocijenta inteligencije? Nacelno ne. Naime, tijekom
nelinearnih transformacija slucajnih varijabli o¢ekivane vrijednosti nisu
,ocuvane”, u smislu njihova prerac¢unavanja pukim uvrstavanjem u tran-
sformacijsko pravilo. Stoga ocekivanu vrijednost inteligencije moramo is-
pocetka izra¢unati. Kako je raspodjela py(y) ve¢ normirana, oéekivanu vri-
jednost nalazimo kao:

B o _ olnb)?
j :/0 ypy(y)dy = b"“exp [(2)] : (8)
U ovome rezultatu moZemo prepoznati medijan iz (7): § = y(u)e(“™ by /2,

Kako je argument pod dodatnim eksponencijalnim ¢lanom pozitivan, ¢i-
tav eksponencijalni ¢lan veéi je od jedinice (e b2/2 1), $to znaci da se
o¢ekivana vrijednost pomaknula iznad medijana: § > y(u). Ovako suho-
parno iskazana, tvrdnja se moZzda ne ¢ini osobito zanimljivom. No ona je
najprovokativnija posljedica predloZenog modela raspodjele inteligencije!
Budu¢i da se ,pod” medijanom nalazi polovica populacije, uzdizanje oce-
kivane vrijednosti zna¢i da se ,pod” ocekivanom vrijednoséu — koju ¢emo
zvati intelektualnim prosjekom — naslo vise od polovice populacije. Drugim
rije¢ima, prema modelu iz (3)) veé¢ina populacije je intelektualno ispodprosjecna.

Uvrstavanjem oc¢ekivane vrijednosti inteligencije u (2]) vidimo da mu od-
govara kvocijent inteligencije:

_ o?Inb
X(§) =1+ —5

Sada je, naravno, klju¢no pitanje koliki se dio populacije nasao ispod inte-
lektualnog prosjeka. Zbog oc¢uvanja vjerojatnosti transformacijom iz (5)) taj
udio f moZemo izracunati ili integracijom po y ili integracijom po x kao:

7 x(7)
f= /Oy Py(y)dy=/ ’ px(x)dx. 9)

—00

Ovaj rezultat ne moZze se izraziti u zatvorenoj formi elementarnih funkcija,
ali moze koristenjem jedne od specijalnih funkcija: tzv. error-funkcijom erf(-)

deflnlranom kaO.
f 2 / t2
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Na prvi pogled moglo bi se u¢initi da time nismo mnogo postigli, osim
$to smo ,nalijepili ime” na integral koji se pojavio. Medutim, specijalne
funkcije spremno su dostupne za numeri¢ko izvrednjavanje u vecini mo-
dernih programskih paketa pa nas njihovo uvodenje bez najmanje zadrske
¢ini spremnima za numericko ispitivanje rezultata. RjeSenje integrala iz (9))
stoga moZemo zapisati kao:

p= e (220)]. o

Za bazu b logaritma iz ve¢ smo postavili uvjet b > 1, odakle posred-
stvom Inb > 0 vidimo da je izraz pod error-funkcijom pozitivan. Iz defini-
cije error-funkcije sasvim je jasno da je pozitivna za pozitivnhe argumente:
erfz > 0zaz > 0. Dakle, prema modelu raspodjele inteligencije iz (3]) udio
populacije ispod intelektualnog prosjeka u svakom je slu¢aju natpolovic¢an
(f > 1/2), $to smo ve¢ i ranije zakljudili na kvalitativnoj razini.

Xk ok

Svi dosadasnji rezultati vrijede za posve opcenit izbor parametara b i c.
Sada Zelimo izabrati neke specifi¢ne vrijednosti kako bismo kroz brojeve
dobili osjecaj je li model doista provokativan ili je tek , pucanj u prazno”.
Najvazniji rezultat upravo je udio f populacije ispod intelektualnog pro-
sjeka. On je potpuno neovisan o slobodnome parametru ¢, Ssto nam govori
da je ¢ od sporedne vaznosti. Iz (6]), (7)) i (8]) vidimo da bi se uz izbor:

c=p (11)

svi izrazi bitno pojednostavnili. Osim toga, takvim izborom dobili bismo
i jasno tumacenje samih vrijednosti inteligencije. Naime, prema modelu
iz apsolutna razlika izmedu kvocijenata inteligencije preslikava se u
relativnu razliku izmedu samih inteligencija: v /y; = b*2~*1. Drugim rije-
¢ima, razlika za iznos Ax izmedu kvocijenata inteligencije podrazumijeva
razliku za faktor b** u inteligencijama. Kako se uz izbor iz medijan
iz svodi na y(¢) = 1, dana vrijednost inteligencije y izravno nam go-
vori koliko je ona puta veca ili manja od ,sredisnje” vrijednosti koja dijeli
populaciju na dva koli¢inski jednaka dijela.

bitne numericke znacajke modela. Iako ¢emo ispitati neke njegove vrijed-
nosti, ni na temelju ¢ega ne¢emo imati osnove za predlaganje realisticnih vri-
jednosti. No odakle uopce krenuti u njegovu izboru? Da bismo to odlucili,
zamijenit ¢emo b nekim drugim (i dalje broj¢ano nepoznatim) faktorom ,
Cije je znacenje jasnije. Pri tome se pozivamo na prethodno opisano svoj-
stvo prema kojem jednake razlike u kvocijentu inteligencije povlace jednak
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faktor razlike u inteligenciji. Za referentnu razliku u kvocijentu inteligencije
biramo standardnu devijaciju njegove raspodjele iz (I]): Ax = ¢. Zamjenski
faktor n definiramo time koliko puta inteligentnijom bismo smatrali osobu da joj

pocetni kvocijent inteligencije x poraste za o

y(x+0)

=n = VW=n.
y(x)

Time pridjeljujemo jasnije znacenje faktoru b kroz:
-y _ 1
b=mn & lnb—glnn. (12)

Uz i pocetni model (B]) svodi se na:

y = n(x_]'{)/o',
dok raspodjela inteligencije iz (6]) poprima jednostavniji oblik:

1 1 1 /Iny\?
pr(y) = 7\/2—7_[111” X gexp [—2 <lnn> ] (13)

te je napokon moZemo iscrtati za nekoliko izabranih vrijednosti #, jasnoga
znacenja. Slika 2| prikazujejezan =2,n =3in = 5.

1.0
,'\ n = 2
s
0.8 : “‘ -——-— ) — 3
U
0 6‘: NIsON0D T n=
> i SEIRN
E ‘W) 5 \\
0451 oo NQ
7] o SO
~.~ ~
02‘: ~--.:_~~~~
| A R N R D P
0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Y

Slika 2. Lognormalna raspodjela inteligencije iz ([13]) za razli¢ite vrijednosti
parametra n.
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Sa slike[2]vidimo da se osim o¢ekivane vrijednosti pomice i poloZaj mak-
simuma raspodjele, u odnosu na vrijednost y() koju bismo ispo¢etka mo-
gli o¢ekivati, a za koju vidimo da — medu istaknutim znacajkama raspodjele
- nastavlja odgovarati jedino njezinu medijanu. PoloZaj ymax maksimuma
glatke raspodjele nalazimo uobicajenim postupkom odredivanja nultocke
njezine derivacije, tj. rjeSavanjem jednadzbe:

devv)|
dy '

Ymax

Za opcenite b i c dobivamo:
Ymax = b Cexp[—(cInb)?],

gdje ponovno prepoznajemo pojavu medijana kao: ymax = y( pe= (@ Inb)?,
Kako je ¢lan pod dodatnim eksponencijalnim ¢lanom uvijek negativan, ¢i-
tav ¢lan manji je od jedinice (e-(wlnb)? <7y, stoga se polozaj maksimuma
raspodjele inteligencije redovito spusta: Ymax < y(#). Dok u ovakvome mo-
delu intelektualni prosjek raste — ¢ime raste i udio intelektualno ispod-
prosje¢nih - slikovito bismo mogli reéi i da ,najvjerojatnija” inteligencija
paddf]

Uz izbore iz i kona¢no mozemo iscrtati i ponasanje najzanim-
ljivijeg rezultata: udjela intelektualno ispodprosje¢nih iz (10]), koji se sada
blago pojednostavnjuje:

f= % [1+erf (%)] . (14)

Ova ovisnost prikazana je na slici[3|u proizvoljno izabranom rasponu iznad
donje smislene granice: n > 1.

%Da je tvrdnja nuzno slikovita (. da se poloZaj maksimuma kontinuirane raspodjele ne
moZe smatrati najvjerojatnijom vrijednoscu varijable) jasno je iz toga $to ¥max ne odgovara
izravno transformiranoj vrijednosti y (), odnosno iz toga §to transformirani kvocijent in-
teligencije:

X(Ymax) = i — 2 Inb
ne odgovara poznatom poloZaju maksimuma njegove raspodjele. Vjerojatnosti pojedinih
ishoda, ako se njihove vjerojatnosti mogu smisleno definirati samo u ovisnosti o danome is-
hodu, moraju ostati o¢uvane tijekom transformacije varijabli kojima ih iskazujemo. Stoga o
najvjerojatnijim vrijednostima moZemo govoriti samo u kontekstu diskretnih raspodjela.
Razlog je taj $to raspodjele diskretnih ishoda izravno mjere vjerojatnosti tih ishoda (pa
je pojam ,najvjerojatnijega” znacenjski primjenjiv), dok raspodjele kontinuiranih ishoda
mjere gustocu vjerojatnosti, na ¢ije znacenje dodatno utjece jedinica prirasta relevantne va-

rijable, kao u (@).
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Slika 3. Udio intelektualno ispodprosje¢nih iz (I4)), u ovisnosti o 7.

nih vrijednosti na vertikalnoj osi sa slike[3} Kao ,to¢ku na i” jos bismo htjeli
izdvojiti barem neku specifi¢nu vrijednost, za neki specifi¢an . Ispocetka
smo namjeravali izabrati n = 3 jer su vise vrijednosti previse riskantne, dok
niZe nisu osobito zanimljive. No tada smo primijetili da vrijednost baze pri-
rodnog logaritma e ~ 2.718 nije odve¢ daleko, dok se uz izbor n = e pret-
hodni izrazi masivno pojednostavnjuju kroz Inn = 1. Uz takav izbor — ¢ija
je prednost ako ni u ¢emu drugome, onda u istaknutoj eleganciji izraza —
generator provokativnih vrijednosti daje nam uistinu provokativan
udio od 69% intelektualno ispodprosje¢nih unutar ukupne populacije.

Gornji graf sa slike (4| prikazuje raspodjelu inteligencije py(y) za n = e.
Vertikalne linije prikazuju polozaj maksimuma, medijan i o¢ekivanu vri-
jednost raspodjele, koja prema iznosi § = e!/2 ~ 1.649. Donji graf pri-
kazuje raspodjelu px(x) kvocijenta inteligencije, neovisnu o n. Vertikalne li-
nije prema poretku odgovaraju onima s gornjega grafa, tj. prikazuju vrijed-
nosti kvocijenta inteligencije koji prema relaciji x(y) = u + o lny odgovara
polozaju maksimuma, medijanu i o¢ekivanoj vrijednosti raspodjele py(y).
Osjencano podrudje s gornjeg grafa prikazuje udio raspodjele ispod oceki-
vane vrijednosti , a ono s donjega grafa udio raspodjele ispod odgovara-
juce vrijednosti x(i7) = u + 0 /2 = 107.5. Povrsina osjencanih dijelova obiju
raspodjela jednaka je i odgovara ranije navedenom udjelu f ~ 69%.

U zaklju¢ku, model (3)) predvida da je drustvo u prosjeku inteligentnije
no $to bismo ocekivali —i to zahvaljuju¢i tome Sto su najinteligentniji clanovi
nesrazmjerno inteligentni s obzirom na ostatak populacije — dok je veéinska
inteligencija niza od o¢ekivanja temeljenih na , lijepoj” raspodjeli kvocijenta
inteligencije.
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Slika 4. Gornji graf: raspodjela inteligencije Y za n = e, uz osjencan udio
raspodjele f ~ 69% ispod ocekivane vrijednosti. Donji graf: raspo-
djela kvocijenta inteligencije X u kojoj oznacene karakteristike od-
govaraju karakteristikama gornje raspodjele (vertikalne linije pri-
kazuju kvocijent inteligencije koji odgovara polozaju maksimuma,
medijanu i o¢ekivanoj vrijednosti gornje raspodjele; osjen¢ani udio
raspodjele takoder je jednak onome s gornjeg grafa).

Autor ovih redaka ni¢ime ne sugerira u kojem se dijelu raspodjele nalazi,
iako si voli laskati isto ono Sto si svi volimo laskati. Spoznaje do kojih smo
dosli provokativne su samo toliko koliko u iznesenom modelu ima istine.
U svakome slucaju, bio taj model i u najmanjoj mjeri valjan ili ne, kvocijent
inteligencije zahvaljujudi , diplomatskim” svojstvima svoje raspodjele ostaje
politicki korektna mjera inteligencije.
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