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Uvod u konacne p-grupe

Marijana Greblicki*

Sazetak

U ovom radu dan je uvod u teoriju kona¢nih p-grupa za prost broj
p.
Kljuéne rijeéi: grupa, konacna p-grupa, podgrupa, maksimalna podgrupa,
abelova grupa, centar grupe, ciklicka grupa, normalna grupa

Introduction to finite p-groups

Abstract

In this paper, an introduction to the theory of finite p-groups is given
for a prime number p.

Keywords: group, finite p-group, subgroup, maximal subgroup, Abelian
group, group’s center, cyclic group, normal group

1 O teoriji konacnih grupa

U godinama od 2000. do 2003. profesor Zvonimir Janko s njemackog Sve-
ucilista u Heidelbergu drzao je predavanja Konac¢ne p-grupe 1, 2, 3 na pos-
lijediplomskom studiju matematike Matematickog odsjeka Prirodoslovno-
matematickog fakulteta Sveucilista u Zagrebu. Na nacin nadasve jasan,
precizan i pun humora, profesor Janko uveo je buduce doktore matema-
tike u teoriju p-grupa i to krenuvsi od samih osnova i pocetaka teorije pa
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do aktualnih problema u istraZivanju. Prisustvovati ovim predavanjima
i oduprijeti se Zelji da postanete aktivni ¢lan obitelji istraZivac¢a konacnih
p-grupa vodeni besprijekornim savjetima i smjernicama profesora Janka
za mnoge od sluSatelja bilo je nemoguce. Dapace! Brojni ¢lanci i diserta-
cije izniknuli su kao posljedica pomenutih predavanja i Profesorovog je-
dinstvenog pogleda u svijet kona¢nih p-grupa. Na veliku zalost sviju koji
su ga poznavali i bili dotaknuti njegovim Zivotom i djelom, 12.4.2022. ne-
posredno prije svog 90. rodendana preminuo je profesor Zvonimir Janko
ostavivsi iza sebe nevjerojatnu matematicku bastinu koja ga je svrstala u
redove najve¢ih matematicara nase ere. Sve do zadnjeg dana nije prestao
s istraZivanjem i radom na zajedni¢kom Sestom svesku u nizu jednog od
najopseznijih pregleda ikoje matematicke grane u svijetu, Groups of Prime
Power Order Vol. 6. Sve sveske, Groups of Prime Power Order Vol. 1-5,
sem prvog na kojem je bio recenzent, napisao je u koautorstvu s profeso-
rom Yakovom Berkovichem s izraelskog Sveucilista u Haifi.

Pogledajmo kroz samo par prekretnica kratki povijesni tijek razvoja te-
orije grupa. Nakon gotovo 100 godina od otkri¢a pet Mathieuovih spora-
di¢nih jednostavnih grupa Mi1, M1, iz 1861., Mpo, Mz i Myy iz 1873. go-
dine, smatralo se da ne postoje druge sporadi¢ne jednostavne grupe (grupe
koje nisu ¢lanice neke beskonacne serije) i da ¢e se uskoro dokazati da
uopcée nema drugih konac¢nih jednostavnih grupa osim onih koje su ve¢
poznate. Godine 1964. Janko dolazi do svojeg epohalnoga otkri¢a - prve
Jankove sporadi¢ne jednostavne grupe J;. Tim otkri¢em u svijetu grupa
kre¢e dvadesetogodisnji lov na preostale sporadi¢ne jednostavne grupe.
Lov je zavrSen brojem 26 - naime otkriveno je ukupno 26 sporadi¢nih jed-
nostavnih grupa i dokazano je da ne postoje nikoje druge sporadi¢ne jed-
nostavne grupe. Teorija kona¢nih rjesivih grupa (grupa je rjesiva ako pos-
toji prirodan broj n € IN takav da je n-ta kvocijentna podgrupa grupe G
trivijalna, tj. C"(G) = {1}) time je 1983. godine dovedena do zadovo-
ljavajuceg stupnja kada je nadasve simboli¢no ba$ profesor Janko dosao
do otkric¢a posljednje sporadi¢ne jednostavne grupe J; (posljednje od cetiri
Jankove grupe J1, ]2, J3, J1), te je tako zgotovljen teorem ¢&iji se dokaz pro-
teZe u preko vise od 500 ¢lanaka raznih matematickih ¢asopisa svijeta i na
viSe od 10000 stranica, a on glasi ovako:

Svaka neabelova konacna jednostavna grupa je ili grupa Lieovog tipa ili alterni-
rana grupa ili neka od sljedecih 26 sporadicnih grupa:
Mi1, Mia, Mas, Maa, 1, ]2, J3, Ja, HS, Coy, Coa, Cos, He, Mc, Suz, Figy, Fips,
Firy, F; = M("the Monster"- ¢udoviste), F,, F3, F5, Ly, Ru, O'N.

Kako smo naveli, zavrsetkom klasifikacije jednostavnih sporadi¢nih grupa
u teoriji grupa preostalo je za klasificirati kona¢ne p-grupe. No ta klasifi-
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kacija, u klasi¢nom smislu nabrajanja svih moguéih kona¢nih p-grupa, nije
uistinu niti moguca. Naime, konacna p-grupa ima previse normalnih pod-
grupa, $to za posljedicu ima postojanje izuzetno velikog broja neizomorf-
nih p-grupa nekog odredenog reda (npr. postoji 267 neizomorfnih 2-grupa
reda 2°, dok je grupa reda 210 ve¢ 49487653422). Stoga se pristupilo druga-
¢ijim nacinima klasifikacije p-grupa. Grupe se klasificiraju s obzirom na nji-
hova razli¢ita svojstva koja su ispunjena za dovoljno velike skupove/klase
grupa. Stovise, ta svojstva pokugavaju se zadati tako da pokrivaju ak i sve
konacne p-grupe (npr. proucavaju se regularne i iregularne grupe, modu-
larne i nemodularne grupe, p-grupe s "malom" abelovom podgrupom i p-
grupe s "velikom" abelovom podgrupom...). Svojstva, odnosno probleme
vezane uz doti¢na svojstva, dijelimo u 4 glavne skupine: A-problemi ve-
zani uz abelovost grupa, Q)-problemi vezani uz (), podgrupe, M-problemi
vezani uz metacikli¢nost grupa i tzv. specijalni problemi. Vazno je napo-
menuti da su od velikog znacaja konac¢ne 2-grupe koje su nerijetko i puno
kompleksnije za proucavanje. Naime, ako je G neabelova konac¢na prosta
grupa i struktura njezine Sylowljeve 2-podgrupe P je poznata, onda je odre-
dena gotovo citava struktura grupe G.

Da bismo razumjeli ove posljednje re¢enice krenimo s osnovama teorije
konacnih p-grupa sljedeéi primjer predavanja profesora Janka.

2 Uvod u konacne p-grupe

2.1 Grupe

Definicija 2.1. Grupa je uredeni par (G, -), gdje je G neprazan skup, a ” - "
binarna operacija za koju vrijedi:

(G1) za svaki par elemenata x,y € G je x -y € G (zatvorenost);

(G2) za sve elemente x,y,z € G vrijedi (x -y) -z = x - (y - z) (asocijativnost);
(G3) postoji element 1 € G takav da je za sve g € G

1-g=g-1= g (1—neutralni element grupe G);
(G4) za svaki element ¢ € G postoji element g~' € G takav da je

g g ' =gt g=1(g — inverzni element elementa g).

Grupa G je abelova ili komutativna ako za sve x,y € G vrijedi jos i

x -y =y - x (komutativnost).

1 _ -1

_y .x_ll

Napomena 2.1. Lako se pokazuje da je (x - y)~

51



MARIJANA GREBLICKI

Dokaz. Iztvrdnje (x-y)~!- (x-y) = 1, mnoZenjem zdesna prvo elementom

y~! pa zatim elementom x ! slijedi tvrdnja. O

Definicija 2.2. KaZemo da je grupa G konacna ako ima konacan broj elemenata.
Broj elemenata grupe G nazivamo red grupe i oznacavamo s |G|.

Kazemo da je grupa G p-grupa ako je njezin red potencija prostog broja p, tj. |G| =
p",n e N.

U daljnjem tekstu pretpostavljamo da su sve promatrane grupe konacne.

Definicija 2.3. UmnoZak podskupova A, B C G grupe G je skup
A-B={a-b|laec AbeB}.

Za jednoclan skup B = {b} pisSemo A-B=A-{b} ={a-b|aec A} = Ab.

Inverzni skup podskupa A C Gje A~ = {a~' | a € A}.

Napomena 2.2. Za umnozak skupova A, B, C C G ocigledno vrijedi:

1. (A-B)-C=A-(B-C),

22A-1=1-A=A,

3. |Ab| = |bA| = |A|, gdje s | A| oznacavamo kardinalni broj skupa A.
Definicija 2.4. Za neprazan podskup H grupe G kaZemo da je podgrupa grupe
G ukoliko je i H grupa s obzirom na operaciju iz G.

Podgrupu oznacavamo s H < G. Ako je H # G, onda pisemo H < G i kaZemo
da je H prava podgrupa grupe G. Ako je H = {1}, kazemo da je H trivijalna
podgrupa od G.

Kazemo da je M maksimalna podgrupa grupe G ako iz M < H < G slijedi
H=M.

Teorem 2.1. Podskup H C G grupe G je podgrupa grupe G onda i samo onda
ako je HH C H, tj.
H<G & HHCH.

Dokaz. Akoje H < G, ocigledno je HH C H. Obratno, iz HH C H za bilo
kojia € H vrijedi aH C H. Zbog |aH| = |H| je aH = H, pa postoji x € H
takav da je ax = a, dakle x = 1 € H. Onda opet postoji y € H za koji je
ay = 1,dakley = a~! € H. Stoga je H podgrupa grupe G. O
Teorem 2.2. Za podgrupu H < G i podskup A C G vrijedi

ACH & AH=H & HA=H.
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Dokaz. Po teoremu2.1]iz A C H slijedi AH = H,HA = H. Obratno, iz
AH=Hia € AslijediaH C H,pajeia-1€ H,tj. AC H. O

Teorem 2.3. Neka je G grupa i H,K < G. Onda je H N K takoder podgrupa
grupe G.

Definicija 2.5. Neka je G grupa, X # @, X C G. Najmanju podgrupu grupe G
koja sadrzi X oznac¢avamo s (X), dakle je

(X)= () H

XCH<G

a sastoji se od svih mogucih umnoZaka elemenata iz X i njihovih inverznih eleme-
nata. Elemente iz X zovemo izvodnicama (generatorima) podgrupe (X).

Ako je Y C G takav da vrijedi (Y) = G, onda kaZemo da je grupa G izvedena
(generirana) podskupom Y.

Neka je a € G. Grupa ({a}) = (a) izvedena (generirana) elementom a zove se
ciklicka grupa elementa a. Red elementa a definira se kao red grupe (a). Oznacava

[(@)| = la] = o(a).

Skup svih elemenata reda k, pri cemu k dijeli |G|, iz grupe G oznacavamo s

O(G) = {g € Glo(g) =k}

Definicija 2.6. Za podgrupu H grupe G i za svaki element g € G, podskup
Hg = {hg | h € H} zovemo desna klasa. Analogno definiramo i lijevu klasu
gH. Pritom je |Hg| = |gH| = |H]|.

Teorem 2.4. Ako je H < G, onda je skup svih razlicitih desnih klasa
{Hg1, ..., Hgs } grupe G s obzirom na podgrupu H particija grupe G, t].

S
G= |_| Hgi,
i=1

pri demu s | | oznacavamo disjunktnu uniju skupova. Stoga je

S
|G = }_ [Hgi| = s|H].
i=1

G
Broj s jednak je kvocijentu |H| i oznacavamo ga s = |G : H|, te zovemo indeks

podgrupe H u grupi G.
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Korolar 2.1. (a) Red podgrupe je djelitelj reda grupe.

(b) Svaka grupa prostog reda p je ciklicka, jer grupa reda p nema netrivijalnih
pravih podgrupa, pa svaki element grupe osim neutralnog izvodi (generira) cijelu

grupi.

Teorem 2.5. Neka je H < G inekasu g,k € G. Tad je Hg = Hk onda i samo
onda ako je gk—! € H.

Dokaz. Ako je Hg = Hk, onda je Hgk~! = H. Dakle, prema teoremu
gk™! € H. Obratno, ako je gk~! € H, onda je Hgk™! = H. MnoZenjem
elementom k zdesna slijedi Hg = Hk. O

Teorem 2.6. (O indeksima)
Neka je H < K < G. Onda vrijedi

|G:H|=|G:K|-|K:H]|.
Teorem 2.7. Neka su H i K podgrupe grupe G. Onda su H,K C K - H i vrijedi

K] - |H]
|[KN H|

H]| - K]

K-H|= = .
| | |[HNK]

i |H-K|

Dokaz. Prema teoremu 2.1|vrijedi H N K < K. Onda imamo particiju K =
Ll;(H N K)k; grupe K nad podgrupom H N K. Tvrdimo daje H - K = | |; Hk;
particija podskupa H - K. Naime, neka je Hk; = Hk;. Onda je prema te-
orernuk,'kj_1 € H. Dakle, kik]-_1 € HN K. Onda mora biti (HNK)k; =

(H N K)k;. Zakljudci vrijede i u obratnom smjeru. Slijedi da skup H - K ima
H|-|K

|H-K| = |H|-|K: (HNK)| elemenata. Dakle, |H - K| = ‘|K#L‘|.Analogno

slijedi i druga jednakost. O

Teorem 2.8. Neka su H,K < G. Podskup H - K je podgrupa od G onda i samo
onda ako je H - K = K - H. Onda kaZemo da su podgrupe H i K permutabilne.

Teorem 2.9. Ako grupa G nema pravih podgrupa, onda je G = {1} ili je G
ciklicka grupa prostog reda.

Dokaz. Jedine podgrupe od G su Gi {1}. Ako je G = {1} dokaz je gotov.
Stoga, pretpostavimo G # {1}. Neka je x € G, x # 1 bilo koji element.
Sada e podsgrupa (x) # {1}, paje (x) = G1|(x)| = |+ = |GI.

Akoje |G| = ny - ny, ny,np > 1, ondaje [(x™)| = |x"| = ny, pa bi bilo
{1} < (x™) < G, 8to je u protuslovlju s pretpostavkom. Dakle je |G| = p,
za neki prosti broj p. O
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2.2 Normalizatori i centralizatori podgrupa

Definicija 2.7. Nekasu g € Gi x € G. Onda preslikavanje ¢ : G — G,
@ x = @x(g) := g~ 'xg, zovemo konjugiranje elementom g, a ¢+ (g) := ¢ 'xg
zovemo g-konjugat elementa x. Za podskup S C G je g-konjugat skupa S skup

¢s(g) =1{gs(g) | s€S, g€ G}

Definicija 2.8. Neka je G grupa. Za x,y € G oznacavamo x ~ y ako je x
konjugiran s y, tj. onda i samo onda ako postoji g € G takav da je ¢ (g) = y.

Teorem 2.10. Preslikavanje ¢ : G — G, x — ¢x(g), Vx € G, je bijekcija.

Vrijedi ¢ (gh) = ¢x(¢x(g))(h), Vx,8,h € G.
Relacija ~ je relacija ekvivalencije. Klase ove relacije ekvivalencije zovu se konju-

girane klase i one tvore particiju grupe G, tj.
S
G=|]|Ki=KiUKyU..UK;,
i=1

pri ¢emu uzimamo da je Ky = {1}. Klasu K;, za neki i € {1,...,s}, tvore svi
elementi dobiveni konjugiranjem bilo kojeg elementa x; € K;, tj.

Ki={¢x(g) [ g € G}
Broj s zove se klasni broj. Vrijedi klasna jednakost
Gl =n=ki+ky+ ..+ ks,
gdje je |K;| = ki, teky = 1.

Dokaz. Za svaki x € Gjex = g~ (gxg hg = Pexg-1(8), Pa je ¢ su-
rjekcija. Ako je ¢x(g) = ¢y(g), §. ¢ 'xg = g lyg mnozedis gis g !
slijeva, odnosno s desna dobivamo x = Y, pa je ¢ injekcija. Takoder je
px(gh) = (gh)1x(gh) = h=1(g 'xg)h = ?g.(g)(h). Ostale tvrdnje se lako
provjeravaju na temelju definicija. O

Definicija 2.9. KaZemo da je podgrupa H grupe G normalna podgrupa u G, te
pisemo H < G, ako vrijedi

on(g) =H, Vg €G,

tj. ako vrijedi
Hg =gH,

dakle ako su lijeve klase podgrupe H jednake desnim.
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Definicija 2.10. Normalizator podskupa S u grupi G je skup

Ng(S)={g€G|os(g) =S}

Centralizator podskupa S u grupi G je skup

Cc(S) ={g€G|gps(g) =s,Vs € S}.

Lako se vidi da su Ng(S) i Cg(S) podgrupe grupe G i da je C5(S) < Ng(S)
(v. teorem[2.19)za slucaj kad je S podgrupa).

Teorem 2.11. (O normalizatoru)
Broj elemenata skupa ¢s(g) = {¢s(g) | § € G} svih razlicitih g-konjugata
¢s(g) podskupa S u grupi G jednaka je indeksu normalizatora Ng(S) od S u G,

t.
[9s(8)] = |G = Na(S)].

Dokaz. ¢s(31) = ¢s(82) < ¢s(18;7) = 9s(8287") & 9s(818;") =

ps(1) = S & 18, € Ng(S) © Ng(S)g1 = Ng(S)g2, pa razlicitih g-

konjugata ¢s(g) ima toliko koliko i razli¢itih konjugiranih klasa podgrupe

Ne($)uG, 4. [9s(G)| =[G : No(S)|- s

Definicija 2.11. Nekaje N1 GiG/N = {gN | g € G}. Onda je G/N grupa
za binarnu operaciju

§1N - &N = g182NN = g18N.
Grupa G/ N zove se kvocijentna grupa grupe G obzirom na N i njezin je red
|G/N| =|G:NJ|.
Oznacimo li gN = g, pisemo G/N =G = {3 | ¢ € G}.
Teorem 2.12. (Zakon korespodencije)
Neka je N < G. Onda izmedu skupa svih podgrupa H grupe G koje sadrZe N i
svih podgrupa H = H/ N koocijentne grupe G = G/ N postoji bijekcija,

H«+—H= [J hN.
hNeH

Naime, ako je H < G onda je i H < G i obratno.
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Dokaz. ZaN < H < Gje H/N = H={hN | h € H}, paje hyN - )N =
hihoN € H, teje H < G po teoremu[2.1]

Obratno, ako je H < G onda je H = U,ycghN < G, jeriz hi,hy € H
slijedi da postoje W'N,h'N € H takvidaje hy € I'N, hy € "N, pa je
hihy € WNW'N = W'W'N C H, tj. H < G takoder po teoremu O

Napomena 2.3. Takoder, uz uvjete teorema vrijedi HLG & H<G.

Definicija 2.12. Nekasu G i H grupe. Homomorfizam iz G u H je preslikavanje
¢ : G — H takvo da Vx,y € G vrijedi

p(xy) = p(x)p(y).

Slika od ¢ je skup Img = ¢(G) = {¢(x) | x € G}.
Jezgra od ¢ je skup Kergp = {x € G | ¢(x) = 1y}.

Lako se provjeri da je p(15) = 1y, ¢(x~1) = (¢(x)) L
Takoder vrijedi: Ime < H i Kerep <G.

Definicija 2.13. Ako je homomotfizam ¢ : G — H bijekcija kaZemo da je ¢
izomorfizam i da je grupa G izomorfna grupi H, sto oznacavamo s G = H.

Izomorfizam o : G — G zove se automorfizam grupe G.
S Aut(G) oznacavamo grupu svih automorfizama grupe G.

Teorem 2.13. (Prvi teorem o homomorfizmu)
Ako je ¢ : G — H homomotfizam grupa G i H, onda je

G/Kergp = Img.

Dokaz. Zasvakig € Kerg vrijedi ¢(g) = 1. Ozna¢imo s Kerg = N. Imamo:
p(xn) = ¢(x)p(n) = ¢(x), ¥Yn € N,Vx € G. Dakle svi elementi iz klase
xN preslikani su na ¢(x). Vrijedi Vx,y € G :

p(x)(p(y) =1 = ¢px)py ) =1 = olay ) =1 =xy ' €N,

tj. po teoremu [2.5|slijedi xN = yN. Dakle, x i y leZe u istoj klasi. To je
ekvivalentno tvrdnji da elementi iz razli¢itih klasa imaju razlicite slike, t;.
preslikavanje f : G/N — Img, f : xN — ¢(x), je injekcija. Takoder, f je
ocigledno i surjekcija. Bududi da je

f(xN-yN) = f(xyN) = ¢(xy) = ¢(x) - ¢(y) = f(xN) - f(yN),

stoga je f homomorfizam, tj. izomorfizam. O
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Teorem 2.14. (Drugi teorem o izomorfizmu)
Nekaje N<GiH < G.Onda je HN = (H, N) ocigledno podgrupa grupe G,
N <HN, HN N < H i vrijedi

H/(HNN) = HN/N.

Dokaz. Promatrajmo preslikavanje ¢ : H — HN/N takvo da je ¢(x) =
xnN = xN, Vx € H, Vn € N. Kako je ¢(xy) = xyN = (xN)(yN) =
¢(x)(y), Vx,y € H, otigledno je ¢ homomorfizam. Vrijedi Kergp = HN
N. Naime,

Kerp = {xeH|p(x) = lunn)
= {xeH|xN=N}
= {x€eH|xeN}
= HNN.

Surjektivnost od ¢ slijedi iz xnN = xN = ¢(x). Sada prema teoremu[2.13]
sljedi HONN<H i H/(HNN) = HN/N. O

Teorem 2.15. (Treéi teorem o izomorfizmu)
Nekaje K<IG,N<GiN<K.OndajeK/N<G/N i vrijedi

(G/N)/(K/N) = G/K.

Dokaz. Definiramo preslikavanje ¢ : G/N — G/Ks ¢(gN) = gK. Pretpos-
tavimo da je xN = yN. Slijedi po teoremu 2.5y 'x € N. Kakoje N < K,
slijedi y~'x € K, pa je opet po teoremu 2.5 xK = yK, tj. (xN) = ¢(yN).
Dakle, ¢ je dobro definirano preslikavanje.

Tvrdimo da je ¢ homomorfizam. Naime,

¢(xN)p(yN) = (xK)(yK) = xyK = ¢(xyN).
Ocigledno je ¢ surjekcija i
Kerg = {gN € G/N|¢(gN)=1g/k}
= {gNeG/N|gK=K}
= {gNeG/N|geK}
K/N.

Sada prema teoremu slijedi tvrdnja. O

Definicija 2.14. Podgrupa Z(G) = {g € G | gx = xg, ¥x € G} zove se
centar grupe G.

Za abelovu grupu G vrijedi Z(G) = G, inace Z(G) < G.

Vrijedi opcenito Z(G) 4G i Z(G) = Cg(G).
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Teorem 2.16. Neka je x € G. Definiramo preslikavanje ¢ : G — G s ¢x(g) =
x~1gx, Vg € G. Preslikavanje ¢y je automorfizam grupe G, koji zovemo unutar-
nji automorfizam odreden elementom x. S Int(G) oznacavamo skup svih unutar-
njih automorfizama grupe G. Vrijedi: Int(G) < Aut(G) i

G/Z(G) = Int(G).

Dokaz. Tvrdimo da je ¢, automorfizam.

(a) Zasve g, h € G slijedi

9x(8)gx(h) = (x7'gx) (x™Thx) = 27 (gh)x = gx(gh).
Dakle, ¢ je homomorfizam.
(b) Akoje ¢x(g) = @x(h),ondaje x'gx = x~'hx = g¢ = h. Dakle, ¢y je
injekcija.
(c) Zadani h € G vrijedi ¢x(xhx™1) = x~(xhx~1)x = h, pa slijedi da je
@y surjekcija.

(d) Pokazali smo da je ¢, automorfizam. Sada definiramo preslikavanje:
P : G — Aut(G) sa D(x) = @x.
Zasvaki g € G vrijedi

(@20 9y)(8) = y(x(8)) = oy (x~'8%)) =y~ "x"'gxy = Py (g),
paslijedi ¢ 0 @, = @xy. Poradi @(x)P(y) = ¢x 0 ¢y = ¢xy = P(xy) slijedi

da je ® homomorfizam.

Ocigledno je Im® = Int(G) i

Kerp = {xe€G|P(x)(:=o¢x) =idg}

{x € G| ox(g) =ids(g), Vg € G}
= {xeG|xlgx=¢ Vg€G}

= {xeG|xg=gx VgeG}

= Z(G).

Nadalje, ako je ¢ € Aut(G), ¢x € Int(G), onda je
W xp) () = px M~ (g)x) = (P(x)) g (x) = @y(x)(8),
t. v lorp = Py(x) € Int(G), paje ¢~ Int(G)y C Int(G). Dakle,
pnt(G)y = Int(G), teje Int(G) < Aut(G).
Sada prema teoremu2.13slijedi, uz Z(G) < G, daje G/Z(G) = Int(G).O
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Definicija 2.15. Podgrupa M je karakteristicna u G ako je (M) = M, za svaki
¢ € Aut(G). PiSemo M char G.

Buducdi daje Int(G) < Aut(G) otigledno vrijedi:
Teorem 2.17. Neka je M < G i M char G. Onda je M < G.

Teorem 2.18. (O ciklickom proSirenju centra)
Ako je G/ Z(G) ciklicka grupa, onda je G abelova grupa.

Dokaz. Kakoje G/Z(G) ciklicka grupa, slijedi G = (a, Z(G)), za neki
a € G\ Z(G), §to je abelova grupa, jer sve izvodnice (generatori) medu-
sobno komutiraju. O

Teorem 2.19. Za svaku podgrupu H grupe G vrijedi Cq(H) < Ng(H) i kvoci-
jentna grupa Ng(H)/Cg (H) je izomorfna nekoj podgrupi grupe Aut(H).

Dokaz. Neka je H < G. Promatramo Ng(H). Ako je ¢ € Ng(H), onda je
¢¢(H) = H. Dakle je g¢|y : h — @¢(h), h € H, automorfizam od H.
Sada je preslikavanje ® : Ng(H) — Aut(H), ® : g = ¢¢|y homomorfi-

!

zam, jer je D(g's") = pggr(h) = (§") Lo (h)g” = (&)1 (g') 'he'g
(8'8")7'hg's”, f. na Hje ¢grgn = @gr © ggn, dakle

D(g's") = d(g') - d(g").

Ocigledno je Ker® = Cg(H). Sada, prema teoremu slijedi Cg(H) <
N (H) i kvocijentna grupa Ng(H)/Cg(H) je izomorfna nekoj podgrupi
od Aut(H). O

Teorem 2.20. Neka G p-grupai N <G, N # {1}. Ondaje NN Z(G) # {1}.
Posebice je uvijek Z(G) # {1}.

Dokaz. Nekaje N <Gi |G| = p", gdje je p prosti brojin € IN. Imamo par-
ticiju N = [ [;_, N; grupe N, gdje su N; konjugirane klase od N s obzirom
na G. Neka je |N;| = k; broj elemenata klase N;. Vrijedi klasna jednakost za
N

IN| =ko+Fki+..+ks.

Oznatimolis Ng = {1} ondajeky =1,te [N| = p’, r < n. Akoje x; € N;
onda je po teoremu.11]k; = |G : Cg(x;)| = p"i, §j. k; je uvijek p-potencija
zal < i < s.Naime, za jednoclan skup S = {x} je Cc({x}) = Ng({x}).
Iz klasne jednakosti za N slijedi da medu njima mora biti jo$ konjugiranih
klasa duljine 1, dakle takvih x;,i > 1, za koje je C;(x;) = G, 4. x; € Z(G).
Stoga postoje netrivijalni elementi iz Z(G) koji su sadrzani u N. O
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Korolar 2.2. Ako je N minimalna normalna podgrupa p-grupe G, u oznaci N €
Aj, tj. vrijedi da je N 1 G i {1} je jedina normalna podgrupa grupe G sadrZana
u N, ondaje N < Z(G) i |N| = p. Nadalje vrijedi da je svaka grupa N reda p?
abelova grupa pri cemu p dijeli | Aut(N)|, ali p? ne dijeli | Aut(N)|.

Dokaz. Za dokaz vidjeti teorem!
Vrijedi |Aut(N)| = |GLy(p - p, gdje je opcenito skup
svih nn x n regularnih matrlca S C1]ehm br0]eV1ma izskupa {0,1,...,p — 1},
za p prost broj, kao pripadajué¢im elementima, uz operaciju mnoienja ma-
trica kona¢na grupa te ju oznacavamo s (GL,(p), -) i nazivamo opca line-
arna grupa reda . O

Teorem 2.21. Neka je E elementarno abelova grupa reda p", E = E,n. Onda je

|Aut(E)| = |GLu(p)| = (" = 1) - (p" ' = 1) - (p = 1) - p-
Dokaz. ([3], 194) O

Definicija 2.16. Neka je G p-grupa reda p", gdje je p prosti broj. Definiramo
gornji centralni niz:
Zo(G) = {1}, Z1(G) = Z(G), i opéenito

Zi11(G)/ Zi(G) = Z(G/ Zi(G)).

Po teoremu 2.20)je Z(G/ Zi(G)) # {1¢/z,(c)} 20 Zi(G) < G.

Najmanji prirodan broj c takav da je ZC(G) = G zove se klasa nilpotentnosti p-
grupe G i pisemo ¢ = cl(G).

Nadalje, definiramo donji centralni niz:

Ki(G) =G, K»(G) = G’ = [G,G] 4G, K3(G) = [G,K2(G)] <G, .., Ku(G) =
(G, K,—1(G)] <G, itd.

Za konacnu p-grupu G reda p" gdje je p prosti broj, vrijedi

Ki(G) =G > K3(G) > K3(G) > ... > Kpa(G) = {1},
i duljina donjeg centralnog niza jednaka je r.

Najmanji prirodan broj ¢ takav da je Z.(G) = G nazivamo klasa nilpotentnosti
p-grupe G i oznacavamo s cl(G).

Teorem 2.22. Neka je G konacna p-grupa klase nilpotentnosti c. Onda jer = c,
tj. duljina donjeg centralnog niza jednaka je duljini gornjeg centralnog niza.
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2.3 Komutatori i komutatorske grupe

U teoriji kona¢nih p-grupa, pa tako i kod profesora Janka i profesora Ber-
kovicha, uobi¢ajena oznaka preslikavanja ¢, (g), konjugiranja elementa x
elementom g, je x3 te ¢emo u nastavku rada upotrebljavati takvu notaciju.

Definicija 2.17. Nekasu x,y € G. Komutator elemenata x i y je

[x,y] == x "1y Lay.
Ocigledno je xy = yx[x,y].
Ako su A, B < G onda je njihova komutatorska podgrupa

[A,B] = ([a,b] |a € A,b e B).
Grupu G' = [G, G| zovemo komutatorska podgrupa grupe G.
Teorem 2.23. Za svaku grupu G vrijedi
G’ char G, paje G' <G.

Dokaz. Nekaje [a,b] € G',zaa,b € G, i ¢ € Aut(G).Onda vrijedi [a,b]? =
[a?,b?] € G'. Dakle, G’ je ¢-stalna grupa, tj. G'? = G', za sve automorfizme
¢, . G’ char G, a po teoremu2.17)i G’ 9 G. O

Teorem 2.24.
(a) Grupa G je abelova onda i samo onda ako je G' = {1}, pa ponekad krace
pisemo G' = 1.

(b) Grupa G’ je najmanja normalna podgrupa od G takva da je G/G' abelova
grupa.

Dokaz. (a) Trivijalno.
(b) Neka je N < G. Grupa G/ N je abelova grupa onda i samo onda ako je
G’ < N. Naime, ako je G/ N abelova grupa, onda Va, b € G vrijedi:

aN -bN = bN -aN = abN = baN.
MnoZenjem gornje jednakosti slijeva elementima b=! i a~! slijedi

a b labN =N = a b lab e N,
tj. [a,b] € N.Dakle, [x,y] € N, Vx,y € G = G’ < N.Obratno,izG < N
slijedi aN - bDN = abN = ba[a, b]N = baN = bN - aN, jer je [a,b] € G’ < N.

Dakle je G/ N abelova grupa.
Ako sada uzmemo N = G’ slijedi tvrdnja. O
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Lako se provjeri da vrijedi:

Teorem 2.25. Neka su x,y,z € G. Onda vrijedi:

(a) [xy,z] = [x,2)"[y,z],
(b) [x,yz] = [x,2][x, y]?,
(c) [x,y] ™ = [y, x].

Teorem 2.26. Nekaje A < G,B C G. Ako je [A,B] < Aondaje B C Ng(A).

Dokaz. Zaa € A,b € Bje po pretpostavci [a,b] = a~1b~lab = a~1a’ € A,
pajea’ € A.Dakle, B C Ng(A). O

Teorem 2.27. (O normalizatoru u p-grupi G)
Neka je G p-grupa i neka je H < G. Onda je Ng(H) > H.

Dokaz. Promatrajmo gornji centralni niz grupe G:
{1} = Zy(G) < Z1(G) < Z5(G) < ... < Z:(G) = G.

Nekajei € {0,1,..., c} indeks takav da je

Zi(G) < H, ali Zi;1(G) £ H.
Prema definiciji centra znamo

2i11(G)/2i(G) = Z(G/ Zi(G)).
No ondaje [G,Z;11(G)] < Zi(G),aH < G, pajei

[H,Zi11(G)] < Zi(G) < H.

Stoga je po teoremu Zi11(G) < Ng(H), 4. Ng(H) > H. O

Korolar 2.3. Ako je H maksimalna podgrupa p-grupe G onda je H <G i
|G : H| = p.

Dokaz. Po teoremu[2.27)je Ng(H) > H, pa je po definicijiR.4 Ng(H) = G.
Dakle je H < G i G/ H nema netrivijalnih pravih podgrupa.
Stoga je |G : H| = p. O

Definicija 2.18. Kompozicioni niz p-grupe G je niz
Go={1}<G1<G,<...<G, =G,

gdje je G; maksimalna podgrupa od G; 1, i za svaku kvocijentnu grupu vrijedi
Gis1/Gil = p.
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Definicija 2.19. Niz Ny = {1} < Ny < ... < N, = G je glavni niz grupe
G ako je za svaki i € {0,1,..,n — 1} N; < G i Nj;1/N; minimalna normalna
podgrupa od G/ Nj.

Teorem 2.28. Za svaku podgrupu postoji kompozicioni niz, za normalnu pod-
grupu postoji glavni niz.

Teorem 2.29. (N. Blackburn)

Neka je G p-grupa maksimalne klase nilpotentnosti i |G| = p", n € IN. Onda za
svakik € N, 0 < k < n — 2, postoji jedinstvena normalna podgrupa N grupe G
takva da je IN| = p* i N = Z(G) = K,_(G).

Dokaz. ([2], 8-10) O

Korolar 2.4. Ako je H podgrupa od G reda p¥, onda H ima za svakir, 0 < r < k,
neku podgrupu reda p”. Ako je H Q G onda za svakir, 0 < r < k, H ima podgrupu
reda p" koja je normalna u G.

Dokaz. ([4], 301-302) O

2.4 Eksponent grupe. Frattinijeva podgrupa

Definicija 2.20. Neka je G grupa. Akoje G = M - N, gdje su M, N < G, onda
kaZemo da je G produkt svojih podgrupa M i N. Ako su M, N # {1} kaZemo da
grupa G ima faktorizaciju.

Ako je dodatno MNN = {1} i M <G, onda kaZemo da je G semidirekini
produkt od M i N.

Ako je dodatno MNN = {1} i M, N <G, onda kazemo da je G direktni produkt
od M i N, oznakom G = M x N.

Grupa G je centralni produkt dviju podgrupa M, N < G s amalgamiranom pod-
grupom D = M N N, tj. takvom grupom D koja je netrivijalna podgrupa i od M
iod N, ako vrijedi

G=M-N, M,N<G,teakoje [x,y] =1, Vx € M, Yy € N.

Pisemo G = M * N.

Neka je G p-grupa. Akoje G = M- N, gdje su M, N <G takvedaje MNN =
[M, N] = Z,, onda kaZemo da je G drugo-direktni produkt grupa M i N. Piseno
G=Mx;,N.
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Teorem 2.30. Neka je G abelova p-grupa, |G| = p". Onda je

G= anl X anZ X ... X ank,

gdje je Zile n; = n. Ne smanjujuci oplenitost, moZemo pretpostaviti da je ny >
ny > ... > ny i pri tome je uredeni k-terac (nq,ny, ..., ny) jednoznacno odreden.

Korolar 2.5. Ako abelova p-grupa G sadrZi samo jednu podgrupu reda p, onda je
G ciklicka grupa.

Definicija 2.21. Neka je G grupa. Najmanji mogucéi e € N takav da je x* =
1, Vx € G, zove se eksponent grupe G, oznakom exp(G) = e.

Teorem 2.31. Neka je G 2-grupa i exp(G) = 2. Onda je G abelova grupa.
Dokaz. 1z (ab)? = abab = 1 = a?b? slijedi ba = ab, za sve a,b € G. O

Definicija 2.22. Abelovu p-grupu G izomorfnu direktnom produktu Z, X ... x
Z,, gdje se Z, pojavljuje n puta, nazivamo elementarno abelova p-grupa reda p",
te oznacavamo s Epn.

Definicija 2.23. Neka je G p-grupa. Frattinijeva podgrupa grupe G je presjek
svih maksimalnih podgrupa od G, tj,

Q(G)= (| M.
M<G

max

Definicija 2.24. Element x € G je neizvodnica (antigenerator) grupe G ako za
svaki podskup S C G vrijedi

(S,x) =G = (S) =G.
Teorem 2.32. Za svaku konacnu grupu Gi S C G vrijedi
(S, ®(G)) =G = (S) =G.
Frattinijevu podgrupu ®(G) tvore sve neizvodnice grupe G.

Dokaz. Neka je x € ®(G) i pokazimo da je x neizvodnica grupe G. Pret-
postavimo daje (S,x) = G i (S) < G.Neka je M maksimalna podgrupa
od G takva da je (S) € M. Kako je x € ®(G), onda je x € M. Dakle je
(S, x) < M # G, to je protuslovlje.

Obratno, pretpostavimo daje y € G neizvodnica grupe G. Tada iz (S, y) =
G slijedi (S) = G. Pretpostavimo y ¢ ®(G). Dakle postoji barem jedna
maksimalna podgrupa M grupe G takva day ¢ M. Slijedi (M, y) = G.No
y nije izvodnica grupe G, paje M = G, §to je protuslovlje. O
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Definicija 2.25. Neka je G p-grupa. Grupa Q);(G) je grupa
0:(G) = (xeG|x"' =1),i e N.
Grupa izvedena svim pi—tim potencijama elemenata grupe G je
Ui(G) = (x*' | x€G), i€ N.
Ocigledno je Q);(G) char G i U;(G) char G.

Teorem 2.33. Neka je E normalna elementarno abelova podgrupa 2-grupe G i
nekajeg € G i g* € E. Onda vrijedi

ICe(9)* > |E.
Dokaz. Zbog ¢* € E vrijedi x8" = x,zasvakix € E. Stoga je
(xx8)8 = x8x8" = x8x = xx8, Vx € E,
tj. xx8 € Cg(g). Sada, za x,y € E, imamo
xxd = yyd < xy = x3y8 = (xy)® & xy € Ce(g)
& xy ! € CE(8) ©Tmas Ce(g)x = Ce(g)y-
Dakle, xx8 # yy8 < Cg(g)x # Ce(g)y, paje stoga po teoremu 2.11]

ICe(g)| > |E = Ce(g)] = [CE(g)|* = |EL.

Definicija 2.26. Za konacnu p-grupu G kazemo da je regularna ako za sve
x,y € G postoji z € (x,y)’ takav da vrijedi

XPyP = (xy)'.
Za konacnu p-grupu G koja nije regularna kaZemo da je ireqularna.
Teorem 2.34. Neka je G reqularna p-grupa eksponenta p® i k < e. Onda je
exp(%(G)) = p*.

Sve p-grupe klase nilpotentnosti manje od p su regularne.
Sve grupe eksponenta p su reqularne.
Regularne 2-grupe su abelove.
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Dokaz. ([1],179-181) O

Teorem 2.35. Za svaku p-grupu G vrijedi ®(G) = G’ - U1(G).
Posebice, ako je G 2-grupa onda je ®(G) = U1(G).

Dokaz. Neka je M bilo koja maksimalna podgrupa od G. Onda je po koro-

laruR2M <G i |G/M| = p, te je G/ M abelova grupa, pa je stoga po te-
oremG’ < M.Nekaje x € G.Slijedidajex? € M.Dakle, U;(G) < M.
Prema tome, G’ - U1(G) < M. Kako to vrijedi za svaku maksimalnu pod-
grupu M < G, prema definiciji 2.23|slijedi G’ - U1 (G) < ®(G).

Obratno, nekaje L = G’ - U1(G). Kako su G/, U1(G) char G slijedi
Lchar G = L<G.

Poradi G’ < Lje G/L abelova grupa. Zax € Gjex? € U1(G),dakle x? € L.
ZaxL € G/Lvrijedi (xL)? = xPLP = L. Dakle G/ L je elementarno abelova
grupa, G/L = Eps, s < n. Presjek svih maksimalnih podgrupa od G koje
sadrze L jednak je L, pa iznova prema definiciji slijedi ®(G) < L =
G - U1(G).

Dakle, ®(G) = G’ - U1(G).

Za 2-grupe je exp(G/U1(G)) = 2, paje po teoremu G/U1(G) abelova
grupa. Stoga je G' < U1(G) i ®(G) = U1(G). O
Teorem 2.36. Za svaku p-grupu G i podgrupu H < G vrijedi @(H) < ®(G).

Dokaz. Neka je H < G. Onda je prema teoremu2.35| ®(H) = H' - Uy (H).
No vrijedi H < G’ i U1(H) < U;1(G). Dakle,

®(H) = H' - U (H) < G- 51(G) = ®(G).

Teorem 2.37. (Burnside; O bazama)

(a) Akoje G p-grupaiG/®(G) reda p?, onda broj d oznacavamo s d(G) i nazi-
vamo dimenzija grupe G, i vrijedi G/ ®(G) = E ..

(b) ®(G) je najmanja normalna podgrupa od G takva da je G / ®(G) elementarno
abelova grupa.

(c) Neka je G = (x1, ..., x;) grupa izvedena s r elemenata. Tada vrijedi r > d.
(d) Akoje |G/®(G)| = p?, onda postoji d elemenata iz G koji izvode G.

Dokaz. (a) U teoremupokazano je: G/P(G) = Epa.
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(b) Ako je N <G i G/N elementarno abelova grupa onda je G’ < N i
U1(G) < N, paje®(G) =G -U1(G) < N.

(c) Nekaje NIGiG = (xq,...,x;). Prema definiciji mnoZenja klasa sli-
jedi da je i G/N izvedena s r elemenata: G/N = (Nx,...,, Nx,). Dakle,
G/®(G) = E,q je izvedena elementima ®(G)xy, ..., ®(G)xr, pa slijedi
r>d.

(d) Neka suys, ..., y; € G pogodno odabrani elementi i

G/®(G) = Epd = <¢(G)y1,,q>(G)yd>

Sada je
<y1, Y, (D(G)> =G => <]/1, vy yd> =G,
jer po teoremu elementi iz ®(G) nisu izvodnice. O

Korolar 2.6. Ako je G p-grupai G/ G’ ciklicka grupa, onda je i G ciklicka grupa.

Dokaz. Znamo G’,®(G) < G i prema teoremu [2.35slijedi G’ < ®(G). Po
pretpostavci je G/ G’ ciklicka grupa, a znamo da je kvocijentna grupa cik-
licke grupe ciklicka. Sada iz teorema slijedi da je

(G/G)/(®(G)/G) =G/®(G)

ciklicka grupa i exp(G/®(G)) = p, tj. d(G) = 1. Dakle, G je ciklicka
grupa. O

Definicija 2.27. Neka je G p-grupa i A C G. Normalno zatvorenje AC defini-
ramo kao:
A®= () B;<G.
ACB;<IG

A je najmanja normalna podgrupa od G koja sadrZi A.

Ponekad normalno zatvorenje skupa A C G oznacavamo s ((A)).

Za G = (ay,az,...,a) je G' = ({[a;,aj] |1 <4,j < t)).

Teorem 2.38. (O dvjema normalnim podgrupama)

Neka je G p-grupa. Ako su M, N < G, onda je G/(M N N) izomorfna nekoj
podgrupi direktnog produkta (G/M) x (G/N).

Dokaz. Nekajea : G — (G/M) x (G/N) preslikavanje definirano sa:

zax € G = x* = (Mx, Nx).
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Za x,y € G vrijedi
(xy)* = (Mxy, Nxy) = (Mx, Nx)(My, Ny) = x"y".
Dakle, « je homomorfizam. Nadalje, za x € jza vrijedi
(Mx,Nx) = (M,N) = Mx=M, Nx=N = x€ MNN.

Dakle, jzo« = M N N. Sada, prema teoremu slijedi da je G/(M N N)
izomorfna nekoj podgrupi od (G/M) x (G/N). O

2.5 O p-grupama klase nilpotentnosti 2 i abelovim
maksimalnim podgrupama

Definicija 2.28. Grupa G, |G| = p", je grupa maksimalne klase nilpotentnost
ako je cl(G) =n —1.

Napomena 2.4. Neka je G p-grupa, |G| = p". Grupa G je klase 2, cl(G) = 2
onda i samo onda ako je G neabelova grupa i Zp(G) = G, 1.
{1} < G' < Z(G).

Dokaz. Po definiciji R.16]je Z,(G) = G, dakle Z,(G)/Z(G) = G/Z(G) =
Z(G/Z(G)), . G/Z(G) je abelova grupa, paje G' < Z(G). I obratno iz
G' < Z(G) slijedi da je G/Z(G) abelova grupa. Stoga je Z(G/Z(G)) =
G/Z(G),paje Z(G) = G. O

Napomena 2.5. Neka je G p-grupa. Ako postoji podgrupa H < G takva da je
Ng (H) maksimalne klase nilpotentnosti onda je i G maksimalne klase nilpotent-
nosti.

Teorem 2.39. (O p-grupama razreda 2)
U p-grupi G razreda 2 vrijede sljedece jednakosti:

(a) [xy,uv] = [x,u][x, 0]y, u]ly, v] - "distributivnost " komutatora umnoZaka,
@) "yl =[x y"] =[x y]",

(©) (x-y)" =a"-y" [y,2]%).

Dokaz. Za x,y,u,v € G vrijedi:

(@) [xy, uv] = [x, uvlly, uv] = [x, ol[x, u]"ly, o]ly, u]” = [x, u][x, 0][y, ully, v].
(b) Tvrdnju dokazujemo matemati¢kom indukcijom po #.

Baza: O¢igledno tvrdnja vrijedi za n = 1.
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Korak: Neka je n > 1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1, te doka-
zimo da vrijedi i za n. Imamo:

X,y == [0y Y] = [y xy) = [yl e y] =[x y)™
Sada:

"yl = ()7 = () = (g2 )" = wy)"
Dakle prema nacelu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n.

(¢) Tvrdnju dokazujemo matemati¢kom indukcijom po #.

Baza: Za n = 1 tvrdnja ocigledno vrijedi.

Korak: Neka je n > 1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1, te do-
kazimo da vrijedi i za n. Imamo:
(xy)" = ()" Hxy)
= retpostavka indukcije) = x" 1y 1y, x (") (x
(pretp j vl y
= (erjely,x]"2) € G’ < 2(G)) = "y Mx)yly, 1] "2
= 2y alyly )
= (stucaj (b)) = *"y"[y, 3" [y, x] "2
= 2y [y, 2%

Prema nacelu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n. O

Teorem 2.40. Neka je G = (ay, ..., a,). Onda je

G' = ({lai,aj]® | g € G}, i,j € {1,....n}).

Dokaz. Oznatimo H = ({[a;,aj|¢ | ¢ € G},i,j € {1,..,n}) i dokazimo
H = G'. O¢ito j ]e H < G'. S druge strane vrijedi, za [a;,a;] € H, [a;,a;a;] =

teorem- [a;,ar][a;, ;] € H.Sada pretpostavimo da je, za svaki x €
G, [a;, x] € H. Vrijedi [a,,xa]] = [a;,aj][a;,x]"/ € HH" = H, $to povlaci
[a;, xa;] € H. Analogno, uz [a;, x| € H, pretpostavimo da je [y,x] € H.

Promatramo [ya;, x| = [y,x]%[a;,x] € H%H = H, pa slijedi da za svaki
x,y € Gvrijedi [x,y] € H, tj. G < H. Dakle pokazali smo H = G’ =
({lai,aj]8 | g € G},i,j € {1,..,n}). O

Iz prethodnog teorema slijedi:
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Korolar 2.7. Neka je G' < Z(G) i G = {(ay,...,a,). Onda je
G' = (laj,a),i,j € {1,....n}).

Teorem 2.41. (O abelovoj maksimalnoj podgrupi)
Neka je A maksimalna podgrupa p-grupe G, te neka je A abelova, a G nije abelova
grupa. Onda vrijedi

Gl =p-1G'|-12(G)].

Dokaz. Prema korolaruP.2je |G/ A| = p, teje po korolarul2.1]i teoremu[2.24]
G/ A abelova grupa, odnosno G’ < A. Vrijedi |G| = p - |A], te Z(G) < A,
jer G nije abelova grupa. Neka je ¢ € G\ A. Definiramo preslikavanje
p:A— A uz

a? =a,g], Va € A.

Kako je G’ < A, ¢ je dobro definirano preslikavanje. Za a,b € A vrijedi
(ab)? = [ab,g]
(teorem[2.25)) = [a,]°[b, g]

([a,8]" = [a, 8], jer je Z(A)=A) = [a, g][b, 8]
— a0,

Dakle, ¢ je homomorfizam. Vrijedi

jzp={a€ A|lag] =1} = Ca(g) = Z(G).

Naime, elementi iz C4(g) komutiraju s g i s elementima iz A, pa slijedi da
komutiraju s cijelim G. Dakle, C4(g) € Z(G) < A. Obratna inkluzija je
ocigledna.

Ugrupislg = {[a,g] | a € A} < G’ vrijedi zasvakia € A :

1) [a,8]8 = [a%,88] = [a%,g] € slg, pajeslgp 4G

2) [1,8"] = [0,88" "] = [0, "[a,gs" € slg,jerje [a,g* "] € slg po

indukciji, a [2,4]$" " € slg po1).
Takoder, G/slg je abelova grupa. Naime, neka su g1, g2 € G bilo koja dva
elementa i g1 = a1¢*, g» = a28P, za ¢ € G,ay,a; € A. Tada vrijedi

18", a28P] = [a1,a28P 18" [g", 228"

= {{a1,8°)lar, @]} (5", 8°[5" a2l € slg-slp = sl,
prema 1), 2) i teoremu[2.25c). O
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Stoga je po teoremu G’ < slg. Dakle, slp = G'. Sada prema teoremu
slijedi

A/Z(G) =G = |A[=|C|-|2(G)| = |G| =p-|G]-|Z(G)].

2.6 O minimalno-neabelovim p-grupama i grupama s
ciklickom maksimalnom podgrupom

Definicija 2.29. KaZemo da je p-grupa G minimalno-neabelova, Sto oznacavamo
s G € Ay, ako je neabelova, ali su sve prave podgrupe grupe G abelove.

Teorem 2.42. (O minimalno-neabelovoj p-grupi)
Neka je G minimalno-neabelova p-grupa reda p". Onda je

G={(xy), |G|=p i ®G)=Z(G) jeindeksa p*> u G.

Dokaz. Neka su x,y € G bilo koja dva elementa takva da je [x,y] # 1.
Naime, takvi elementi opstoje u G, jer je G neabelova grupa. Neka je

U = (x,y). Kako je G minimalno-neabelova grupa slijedi U = G, jer U
nije abelova grupa. Dakle, G ima dvije izvodnice, pa je po teoremu
G/®(G)| = p*.

Neka su A i B dvije razli¢ite maksimalne podgrupe iz G. Po korolaru
je|G: Al =|G:B|] = p.SadajeD = ANB = ®(G), jerje |G/D| =
|G/®(G)| = p?. Kako su A i B abelove grupe, vrijedi Cg(D) > (A,B) =
A-B = G.Dakle, D < Z(G). Jos vise, vrijedi D = Z(G). Naime, kada bi
bilo D < Z(G), onda bi G/Z(G) bila cikli¢ka grupa, tj. G abelova grupa,
§to je protuslovlje. Dakle je ®(G) = Z(G).

Sada prema teoremu slijedi

Gl
12(G)]

=p-|IG| = p*P=p-|G| = |G|=p.

Teorem 2.43. (O p-grupama s ciklickom maksimalnom podgrupom)
Neka je G neabelova grupa reda p"*1, koja ima ciklicku maksimalnu podgrupu (a)
reda p". Onda je G izomorfna jednoj od sljedece Cetiri grupe:

(a) M-grupi M,+1 reda p"*t1, gdjejen > 2, odnosnon > 3,zap = 2.

Mpn+1 = <ﬂ,b ‘ llp” = DbP = 1, ab = g1+Pn_1>

(b) diedralnoj grupi Dyus1 reda 2", n > 2
Dywi1 = (a,b | a®" =b*> =1,a" =a~1)
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(c) generiranoj kvaternionskoj grupi Qmui1 reda 2"1, n >2
Quit = (a,b | a® =b* =1,1? = a2 ab =1y
Ako je n = 2, dobivamo Qg.

(d) semidiedralnoj grupi SDyus1 reda 2", n >3
SDyunr = (a,b | a2 =12 = 1,ab = g~ 142",

Dokaz. ([4], 90-93) O

Teorem 2.44. (Olga Taussky)
Neka je G neabelova 2-grupa takva da je |G : G'| = 4. Onda je

G = Don ili Qon ili SDon.
Dokaz. ([4], 339-340) O

Propozicija 2.1. (Roquette)

Neka je G konacna p-grupa i neka je N normalna podgrupa grupe G. Pretpos-
tavimo da je svaka G-invarijantva podgrupa reda p? od N ciklicka. Onda je N
ciklicka ili 2-grupa maksimalne klase nilpotentnosti. Ako jos vrijedii N < ®(G),
onda je N ciklicka grupa.

Dokaz. ([5]) O
Propozicija 2.2. (Burnside)

Neka je G p-grupa i N normalna podgrupa grupe G takva da je N < ®(G). Ako
je Z(N) ciklicka grupa, onda je i N ciklicka grupa.

Dokaz. ([5]) O

Teorem 2.45. Ako je G neabelova p-grupa, d(G) = 2 i |G'| = p, onda je G
minimalno-neabelova grupa.

Dokaz. Ovaj teorem je obrat teorema[2.42]
Kako je |G'| = p, slijedi G’ < Z(G), pa je prema napomeni 2.4 grupa G
klase 2. Onda prema teoremu Vx,y € G vrijedi

[xy|"=[xy"], neZ.

Posebice, za n = p imamo [x,y]? = [x,y”]. No, [x,y] € G/, paje [x,y]F =
[x,y’] =1, Vx,y € G. Dakle,

G1(G) = (y" [ y € G) < Z(G).
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Sada imamo G’ < Z(G) i U1(G) < Z(G), te prema teoremu [2.35|slijedi
G -U1(G) = ®(G) < Z(G).

Po pretpostavci je d(G) = 2, tj. |G/®(G)| = p?. Stogaje Z(G) = ®(G),
jer bi inace G bila abelova grupa.

Neka je M < G maksimalna podgrupa, pa je po korolaru.2|G : M| = p.
Znamo ®(G) < M, tj. Z(G) < M,aondaiZ(G) < Z(M), paje M :
Z(M)| < p.Sada prema teoremuslijedi da je M abelova grupa, tj. G
je minimalno-neabelova grupa. O

Ovim pregledom osnovnih definicija i tvrdnji o kona¢nim p-grupama
ponuden je temelj svakome tko ima Zelju upustiti se u istrazivanje istih.
Velika zahvala jednom od glavnih kreatora teorije kona¢nih p-grupa pos-
ljednjih cetrdesetak godina, profesoru Zvonimiru Janku, njegovim preda-
vanjima i nadasve "zaraznom" istraZivackom entuzijazmu.

Hvala Vam Profesore!
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